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1. INTRODUCERE

1.1. Obiect. Istoric

Termodinamica (studiul macroscopic al fenomenelor temmice) nu Implicd nicl o ipoteza
asupra structurii interne a sistemelor. Principiile temmodinamicil sunt o generalizare a rezultatelor
experimentale si pemmit determinarea proprietatilor termice si calorice ale sistemelor féré a putea
determina Insé ecuatiile de stare.

Se poate trece peste aceasta limitd a termodinamicii humai abordénd microscopic studiul
fenomenelor temmice. Descrierea microscopick a fenomenelor termice are ummétoarele
caracteristici: I) sunt f&cute presupuneri cu privire la structura materiei, ii) este necesar un numér
mare de parametrii care nu pot fi determinati experimental. Studiul microscopic al fenomenelor
termice a urmat doua cai diferite. Prima din punct de vedere istoric, teoria cineticd say dinamica
aplicé legile mecanicii constituentilor sistemului, deteminénd in cazul gazelor ecuatjile de stare.
Acest sublect a fost dezvoltat de Clausius, Maxwell gi Boltzmann. Maxwell a descoperit legea de
distributie a vitezelor moleculare in 1859, jar Boltzmann a formulat ecuatia fundamentald a
fenomenelor de transport Tn 1872. A doua directie de dezvoltare, termodinamica statisticd (sau
mecanica statisticd sau inca fizica statistic) a fost fundamentata de Bolzmann (1872) si Gibbs
(1902) (fizica statistica clasica), iar apoi dupa dezvoltarea mecanicii cuantice, Bose i Einstein,
Fermi gi Dirac au pus bazele fizicii statistice cuantice. Fizica statistici ignord considerarea
individuald a constituentilor sistemului, aplicAnd consideratii probabilistice globale. Proprietdtile
medii ale unul numar foarte mare de obiecte pot fi determinate chiar in absenta informatiel despre
un obiect individual. Natura acestor obiecte poate fi extrem de diferitd, de la moleculele unui gaz
la unde elastice in solide etc. Fizica stalisticA parmite determinarea ecuatiilor de stare si de
asemenea fumizeaza o interpretare fundamentals a conceptului de entropie i a principiulul doi al
termodinamicii,

Aceastd parte a cursului este structuratad in felul urmator: in Capitolul 1 sunt prezentate
notiuni fundamentale ale teoriei probabilitatii aplicats atat variabilelor aleatoare cu spectrul
discret, cat si celor cu spectrul continuu. In Capitolul 2 este descrisd functia de distributie
canonicd, iar in Capitolul 3 teoria cineticd a gazului ideal aflat in stare de echilibru, este
prezentata ca o aplicatie a distributiei canonice. Studiul fluidului Van der Waals este abordat In
Capitolul 4, iar Capitolul 5 este dedicat studiului fenomenelor de transport.

1.2. Notiuni de teoria probabilitatii

Consideram un sistem fizic A cu care putem face experiente. In unele cazurl efectul
particular care rezultd din efectuarea unei singure experiente nu poate fi previéizut cu certitudine;
fie cA acest lucru este intrinsec imposibil (ca in cazul mecanicii cuantice), fie c infomatia
disponibild despre sistem este insuficientd pentru o prezicere unica. Desl nu este posibll sd se
facd afimatli despre rezultatul unei singure experiente este totusi posibil sd se facé prexicsd
daca se efectueazd un numér mare de experiente similare. Suntem astfel condugi la o descrierp
statistica a sistemului, adica la o descriere in termeni probabilistici. In general problema poate fi
abordata in doud moduri;

i) Ansamblu statistic temporal. Efectudm cu sistemul A un set de N experiente §i fie N

numdrul de cazuri In care se obtine un anumit rezultat (eveniment) i, care ne intereseazi.
Probabilitatea de aparitie a evenimentului i este

1]

N.
P = i W 1.1
= him (1
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Cand N este foarte mar2, o repetare a setului de expeiients va duce cu o

N; " . ,
reproductibilitate foarte buna la acelasi raport EL , astfel incat definitia (1.1) devine neambigua

n limita N 5 o0,

ii) Ansamblu statistic spatiai. In 1oc s4 ne Indreptdm atentia asupra unui singur sistem A
care ne intereseaza, analizam un ansamblu alcatuit dintr-un numar N de sisteme identice cu
sistemul A . Fiecare sistem din ansamblu ssie supus aceluiasi experiment ca A. Dacd
presupunem ci din cele N sisteme din ansaimblu, in N, sisteme se obiine evenimentul 1,

probabilitatea de aparitie a evenimentului 1 este:

N

B = lim };3'— 1.2

Cele doua abordari sunt echivalente numai dacé situatia analizata nu depinde de timp.

1.2.1. Proprietati ale probabilit2tii

Probabilitatea P, are urmatoarele proprietay:
i) P, este un numar cuprins intre 0 gi 1

0<P <1 (1.3
Evenimentul care are P, = 0 se numeste eveniment imposibil iar cel cu P, =1 se numeste
eveniment cert. '

i) Presupunem cA o experienta efectuaté cu sistemul A ne duce la un rezultat i din cele
n rezultate posibile mutual exclusive. Considerm c2 in N, experiente s-a obtinut rezuitatul 1,

in N, rezultatul 2,..., In N,  evenimentul n. Deocarece aceste n evenimente sunt mutual
exclusive si epuizeaza toate posibilitatile, obtinem

N,+N;+....+N_ =N
Imparind prin N aceasti relatie, se obtine conditia de nomare a probabilitati:

iP‘ =1 (1.4)
im)

iii) Consideram doud evenimente mutual exclusive cu probabilititle de aparitie P, $l
respectiv P;. Probabilitatea ca evenimentul i sau evenimentul ) s apard ca rezultat al unel
experiente este data de relatia

Plivj)=P, +P, (1.5)

iv) Consider&m douél evenimente statistic independente sau necorelate ou probabilittiie de

aparitie P, si respectiv P, . Atunci

P(inj)=P, P, (1.8)
1.2.2. Valoare ie,_dispersie, fluctuatie si fluctuatie relati

Presupunem cé o variabild x a unui sistem oarecare poate lua una din cele n valon
posibile: x,, x, ,..., x, cu probabilitatle P,, P, ..., P, . Aceasta Inseamna c Intr-un ansamblu
de N sisteme identice (cu N foarte mare) variabila x ia valoarea x; in N, = NP, sisteme (sau
dacd asupra sistemulul efectuim N experiente in N, = NP, experiente, variabila x la valoarea

X; ). Specificarea tuturor probabilitatilor P, pentru toate cele i valori posibile x; ale variabilel x
_constituie o descriere statistich completa a sistemulul. In majoritatea cazurilor este Insa suficient

6
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de a defini anumiti parametrii care descriu distributia valorilor posibile ele variabilei x in ansamblu.
Acesti parametrii sunt: valoarea medie, dispersie, fluctuatie si fluctuatie relativa.

Valoarea medie a variabilei aleatoare x in ansamblu este definitd prin relaga:

(x)=2 Px a.n
i=l
Acest parametru indica valoarea centrald a lui x In jurul cireia sunt distribuite valorile x; .
Analog, valoarea medie a unei functii f(x) este definitd prin expresia:

(€)= Pif(x;) (1.8)
i=1
Proprietdtile mediei sunt:

i) valoarea medie a sumei este egald cu suma valorilor medii

(£ + 8)= TR [E(x, )+ 8(x, )= 3R, )+ 3 Pigl, )= (£) + ) (1.9)

i=l =] i=l
ii) media unei constante este egald cu constanta

(c)=zn:P,-c=czn:Pi =c (1.10)

=l =l
Parametrul care mésoarad imprastierea valorilor posibile ale variabilel aleatoare x In jurul
valoril medii este dispersia (sau media patratului abaterii de la medie) definita prin relatia;

(b= F )= TR e, 0)F =m0, )

= 3 PxE = 2() 3B, + (x) DB, = (x*) - (x)? (1.11)

i1 in imt
Dispersia nu poate fi negativa, deoarece fiecare termen al sumei iPi (x, = (x))’ este nenegativ.
i=]
Dispersia se anuleaza numai daca toate valorile x; ale variabile; aleatoare sunt egale cu (x)
Daca dispersia este foarte mic4, trebuie ca toti termenii sumei iPi (x, = (x))’ sa fie foarte micl,
i=l
deci (W), P;(x; — (x))’ trebuie s4 fie foarte mic, deci cel putin unul din factori trebule sa fie mic.
Asffel, ori (xi - (x)) este mic (variablla aleatoare ia valori apropiate de valoarea medie) sau

variabila aleatoare ia valori x; deparate de (x) . dar atunci probabilitatea P, trebuie sa fie foarte

micd. Astfel, dac@ dispersia este foarte micd, nu pot fi realizate cu o probabilitate apreciabiia
decat valorile foarte apropiate de valoarea medie, celelalte valori fiind improbabile.

O masura liniard a Imprastieril valorilor posibile x; este datd de rddacina patratd din
dispersie numitd abatere patraticA medie sau fluctuatie, care conform relatiei (1.11) are expresia:

[((xi -(0f )= J(x’)— (xy? (1.12)

Fluctuatia relativd se defineste prin raportul dintre fluctuatie gi valoarea medie:

<(w<x)(x>)2> ) - (1.13)

{x)
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Acests argumente se pot generaliza in cazul mai multor variabile. Consideram cazul a
doul variabile. Variabila X poate lua una din valorile posibile x;, cu 1<i<n i variabila y una

din valorile y; cu 1< j<m . Fie P; probabilitatea ca x sa ia valoarea x; i y sa ia valoarea y,.

Conditia de nomare devine in acest caz

}":ipu. =1 (1.14)

i=l fal
Probabilitatea P, ca variabila aleatoare x si ia valoarea x,, Indiferent de valoarea luata
de variabila aleatoare y, este suma probabilitétilor tuturor situatiilor posibile consistente cu

valoarea x,,

P =3, (1.15)

J=1
Similar, probabilitatea P, ca y sé ia valoarea y, indiferent de valoarea pe care o ia x este data
de

P,=Y"P, (1.16)
1=1

Fiecare din probabilitaile P, si P, sunt nomate. De exemplu

PREDINIS (1.17)

i=l i1 =1 -
Un caz important este acela in care probabilitatea ca o variabild s ia o anumitd valoare,

nu depinde de valoarea luatd de cealaltd variabila. In acest caz variabilele sunt statistic
independente, sau necorelate si conform relatiei (1.6)

P, =P -P (1.18)
Valoarea medie a oricarei functii F(x, y) este definita prin relatia

n m

(F)= 2 2 pFx,.y,) (1.19)

ial jal

1.3. Distributia binomiald. Relatia Boltzmann

Subliniem importanta deosebitd a acestui paragraf atdt prin exemplificarea notiunilor
introduse in paragraful precedent, cat gi prin introducerea unor concepte fundamentale cu care
opereazi fizica statistica.

Problema la care dorim s& raspundem poate fi formulatd simplu in felul urmator. Intr-un
recipient de volum V, izolat adiabatic, se afla un gaz ideal alcatuit din N molecule. Presupunem
ca vasul este impariit in doud parii de volume V, si respectiv V, .

Evident Vo=V, +V,. Fie p
probabilitatea ca o moleculd s& se afle In
volumul V, si q ca ea sa se giseascd In V,.
Din conditia de nommare obtinem p+q=1.
Care este probabilitatea ca n molecule s& se
gaseascdin V, sirestul n'=N-nin V,?

V1 Vz

Figura 1.1
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Deoarece gazul este ideal, moleculele nu interactioneaza intre ele si pot fi considerate
statistic independente, astfel IncAt probabilitatea de aparitie a unei configuratii particulare In care

n molecule se afla In V,, iar restul n’=N —n se gasesc In V,, poate fi scrisd: p"q". Dar
aceast situatie In care n molecule se gisesc In V, se poate realiza In mai multe moduri {vezi
tabelul 1.1 unde litera S indicd moleculele care se gasesc in V,, iar litera D moleculele care se
gasesc In V,. Numarul moleculelor care se gasesc In V, este n, iar al celor care se gasesc In
V, este n’. Numarul O, al configuratiilor posikile In care n molecule din cele N se gasesc In

V, este indicat in ultma coloana).

TABELUL 1.1

P

OnmDOoO0O0nWuLOoOLWOoOoWLLuWwOo W s

OO0OWwWOOLOoLOoOWLWO|LWLOnmu|lw

O0O0O0OWOoOODWLOLLIODLVW|®n|—=
CO0DWLWOIDLOOOWNOWV|n|N
el e SECE SR NN N AN AR AN PN |
LW WWWRRRNPODNRN R[22 240

Pentru a determina numaru! configuratiilor posibile In care n molecule se gésesc in V, sl
restul n’ =N - nse gasesc in V,, trebuie contorizat numarul de ci distincte in care N obiecte,

din care n indiscernabile de un tip si n’ indiscernabile de alt tip, pot fi plasate in N=n+n’
locuri posibile. Astfel, primul loc poate fi ocupat de unul din cele N obiecte, locul doi poats fi
ocupat de unul din cele N —1 obiecte ramase ... locul N poate fi ocupat de ultimul obiect. Deci

toate locurile disponibile pot fi ocupate in N(N—l)....l=Nl moduri posibile. Dar aceastd

contorizare considera fiecare obiect discernabil (cu etichetd). Dar, decarece n obiecta de tipul 1
(moleculele aflate In V) sunt indiscernabile toate pemutdrile nl ale acestor obiecte conduc la

aceeasi situatie. Similar, toate cele n'l permutan ale obiectelor de tipul 2 (moleculele aflate in
V,) conduc la aceeasi situatie. Astfel, impar{ind numarul total de penmutari NI prin numarul de

permutari irelevante nin’l obtinem numaru! total de cai distincte n care N obiecte pot fi aranjate
in N locuri daca n suntde untipsi n’ =N~ n de alt tip. Probabilitatea cautata devine

P, (n): ———H;Sp“qh‘_" cu p+q=1 (1.20)

Aceastd probabilitate constituie réspunsul la umiitoarea problem# generald: fie N
evenimente stalistic independente; probabilitatea ca un eveniment si se realizeze este p lar

probabilitatea ca el s& nu se realizeze este (. Caie este probabilitatea P, (n) ca n evenimente

s se realizeze, iar n’ sa nu se realizeze ?
1)

Probabilitalea datd de (1.20) indeplineste condiia de normaie

1¢]
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N N NI " (p )“
P.(n)= "q "=(p+ =1 1.21
gu()gnm_npq q (1.21)
Deoarece probabilitatea (1.20) apare In expresia dezvoltarli binomulul Newton, ea se
numeste distributie binomiala.

AnalizAnd informatia cuprinsa In tabelul 1.1 putem nota umatoarele observatii. Starea
termodinamica a sistemului (numita In cadrul fizicii statistice macrostare) este complet specificatd
de numarul de molecule dintr-o partitie a vasului. Numarul de céi distincte  In care se realizeaza
macrostarea se numeste numarul de microstari compatibile cu macrostarea data (sau ponderea
statisticA a macrostari). De exemplu, macrostarea n=3; n'=1 se poate realiza In Q=4
moduri diferite. Numarul de microstari compatibile cu macrostarea de echilibru este maxim (in
exemplul din tabelul 1.1. Q=6). Nu existd nici un motiv de a prefera una sau alta dintre
microstirile compatibile cu macrostarea de echilibry, astfel incat toate microstarile compatibile cu
o0 macrostare de echilibru sunt echiprobabile.

Evolutia unui sistem izolat are loc din punct de vedere macroscopic (termodinamic) In
sensul cresterii entropiei, iar microscopic (statistic) in sensul cresterii numarului de microstad
compatibile cu macrostarea data. Legatura dintre entropia S gi ponderea statisticd a macrostani
se numeste relatia Bolzmann. Consideram doud sisteme macroscopice oarecare afiate in stare
de echilibru termodinamic. Legatura dintre S si (0 pentru fiecare sistem poate fi scrisa

S, =fl(ol) , Sz=f2(Qz) (1.22)
Aducéand cele doua sisteme in contact, entropia sistemului format este datd de
S5=5,+8, (1.23)

Presupunem ca cele doud sisteme aduse In contact interactioneaza slab astfel Incat pot fi
considerate statistic independente. Deci, folosind (1.6):

Q=0,-Q, (1.24)
Deoarece sistemul final format este In echilibru
s=f(Q) (1.29)
§l combinand relafjile (1.23) si (1.24) obtinem
f(ﬂ):f(ﬂ‘ .QZ);fl(()l)+ fz(Qz) (1.26)
Diferentiind aceastd egalitate
df df
d—f =———'d£),+ 2 dQ, (1.27)
dQ dQ, dQ,
- §i egalitatea (1.24) .
dQ=0Q,d0, +Q,d0, (1.28)
obtinem
df df dft df
—Q, - — dQ, +| —0Q, —-—L =0 1.28
(dﬂ‘do,}”(do’do, ! (1-29)

Deocarece (2, si €1, suntindependente, din relatia (1.29) obtinem

g, - s A, -4 (1.30)
a ' dq, a0 " d,

i apoi
L dr df df
O—=Q, —2=Q, L= (1.31)
dQ dQ, dQ, :
unde k este o constantd universald (nu depinde de natura sistemului), numitd constanta

Bolzmann (k =138-10"% l—J( ). Deci
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af = 38 (1.32)
Q

Integrand relatia (1.32), considerand constanta de integrere 0 (conform principiului lil al
termodinamicii) obtinem relatia Boltzmann
S=f({Q)=kInQ (1.33)
relatie fundamentald, deoarece exprimi legatura dintre un parametru macroscopic S si unul
microscopic.

Revenind la distributia binomiala (1.20), pot fi determinate valoarea medie, dispersia i
fluctuaija relativé conform definitiilor (1.7), (1.11) si (1.13). Valoarea medie a variabilei aleatoare
n este data de:

(n)= ZnP (n)= anN g (1.34)

n=0
Pentru a calcula aceastd sum3, putem scrie

np” =p%(p“) (1.35)

§i atunci valoarea medie devine

)L PP %[_(ﬁ_i 0]

9 N-1
=p5(p+q“)=Np(p+q) =Np (1.36)

deocarece p+q=1.
Analog, aplicand relatia (1.35) de doua ori:

Shrglo s o

Valoarea pétraticé medie devine succesiv:

2.0 _ ., o _ En_:
. n°p n-np npap(p)

ZnNn

< ) nEc,nt(N ni B
n p—(P )ln,. Z N n)pz 3z\p )]N-

ont N-n ‘mn

[Zﬁmm e o Sy
“p2ral +* oo o ~Nolpe o+ NON- 1+ 0 -

=Np+ N(N-1)p*? (1.37)
Dispersia este dati de

((n - (n))2 ) = (n2 ) - (n)2 =Npq (1.38)

iar fluctuatia relativd devine
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feon g o .

Presupunem pentru simplitate ca partitia din figura 1.1 este introdusa la jumétatea vasului.
Atunci p=q=% sl (n)=N/2, iar fluctuatia relativd are valoareal/yN . Aceste doud marimi

contin o cantitate apreciabild de informatie asupra distributiei numarului de molecule dintr-o
partitie a vasului. Astfel, apar cu o probabilitate apreciabild numai acele valori ale lui n care se

afid In vecinatatea Iui(n)=N/2, iar imprastierea acestor valori fn jurul valorii medii este dat#
del/\/ﬁ . Cand recipientul contine un mol de gaz, N este egal cu numarul lui Avogadro

N ~10% . In acest caz fluctuatia relativ are valoarea ~107'?, asa de mica incét poate fi neglijata.
Astfel definitia sistemului termodinamic (sistemn alctuit dintr-un numar foarte mare, dar finit de
constituent), devine evidenta.

Deoarece fluctuatia relativd ~ 1 / \/ﬁ (subliniem generalitatea acestui rezultat, chiar dacé a

fost dedus pentru o distribujie particular8) c&nd N este foarte mare, fluctuatia relativh devine
neglijabila si valorile variabilei aleatoare coincid cu valoarea medie. Valorile variabilei aleatoare
diferite de valoarea medie sunt practic improbabile. Deci, in acest caz functia de distributie are un
maxim extrem de pronuntat in jurul valorii medii, fiind practic zero in rest (vezi figura 1.2).

Valoarea variabilei aleatoare pentru care
functia de distributie este maximé, se numegte
valoarea cea mai probabild. Valoarea cea mai
probabild n, se detemind din conditia ca

R |

Py (n) s& fie maxim

1
|
|
)
'
'
'
[
'
)
n

dPN (n) = 0
. dn ‘

p n sau echivalent, din condiia ca InP, s fie

maxim

Figura 1.2
dlnP dpP

N(n)=_l_. N(n)=0 (1'40)

dn Py dn

Considerand logaritmul distributiei binomiale (1.20) obtinem

InP, (n)=InN-Inn~In(N - n}+ninp+(N - n)lnq (1.41)

In limita N foarte mare, folosind formula Stirling simplificata (A4) derivata lui (1.41) devine
cu o buné aproximatie

dlnPN(n)=ln(N—n)p

1.42
| 2 - (1.42)
Conditia necesara de extrem (1.40) implica
(N-n)p=nq
de unde se obtine valoarea cea mai probabild a variabilei aleatoare
n, =Np=(n) (1.43)

In cazul particutar al distributiei binomiale valoarea cea mai probabiid a variabilei aleatoare
este egald cu valoarea sa medie. Subliniem c3 acesta nu este un rezultat general, ci in general
cele doud valori sunt apropiate, dar nu coincid.

12
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1.4. Variabile aleatoare cu spectru continuu

Consliderdm cazul unei variabile aleatoare X care poate lua orice valoare In domeniul
continuu [a,,az]. O descriere probabilistich a acestei situatii implick cunoasterea probabilitétii ca

variabila x si ia valori cuprinse In intervalul infinitesimal [x,x + dx]. Aceastd probabilitate este
proportionala cu marimea intervalului dx si poate fi scrisa in forma:

dP(x )= P (x Jix (1.44)

unde g’(x) se numeste densitate de probabilitate, sau functie de distributie. Conditia de normare
se scrie In acest caz

.fdP(x)z ]lg)(x)dx =1 (1.45)

Media oricérei functii care depinde de x este:

(f):]af(x)iP(x)z .Jlf(xﬂ)(x)dx (1.48)

astfel incét valoarea medie a variabilei aleatoare este data de

[N
(x) = J'xg’(x)dx (1.47)
iar valoarea patratich medie are expresia: "

(x*)= Tx’g’(x)dx (1.48)

Cunoscand functia de distributie P (x), dispersia, fluctuatia si fluctuatia relativa pot fi
calculate cu ajutorul expresiilor (1.47) si (1.48).

Un caz deosebit de interesant este acela in care variabila aleatoare X la cu certitudine o
valoare x, din domeniul (— ao,ao). Valoarea x, fiind realizatd cu probabilitatea egald cu
unitatea, obtinem:

Ro+e
lim fg’(x)dx=1 (1.49)
Xo-8

Acest lucru nu este posibil decat daca functia de distributie are urmatoarea expresie (vezi

figura 1.3).

o) pentu X=X 0
g’(x)_ {G pentru x#X (1.50)
P In acest caz ideal In care variabila

aleatoare nu poate lua decét valoarea x, (deci

fluctuatia relativd se anuleazd) functa de
distributie definitd prin (1.50) se noteazd cu
8(x —xo) si se numeste functia Dirac, avand
urmatoarele proprietati: .

X X
Figura 1.3
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[ 8x—xo Mx =1 (1.51)
§i N

ff(x)%(x — X M = £(x, ) (1.52)

Generalizarea rezultatelor in cazul mai multor variabile este imediatd. Considerdm cazul a
doua variabile x i y care pot lua valori in domeniul [u,,az]si respectiv [b,,bz ] Probabilitatea

ca X sa la valori In intervalul [x,x + (b(] siy In intervalul [y,y + dy]este:

dP(x,y)= P(x,y kixdy (1.53)
cu conditla de nomare
a; b,
j Jf P(x, yXxdy =1 (1.54)
u b
Valoarea medie a oricérei functii F(x,y) este data de:
s,b,
(F)= [ [FCyfP(x y)indy (1.55)
ay by

Probabilitatea ca variabila X s& 1a valori cuprinse intre X si X + dx indiferent de valoarea
variabilei y este:

dP(x)= PlxMx = JZEP(x y Xixdy (1.56)

b,
iar
Plx)- jzg’(& y My (1.57)
by

Evident g)(x) Indeplinegte conditia de normare

.ng)(x)x.b( =1 (1.58)

Daca cele doud variabile sunt statistic indepandente, sau necorelate, conform proprielﬂtii (1.6)
rezulta

P(x.y)=PxP(y) (1.56)
Notiunite prezentate In acest paragraf vor fi exemplificate In urmétorul, cu ajutorul functiei
de distribufie Gauss.

1.5. Functia de distributie Gauss

Functia de distributie Gauss are urmitoarea expresie standard

. (xn?
Plx)= oo 2 (1.60)
2xo?
14
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SA verificAm daci g)(x) este normatl la unitate,

‘ﬂt 1 - ,,

.g,x N o 2 dx=1—— [0 ' dy=
-": (e 2xo’ _'[ & ls/21t—c_2—.'[ ¥

2;[0'2 =1 (161)

1

v2ro?

unde am folosit schimbarea de variabild y=x —pu, iar evaluarea integralei s-a fdcut cu ajutorul
expresiei (B6).

Valoarea medie a variabilei aleatoare x poate fi determinatd In felul urméator:

(x)=-jxg)(x)!x= 2102 -J;xe- 2’ dx =
1[5 -% 2 -5
= — Jye ;,dy+pj‘e 2" dy (1.62)
RC -® -@

unde am folosit aceeasi schimbare de variabild y = x —p . Prima integrald se anuleazd deoarece

integrandul este impar si intervalul de integrare este simetric In jurul onginii, iar a doua integrald
poate fie evaluata cu ajutorul (B6). Astfel se obtine rezultatul

(x)=p ’ (1.63)
Valoarea patraticA medie a variabilei aleatoare este datd de

unde y=x—p. Integrala a doua se anuleaza, iar celelalte doud au fost evaluate In Anexa B
(expresiile (B7) gi (BE)), astfel incat obtinem rezultatul

<X2)=0'2+p2 (1.64)

Folosind expresiile (1.63) si (1.64) obtinem pentru dispersie, fluctuatie ¢i fluctuatie relativa,
respectiv valorile:

((x—(x))z>'= (x?)=(x)* =0® + p? - p? =0 (1.65)
(6= ()F) = J(x?) - ()" =0 (1.66)

= =9 (1.67)
B

—= (1.68)

ceea ce conduce ia rezuitatul
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X, = =(x) (1.69)

Reprezentarea schematica a functiei de distributie Gauss este prezentat3 in figura 1.4.

Valoarea maxima a functiei de distributie (obtinuta pentru x, =) este g)(p)z l/ JZnoz
lar largimea curbel este dati de fluctuatie, avand valoarea o (conform relaﬂei (1.68)).

Cu sciderea parametrulul ¢ curba se inaltid si se ingusteazd cu conditia insd ca aria
mérginitd de curba si axa absciselor s fie egald cu unitatea. Cand ¢ — 0 functia de distributie
Gauss tinde chtre functia de distributie Dirac (vezi figura 1.3) caz In care variabila x ia cu
certitudine valoarea p .

P |

1
(2r02)'2

xp=<x>=p, X

Figura 1.4

Probleme

1.4 Cum se comporth ponderea statistich a macrostérii dacd sistemul termodinamic
efectueaza un proces adiabatic reversibil?

R: €)= const.
1.2 Un sistem termodinamic trece din starea 1 In starea 2 unde(2, =2Q),. Cat este AS,, ?
R: AS,, =kIn2

1.3 Ponderea statisticd a macrostdrii unei mase de gaz este (1,. Determinati ponderea

statisticd a unel mase de ori mai mare din acelasi gaz aflat in aceleasi conditjii de temperatura sl
presiune.

R Q,=Q"

1.4 Considerdm variabila aleatoare x care poate lua valorile 1,2,...,n,... cu probabilititile
172, 1/14,...,1/2" ... S4 se calouleze: i) (x); ii) dispersia; lil) fluctuatia refativa.

R: i)(x)=2;ii)<(x—(x))z>=2;iii)\/§/2.

1.8 Un gaz ideal alcitult din N molecule se afid In stare de echilibru termodinamic Intr-un
vas [zolat de mediul exterior. Care aeste probabilitatea ca spontan cele N molecule s3 se stmngi
Intr-o treime din volumul Initial?

R: 1/3"
16
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1.6 Sa se arate cd In limita p<<1 gl n<<N, distributia binomiald (1.20) devine distributia
Polsson: P(n)=2"e™ /n!. 54 se determine conditia de normare si (n).

1.7 Si se arate ci in limita N — « distributia binomiald devine distributia Gauss.
1.9 In figuréi sunt date patru functii de distributie ale variabileix .

() fx) fx) 1)
|
A A A |A
a x -a 2 X ) 2 22 X

-a P X 2

Pentru fiecare caz s& se detemine: i) valoarea constantei A astfel incét functile de
distributie s fie normate; i) (x) ; i) (x?); i) dispersia.
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2. DISTRIBUTIA CANONICA

2.1. Spatiu| fazelor

Consideram migcarea uni-dimensionald a unul punct material de masd m. Starea
dinamica a punctului material este complet caracterizatéd de pozitia sa x §i de impulsul sdu p, .
Dac cuncastem forta care actioneazd asupra punctulul material i starea sa dinamica la un

anumit moment de timp, putem determina starea sa dinamica la orice moment ulterior de timp,
rezolvand ecuatia Newton:

d*x
mF=F (2.1)
Ecuatia Newton este o ecuatie diferentialda de ordinul dol, deci solutia el depinde de doud
constante care se determind din conditiile initiale. Este o ecuatie reversibild (invarianti temporal),
adicl schimband t In —t solufia ei nu se schimbd. Aceastd proprietate a ecuatiei Newton

genereaza anumite probleme in studiul fenomenelor ireversibile.

Astfel, rezolvdnd ecuatia Newton, determindm dependenta de timp a coordonatei x si a
impulsului p, si putem trasa graficele x(t') si E(t) Este ins3d mai convenabil s3 avem un grafic
care si reprezinte o secventd de stiri dinamice ale punctului material. Pentru a obtine acest
grafic este necesar sé elimindm timpul intre x = x(t) i B= p‘t) Spatiul bi-dimensional care are
in abscisa pozitia X sl In ordonata impulsul p, se numeste spatiul fazelor (concept introdus de
Gibbs). Spatiul fazelor nu are nimic comun cu spatiul real, fiind un concept pur imaginar, figurativ.
Starea dinamicl a punctulul material se reprezintd In acest spatiu printr-un punct, numit punct
reprezentativ, iar fiecarui punct din spatiul fazelor il corespunde o stare dinamica bine definit a
punctului material. Cand starea dinamicd a punctului material se modifica, pozitia punctului
reprezentativ din spatiul fazelor se schimbd; punctul reprezentativ descrie o traiectorie, numita
traiectorie de fazd, complet diferitd de traiectoria reald. Pentru a localiza punctul reprezentativ
este convenabil s8 impartim spatiul fazelor in celule elementare de arie dxdp .

Starea dinamica a punctulul material poate fi astfel specificata prin faptul ca pozitia lul se
géaseste in intervalul [x.x + dx] §i impuisul in intervalul [p, Pt d;;].
1

px Specificarea starii dinamice este cu
atdt mai precisd cu cat méarimea ocelulei din
ptdp_| — — spaﬁul_ fazelor poate fi arbitrar d'e micé.
x Xy % Mecanica cuantica impune o limitare inferioaré

Py a marmi celulei datoratd principiulul de
Lo nedeterminare  Heisenberg: AxAp, >h/2x.
Ly Astfel, din punct de vedere cuantic, impdariirea
X x+dx  x spatiului fazelor in celule de arie mai micd

decéat h/2x nu are suport fizic.

Figura 2.1

In cazul migcarii unul punct material cu trei grade de libertate (miscarea de translatie tri-
dimensionald), starea dinamicd este complet determinati de sase variabile, trei variabile pentru

pozitie T=(x,y,z)sl trel pentru impuls |—)=(p_,py,p‘). Evolutia In timp a stdril dinamice se
poate afla rezolvand trei ecuatii Newton scalare
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m-—:F [ =3 im-—-= (22)

In acest caz spatiul fazelor este sase

3 - dimensional, cu elemertul de volum
M(T, P) drdp = dxdydzdp,dp, dp, (Decarece  suntem
dfdp niste biete fiinte tri-dimensionale nu putem

vedea intr-un spatiu cu mai muite dimensiuni gi
de aceea In figura 2.2 am desenat un spatiu bi-
dimensional).

’0\

¢ Consideratile  anterioare pot fi

generalizate pentru un sistem macroscopic,

' alcituit dintr-un numar N foarte mare de

Figura 2.2 particule, fiecare particuld avand trei grade de
libertate de transiatie.

=

Starea dinamica, numitd starea microscopica (sau microstarea) sistemului este complet
determinatd de setul celor 6N variabile reale, independente, 3N variabile pentru pozitile

particulelor, ¥ =(E,T,,.....,%,) si 3N variabile pentru impuisuri, p~ =(p,.p,.....Py). Cele

6N valor ale variabilelor (F",f)") definesc pozitia punctului reprezentativ al sistemului in spatiul

N
tazelor 6N -dimensional, numit spatiul I'ycu elementul de volum dI'y =dr"dp™ =] ] didp;.
in
Determinarea evolutiei in imp a microstarii sistemului s-ar putea face prin rezolvarea unui sistem
de 3N ecuatii Newton. Deoarece pentru un sistem macroscopic N este de ordinul numdruiui lui

Avogadro N, =10% ,acest lucru este imposibil In practicA. (Cele mai perfomante statii de
calculator actuale permit simularea sistemelor alcAtuite din maxim 10° particule).

Asadar, dificultatea esentiald a acestei metode microscopice de studiu este urmatoarea:
In imp ce metoda macroscopica care face abstractie de structura internd a sistemelor are nevoie
de un numéar mic de parametrii (temodinamici) pentru caracterizarea starii, metoda microscopiocd
cere cunoasterea unui numar enorm de parametri. Deci, un sistem macroscopic considerat din
punct de vedere al structurii sale interne este un sistem mecanic cu un numéar enorm de grade de
liertate. Numarul diferit de parametrii care caracterizeazd macrostarea fatd de cel necesar
pentru descrierea microstérii introduce unele simplificAri esentiale. Este clar ci Intre parametril
macroscopici (termodinamici) si cei microscopici trebuie sa existe anumite relatii i In consecinta
cunoagterea microstarii implicA univoc curoasterea macrostirii. Reciproca nu este adevaratd,
existind o varietate largd de microstiri compatibile cu macrostarea daté.

2.2 Ansamblu statistic

Fie un sistem termodinamic pe care il aducem Iintr-o stare macroscopic@ bine
determinatd. Starea microscopica a sistemului nu este determinati. Ea poate fi una, oricare din
multimea de microstari compatibile cu macrostarea datd. Dacd repetdm experienta, aducdnd
mereu sistemul In aceeagi macrostare, stiarile microscopice pot diferi de la experientd |a
experientd. Astfel, conditile macroscopice date In care se face experienta nu pemnit
determinarea univocd a microstérii (rezultatul experientei), ¢i sunt posibile mai muite rezulitate.
Rezultatul unel astfel de experiente fiind un fenomen aleatoriu, putem analiza comportarea
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sistemelor termodinamice in termeni probabilistici. Ideea de baza a lui Gibbs este ummatoarea: Iin
loc de a face A" experiente cu acelasi sistem, considerdim A" sisteme identice. Toate aceste
copii fidele se gasesc In aceleasi conditi macroscopice, dar pot fi in microstari diferite. Cele
A sisteme identice formeaza un ansamblu statistic,

Spre exemplificare, consideram un sistem macrocopic aflat la un anumit moment de timp
Intr-o macrostare bine determinatd. Cu trecerea timpului punctul reprezentativ al sistemulul va
descrie o traiectorie de faza care se va afla in intregime cuprinsa in regiunea din spatiul fazelor
unde se giasesc microstarile compatibile cu macrostarea datd. Dacad consideram ansamblul
statistic la acelagi moment de timp si "fotografiem" spatiul fazelor, "vedem" microstarile (punctele
din spatiul fazelor) aflate de-a lungul traiectoriei de fazd. Este vorba de inlocuirea ansamblulul
statistic temporal cu cel spatial.

Fie un sistern macroscopic Inchis, alcatuit dintr-un numdr foarte mare N de particule cu
mase cunoscute, fiecare particuld avand trei grade de libertate (consideram particula ca punct
material neglijand gradele de libertate ale migcarilor interne). In principiu, fiecare punct material
reprezinta o particuld elementard constituentd a sistemului. In practica, pentru simpiificarea
tratarii, anumite asociatii de particule elementare, care in timpul proceselor studiate pastreazé o
structura invariabila, pot fi considerate ca formand un singur punct material.

De exemplu, dac3d nucleele atomilor sistemului nu suferd modififcari In cursul proceselor
studiate, le putem considera pe fiecare ca un singur punct material, desi nucleul are o structur@
complexa, fiind alcatuit din protoni gi neutroni (neglijam astfel gradele de libertate ale miscarilor
protonilor si neutronilor). Daca si paturile electronice ale atomilor pastreazd aceeasi configuratie
In timpul proceselor analizate, putem trata fiecare atom ca punct material.

Presupunem cunoscute toate fortele care se exercitd asupra fiecarei particule din sistem,
atat cele interne, cat si cele externe. Admitem ca aceste forte sunt conservative si deci ca energia
mecanica a sistemului se conservd. De asemenea, presupunem cd miscarea particulelor
sistemului se face dupa legile mecanicii clasice. Aceastd ipotezd nu este corectd, totugi In
anumite conditii constituie o aproximatie destul de buna a mecanicii cuantice.

Starea dinamica sau microstarea sistemului este complet determinata de setul celor 6N
variabile reale, independente (?" =%, T 1P = (B Pue )) Valorile acestor variabile

definesc pozitia unui punct reprezentativ In spatiul fazelor 6N -dimensional I’y . in timp, punctul
reprezentativ descrie o traiectorie de faza.

Daca este cunoscuta pozitia punctului reprezentativ la un moment dat, ea poate fi univoc
determinata (cel putin principiai) la otice moment ulterior de timp prin rezolvarea celor 3N ecuatii
Newton, astfel incat o traiectorie de fazi este perfect determinata printr-un singur punct al sau.
Altfel spus, prin fiecare punct al spatiului fazelor trece o singura traiectorie.

Legea conservarii energiei admite o interpretare geometricA simpla in spatiul fazelor.
Locul geometric al punctelor din spatiul fazelor care corespund unei valorl numerice constants C
pentru energia sistemului este reprezentat analitic prin ecuatia:

E(F",i')“)= C (2.3)

Aceastd ecuatie reprezintd o hipersuprafatd 6N — l-dimensionala. Fiecarei valori C i
corespunde o astfel de hipersuprafatd de energie constanti, iar modificand valoarea lui C
obtinem o familie de asifel de suprafete. Cand C creste, aceste suprafete se invaluie una pe

cealalta; sle nu se intersecteaza. Prin fiecare punct al spatiului fazelor trece o astfel de suprafatd
de energie constanta.

Deocarece in cursul migcarii valoarea energiei sistemului nu se schimbd, punctul
reprezentativ se va gasi mereu pe aceeasi suprafatd de energie constanti. Astfel, fiecare
traiectorie de faza este integral continuta intr-o suprafata de energie constanti (vezi figura 2.3)
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4 K }'N"p"yc unde din nou spatiul fazelor 6N -dimensional
I'y a fost desenat ca un spatiu tridimensional,
hipersuprafata de energle constantd fiind acum
o suprafatd obignuita.

O suprafatd de energie constantd este
hd o suprafatd Inchisd, nu se poste Intinde la
infinit, deoarece In acest caz sistemul nu ar
putea atinge starea de echilibru termodinamic.

Figura 2.3

Considerdm doul hipersuprafete de energle constantd (deoarece In figura 2.4 am
reprezentat spatiul fazelor bi-dimensional, hipersuprafata de energie constanté este acum o
curbd).

Suprafata (1) este caracterizatdh de
faptul cA energia sistemulul este eogald ou
BeAB valoarea constantd E, lar suprefeta (2)

2) / Indeplinegte oonditia cd enargia sistermulul are

/ \\ valoarea constanti B+ AE . Fiecare hipersu-
A fathA de energie constantd conatitule
&k N ontiera regiunil din spativl fazelor In care
1 gisesc miorosthrile care au energie maj micd,

E sau cel muit egald cu valcares dath. Volumul

acestel regiuni (sau echivalent numirui

microstirilor care au energia mai micd sau
egald ou E) este dat de integrala 6N -upld.

Figure 2.4
Cu(E)= . [t 24

Volumul din spatiul fazelor cupring intre doud suprafete de energie constantd, E ¢l respectiv
E + AE , sau echivalent numérul microstarilor care au energia cuprinsd Inte E ¢i B+ AE ests
dat de

.QN(E)=I?J‘dIi---dfrdﬁr--dﬁn =Ty(B+AE)-TI\(B) 2.8)

Functiile I';(E) $i ©,,(B) sunt cu atit mal puternic crescitoare de energle, cu odt N este mai
mare.

Particulariz&m natiunile prezentate in parsgrafele 2.1 gl 2.2 In cazul cacHatorviul amonio
uni-dimensional de masd m gi constanta elasticd k . Ecuatia Newton aste:

m:%‘= —x (2.6)
unde x este deplasarea fath de pozitia de echllibru. Solutia ecuatiei (2.9) este
x(t)=Asin(ot+q) o= k/m @n
lar Impulsul oscitatorului este
p(t)=m§=mmAcos(mt +@) (2.8)

dt
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Cele dou#l constante, amplitudinea A si faza initiald ¢, se pot determina cunoscénd conditile
initiale (coordonata x sl impulsul p la t=t,).

Xo = Asin(wt, + q)o) §gi  po =mwA cos(wty + o) 29
Eliminand timpul intre ecuatiile (2.7) § (2.8) obtinem ecuatja traiectoriel de faza

2 2
X P _
—A_2+——mzmzAz —1, (210)
o elipsa de semi-axe a = A sl b=mwA . Deoarece energia oscilatorului este E =kA 2 /2 =const,,
semiaxele elipsei pot fi exprimate In functie de E

a=A=,/2E/k; b=+v2mE (2.11)

Impunem o conditie macroscopica oscilatorului §i anume energia sa s fie cuprinsa intre
E sl B+ AE . Microstarile compatibile cu aceastd conditie se gasesc in regiunea din spatiul
fazelor cuprins intre cele doud elipse (vezi figura 2.5).

p Astfel, existad extrem de multe valori ale
variabilelor dinamice x s§i p care corespund
E+AB stérii macroscopice date. Impunand conditia

'\ macroscopicd ca energia oscilatorului sa fie
\ mal mica decat E, toate stirile din interiorul
& _y X s elipsei E sunt compatibile cu restrictia impusa.

Numaérul de microstari din interiorul elipsei E
sau echivalent "volumul" bi-dimensional (aria)
este dat de:

Figura 2.5
I'(E)=rab== —J ——E (212

Pentru un sistem alcatuit din N oscilatori uni-dimensionali, independentj, spatiul fazelor
este 2N -dimensional §i numarul de microstlri compatibile cu conditia ca energia sistemulul sa
fie mai mica decat E este dat de

Iy(E)~(VEJ" ~EY 2.13)

Cum pentru un sistem macrascopic N N, =10%, I, (E) este o funciie foarte rapid
crescétoare de energie.

2.3 Functii de distributie

Consideram un sistem macroscopic Inchis, alcatuit dintr-un numéar N foarte mare de
particule, fiecare particuld avand trei grade de libertate. Starea dinamicd sau microstarea
sistemului este complet determinatd de valorile celor 6N variabile reale, independente

(F“ =0, PN =f>,,...,§“), valori care definesc un punct In spatiul tazelor 6N -dimensional
I’y . Efectudm cu sistemul o experientd care constd In aducerea lui intr-o macrostare bine
definith. Microstarea nu este detemminatid. Deoarece nu putem vorbi cu certitudine despre o

anumitd microstare ca rezultat al experientel, definim 9)( pN t) densitatea de probabjlitate
sau functia de distributie astfel incat marimea
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=N =N
dp(f“.ij")z g’(f",ﬁN't)j_rN =9A;p'_p) (2.14)
reprezinti probabilitatea ca punctul reprezentativ al sistemulul s& se giseasca la momentul t In

N
elementul de volum dI'y = df™dp"™ = [ [ df.dp; din jurul punctulul de coordonate (?“,f)") din
i=1
spatiul fazelor T, sau echivalent, numarul relativ de sisteme din ansamblu care Indeplinesc
aceiagi conditie.

Deoarece punctul reprezentativ al sistemului se afld cu certitudine In spatiul fazelor,
rezultd conditia de nomnare a functiei de distributie

[ [al5%0)=[..[ PE~,5" thry =1 (2.15)

In anumite probleme concrete, prezinta interes determinarea unor méarimi care depind de
microstarea sistemului i de timp f (F, P, t). Deoarece microstarea nu este determinata, rezultd

c& nici valoarea numericd a marimii f nu este cunoscutd. Marimea f este deci o variabild
aleatoare, iar valoarea sa medie pe ansamblu poate fi determinata prin relatia:

(€)= [ [£6~, 5™ PE, 5™, thry 2.16)

Printre méarimile £ sunt unele direct accesibile observatiei macroscopice, de exemplu
parametrii termodinamici. In termodinamic3, cand starea macroscopicd a sistemulul este
cunoscuti, parametrili termodinamici au valori perfect determinate. In fizica statisticd el devin
marimi aleatorii care nu au valori bine precizate. Aceastd contradictie dintre descrierea
macroscopica §i cea microscopicd dispare deoarece funclia de distributie este de asa naturd
incét abaterile mari de la valoarea medie sunt improbabile i nu au probabilitati sensibil diferite de
zero decat valorile din vecinatatea valorii medii. Astfel, ceea ce numim la scard macroscopicl
valoarea unica a mérimii, coincide cu valoarea medie (2.16). Aceste marimi pot avea mici abateri
de la valoarea medie, abateri numite fluctuatii. Unul din marile succese ale fizicii statistice este
acela de a fi prevazut existenta fluctuatiilor. In concluzie, parametrii ternodinamioi se obi{in ca
valori medii ale unor funclii de microstarea sistemului. Pentru calculul valorllor medii (conform
relatiei (2.6)) trebuie cunoscuta functia de distributie.

Deoarece in starea de echilibru termodinamic, parametrii termodinamici sunt constantj Tn
timp, rezultd ca intr-o astfel de stare valorile medii ale marmilor microscopice nu depind de timp.
Pentru aceasta este necesar §i suficient ca functlia de distributie s nu depinda explicit de timp.

Postulatul de baza al studiului statistic al starilor de echilibru termodinamic se enunth In
felul urmator: in cazul strilor de echilibru termodinamic, functia de distributie g’(?",ﬂ")

depinde de cele 6N vari.abile numei prin intermediul energiei sistemului E(f",f)"):

P~ 3")-=t[B(E~, ") @17
Aceastd egalitate are o interpretare geometrica simpla in spatiul fazelor si anume dacd punctul

de coordonate (F" P ) descrie o suprafata de energie constanta i functia de distributie &P va

avea o valoare constanta. Prin umare, suprafetele de energie constanti sunt In acelagl timp sl
suprafete pentru care densitatea de probabilitate este constanta.

Prima Incercare de justificare directd a postulatului fundamental a fost ficutd de
Bolzmann si anume egalitatea (2.17) poate fi demonstratd numai dacé traiectoria punctului
reprezentativ din spatiul fazelor trece prin orice punct al unei suprafete de energie constanta.
Aceastd ulima afinatie se numeste ipoteza ergodic §i ea nu a fost demonstrats. S-a arétat Insé
¢é pentru a demonstra egalitatea (2.17) este suficientd existenta unei ipoteze mai putin exigente,
numitd ipoteza quasiergodica (traiectoria punctulul reprezentativ trece prin vecinatatea oricarui
punct al suprafetei de energie constanta).
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Aceasta ipotezd a fost demonstratd de Birchoff, dar numai in cazul unor sisteme care
satisfac unele conditii restrictive. Decarece nu a fost demonstratd in cazul general, consideram
egalitatea (2.17) ca un postulat.

Problema determinarii functiei f(E) admite mai multe solutii distincte dependente de

conditiile In care se giseste sistemul, dar toate solutile conduc la aceleasi concluzii pentru
comportarea macroscopica a sistemului. in paragraful urmator vom discuta una dintre aceste
solutii, numita functie de distributie canonica.

2.4 Functia de distributie canonica

Consideram doud sisteme macroscopice aflate fiecare in stare de echilibru termodinamic.
Primul sistem are energia E, si conform postulatului fundamental (2.17) functia de distributie

2(?“,5“): f,[El('f",ii“)]. Analog, sistemul al doilea are energia E, si functia de distributie

92 (F",f)")= f, [EZ(F",}')") . Aducem cele doud sisteme in contact temmic (presupunem
volumele lor fixe, astfel incat transferul de energie care are loc Intre ele este numai sub formé de

céldurd). Sistemul global, izolat de exterior, va avea energia E=E, + E, + E,,. Termenul de
interactie E,, nu poate fi zero, deoarece atunci cele doua sisteme nu schimba energie si deci
sistemul global nu poate fi in stare de echilibru. Totugi putem considera E,, <<E,si

B, <<E, (cele doua sisteme interactioneaza slab) si astfel il putem neglija cantitativ. Datoritd
interactiei, sistemul global va fi in stare de echilibru temodinamic gl deci

g’(‘r’", ﬁ")= f [E(f",f)" )] Dar, deoarece energia de interactie este mica, cele doud sisteme pot
fi considerate statistic independente sau necorelate si conform relatiei (1.6)

$-9.2, (2.18)
sau echivalent
f(E)= f'(E, )- ng, ) (2.19)
Logaritménd si diferentiind relatia (2.19) obtinem

dlnf(E)_dE= dlnf,(E,).dE] . dInf,(E,)
dE dE, dE,

dE, (2.20)

" Deoarece sistemul global este izolatt E=E, +E, =const. de unde dE=0 si
dE, = —dE, ceea ce implica

[dlnfl(E,)_ cunfz(Ez)]dEl o @21)

dE, dE,
sl

dinf,(E,) dinf,(E,)
dE,  dE,

=—p(T) 2.22)

Starea de echilibru, atinsd In uma contactului termic dintre cele doul sisteme este
caracterizata de un singur parametru B care are aceeasi valoare pentru cele dou sisteme aduse

In contact. Dar, din punct de vedere macroscopic doua sisteme sunt In echilibru termic cand au
aceeasi temperaturd. Deci B este o functie de temperatura.
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Deoarece nu am facut nici o ipotez3 asupra naturii sistemelor, B este o functie
universald de temperaturd. Omitand indicii din ecuatia (2.22) obtinem:

dInf(B)=-pdE (2.23)
far prin integrare
Inf(E)=—PE+a (2.24)
sau
f(B)=e"-o7PF =CePF (2.25)
Deci
9(‘13“'5" )= o-PE(" #") 2.26)

Mentionam doud proprietati ale functiei de distributie (2.26):
i) Functia de distributie este pozitiv definita

PE~.5%)>0 @27
decarece C=e" >0.
ii) Functia de distributie este normata la unitate s
J'...jg’(f",ﬁ")ir, = cj'...je""’(’"""')dl“N =1 (2.28)

Pentru ca integrala s fie convergenta trebuie ca B(T)> 0. C se numeste constanti de
normare, avand urmatoarea expresie:

co 1 _ 1
[ for" #lar, z(v.p)

(2.20)

unde am folosit notatia;

2v.p)= .| o= #)dr, (2.30)

Z(V,ﬂ) se numeste functia de partitie canonica sau integrala stariior gl reprezinth numérul de

microstdri compatibile cu macrostarea unul sistem termodinamic alcatult dintr-un numar fix de
particule N, aflat In stare de echilibru la o temperatura datd T (In contact cu un termostat de
temperaturd T ) si avand un volum V. Din aceastd cauzd ansambiul canonic este numit uneori gi
ansamblul NTV . Cu expresia (2.20) functia de distributie canonica devine

*N) o —PE(™ 5") o-PE
P e ar, T AV.P)

Cunoscédnd functia de distributie, se poate calcula media oricérei functii de cele 6N
variabile (7", 5" ) conform relatiel (2.16):

)= [ ftb™.5"PE~.p" hr, 2:32)

sau Inloculnd expresia (2.31) pentru functia de distributie:

P~

(2.31)
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(f)= _Z(—\llp—) ff £(EY, 5™ =" #"har,, (2.33)

2.5 Relatia de legdtura cu termodinamica. Fluctuatia energiei

Deoarece sistemul schimb@ energie sub form& de caldurd cu un temmostat aflat la
temperatura T, energia sa nu este constantd, ci fluctueaza in jurul valorii medii, care nu este
altceva decét energia sa internd. Astfel, conform relatiei (2.33) energia internd a sistemului este
datd de expresia

U= (E)=%J'...jEc‘“dl"N (2.34)

Dar folosind definitia lui Z (2.30), putem scrie

la /A _
—=|..|Ee™®dr (2.35)
P I I N
astfel incat
U=(E)=—%%=-__a;:32 (2.36)

Relatia (2.36) constituie ecuatia caloricd de stare a sistemului. Dou# observatii se impun
cu privire la relatia (2.36).

In primul rand, relatia (2.36) nu este suficient3 pentru detemminarea tuturor proprietatilor
termice si calorice ale sistemului respectiv, ci avem nevoie i de ecuatia termicl de stare, sau
echivalent de un potential temodinamic. Deoarece functia de parditie canonicA depinde de
variabilele P i V, diferentiind logaritmul s&u obtinem: .

OInZ oInZ
dinZ = d )
(B.V) ag pr— 4V 2.37)
si folosind relaiia (2.36) obtinem:
dInZ(B V)=—Udp+ %%dv (2.38)

* Aplicand transformarea Legendre, —Udp =—d(BU)+ pdU , obtinem

1 _qry, 10InZ
l—ad(an+BU)—dU+ﬁ v v (2.39)

Identificind aceastd relatie cu relatia fundamentald a termodinamicii (obtinutd prin
generalizarea rezultatelor experimentale)

8Q,, =TdS=dU + pdV (2.40)

obtinem

Tds= ’lsd(an +BU) @.41)

ceea co implicd
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-1
B= 17 (242)

unde k este o constant3 universala care In sistemul international de unitati se msoara in J/K
astfel ncat [[J]s, =1/J. Deci,

dS=kd(an+$UJ 2.43)
i prin integrare

S=klnz+% (2.44)

unde constanta de integrare a fost aleasa zero. Expresia (2.44) devine:
F(T,V)=U-TS=-kTInZ(T, V)=~ % InZ(T, V) (2.45)

Astfel, potentialul termodinamic corespunzéator ansamblului canonic este energia liberd.
Cunoscand energia liberd putem detenmina ecuatiile (calorica si termica) de stare si astfel toate
proprietdtile termice §i calorice ale sistemului. Singura problema ramasad este determinarea
functiei de partitie canonicé (2.30).

A doua observatie cu privire la relatia (2.36) constd In posibilitatea identificani (E)cu

parametrul temmodinamic U numai daca fluctuatia relativd a energiei tinde la zero. Pentru a
determina fluctuatia energiei, derivam relatia (2.36) in raport cu §, obtinand

(B :
ou _o(E) >=Lz(§) _1oZ (2.46)
_ op o z'\op) Zop
Derivand relatia (2.35) In raport cu 3, rezultd
%z £y _
W:j...J E’eEdr,, (2.47)
deci
19’2 /.,
i (E ) (2.48)
Inlocuind relatjile (2.36) si (2.48) in (2.46) obtinem
0(E) 2 ]
= (B)" - (E*) (2.49)
Efectudm schimbarea de variabild cu ajutorul relatiilor
ﬁ: L - 2 = —sz i
kT op or

gl astfel obtinem
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(E’)— (E)* =kT? %?:k'r’vcv (2.50)

ultima egalitate apare din definitia caldurii molare la volum constant Dar
vC, m VR m VN  k m Nk §i deci

\K(E’(E»z) VE)-B fern
® (B NT A @5

In limita termodinamica (N — ) fluctuatia relativa a energiel tinde la zero, dedi nu este

nici o problema In asimilarea mediei energiei (E) cu energia interna U

In demonstratja anterioara am folosit faptu! ¢4, constanta k introdusa prin definitia (2.42)
este constanta Boltzmann (k =R/N, ) afimatje care va fi demonstraté in paragraful ummator.

2.6 Distributia canonica aplicata qazului ideal monoatomic

Considerm un gaz ideal alcatuit din N molecule monoatornice, fiecare molecula avand
trei grade de libertate de translatie. Gazul se gaseste in stare de echilibru termodinamic la
temperatura T, ocupand un volum V. Din punct de vedere al fizicii statistice ipoteza
fundamentala a modelului de gaz ideal consta in neglijarea energiei potentiale de interactie dintre
particule astfel incét energia gazului ideal poate fi scrisa:

2

N N [5.12 N p 2 .52
E(f“,fa")=Edn=Zei=le‘l _3 P +§I.;+pu 252)

i=1

unde prin €; si p; am notat energia cinetic si respectiv impulsul moleculei i . Folosind definijia
(2.30) si expresia (2.52) functia de partitie canonica devine

Z(T, V)= j j-ﬂﬂ("'P"dr dp™
(2.53)

‘f J'I'[e “idgdp, = []j Je™idzap, = l—[z‘

i=1

unde

-pE. .~ .
7= fo*ididp, (2.64)
[
este functia de partitie uni-particula. Astfel functia de distributie a Intregului gaz devine

e_pE(ENjN) N -
AN :Ia;[—_l.;lg) (2.55)

unde .‘P(’. p.) este functia de distributie a moleculei i. Relatia (2.55) exprim3 faptul ca

moleculele, deoarece nu interactioneaza Intre ele, sunt statistic independente sau necorelate,
pozitia i Impulsul uneia dintre ele nu depind de pozitiile si impulsurile celorlalte, sau altfel spus,
microstarea unei molecule este independentd de microstarile celorlalte. Relatia (2.55) nu
constituie decat aplicarea proprietatji (1.6) in acest caz.
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In cazul unui sistem alcétuit din particule care interactioneaza intre ele In expresia
energiei (2.52) apare si energia potentiald, termen care depinde de pozitiile tuturor particulelor gi
atunci integrala 6N -upla care apare In definitia functiei de partitie canonice (2.30) nu mai poate fi _
factorizata In N integrale6 -dimensionale. Geometric, aceasta factorizare, decli independenta
statisticd a particulelor face posibila trecerea de la spatiul fazelor 6N -dimensional I, , la spatiul
fazelor 6 -dimensional al microstarii uni-particuld. In acest caz sistemul alcatuit din N particule
poate fi privit ca un ansamblu statistic alcatuit din N sisteme (particule, molecuie) identice.

Functia de distributie uni-particula P(F,p) este definita astfel Incat marimea

ap(7, p)= P, ﬁ)dfdﬁ=“—fj’l3—) (250

reprezintd probabllitatea ca punctul reprezentativ al microstdrii uni-particuld sa se giseasca In
elementul de "volum" drdp din jurul punctului de coordonate (f,p) din spatiul fazelor 6-
dimensional (ceea ce inseamnr3 ca pozitia moleculei s& se gaseasc@ in elementul de volum
dr = dxdydz din jurul punctului de coordonate r = (x,y, z) din spatiul real al pozitiei, iar impulsul
slu sd se gaseasca in elementul de volum dp =dp,dp,dp, din jurul punctului de coordonate
ﬁ:(‘p',py,pz) din spatiul figurativ al impulsului) sau echivalent cu numérul relativ de particule

din sistem care se gasesc in elementul de "volum" drdp din spatiul fazelor 6 -dimensional (vezi
figura 2.6 unde din nou spatiul fazelor 6 -dimensional este desenat ca un spatiu bi-dimensional)

x ™

©
=
<
<

‘:Q\ , lr

dii= dp, dp, dp,

o

Figura 2.6

Revenind la calculul functiei de partitie, relatia (2.53) care exprima functia de partitie a intreguiul
gaz poate fi scrisa:

Z(T,v)=2" (257

unde z este functia de partifie uni-particula. Folosind expresia (2.52) aceasta poate fi calculata
astfel:

z= J‘.;. Ie'”edfdf) = J'He-—zlm(”"w'up" )dpldpydp! ﬂ. dr =
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©
=V J'e 2 gp. | = V(2xmkT )? (2.58)

Deoarece integrandul nu depinde de T, integrala 6-dimensionald se factorizeazd in doul
integrale triple i astfel am obtinut egalitatea a doua. Exponentiala poate fi factorizatd in trei

exponentiale si integrala tripla dupa impuls se factorizeaza in trei integrale simple, iar Hj.df

este chiar volumul sistemului i astfel a rezultat a treia egalitate. Ultima linie a expresiei (2.58)
rezultd imediat aplicand formula (B6).

Astfel

Z(T,V)=z" = V¥ (2amkT ™ (2.56)

si folosind relatia de legatura cu termodinamica (2.45) energia liberd devine:

F(T,V)=—kTInZ =-NkTBlnT+ InV+ %ln(hmk)] (2.60)
Deoarece

dF =-SdT - pdV (2.61)

ecuatia termica de stare are expresia ‘

&

= — 2.62
G @6

iar ecuatia calorica de stare poate fi scrisa

oF

U=F+TS=F-T| — 2.63
(a'r)v 209

Demonstratia echivalentei expresiilor (2.36) si (2.63) o lAs&m ca exercitiu.
Folosind expresia energiei libere (2.60), ecuatia termic2 de stare (2.62) devine

pV = NkT (2.64)

Identificand aceasta ecuatie termica de stare cu cea obtinutd experimental pentru gazul
ideal, obtinem

k

R 13810771k (2.65)
NA

deci constanta universala (independenta de natura sistemului) k mtrodusé prin relatia (2.42) este
constanta Boltizmann.

Entropia gazului ideal este

oF 3 3 3
S=4 —| = =InT+InV+=In(2amk )+ = 2.66
ar)v Nk{2 > In(2amk ) 2] (2.66)
iar ecuatia caloricl de stare
U:%NkT=—:—vRT (2.67)
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unde am folosit Nk = vN , k=VvR.

Folosind definitia caldurii molare la volum constant, obtinem

viaT

Subliniem ¢& numai In doul cazuri (modale), calculul functiei de partitie poate fi facut
exact Unul este gazul ideal, iar celalalt model va fi analizat in capitalul IV. In restul cazurilor
functia de partitie poate fi calculatd numai aproximativ.

Deoarece am considerat faptul c& migcarea celor N particule din sistem se supune
legilor mecanicii clasice, apar dou deficiente importante in expresia funciiei de partitie canonice
(2.30), deficiente analizate in paragraful urmator.

Cy = l(ﬂ) = % R (2.68)
v

2.7 Deficientele tratarii clasice

Din relatia (2.45) rezultd pentru funclia de partitie canonica umatoarea expresie:

F
Z=e¢ T (2.69)
si folosind definitia (2.30) obtinem egalitatea

F E
o 1T =J....Ie_EdF"d§" (2.70)

Egalitatea (2.70) nu este omogena din punct de vedere al unitatilor de masurd. Astfel cel dol
exponenti F/kT si E/kT sunt adimensionali, dar elementul de ‘“volum" dI,, =di¥dp" este
dimensional:

[arg Ly =[x-p )™ =(7-s)™ = (actiune)™ @71)

Marimea (energie tirmp) se numeste acliune, iar fizica statistica cere existenta unei unit3i
naturale pentru masurarea actiunii. Aceasta prima deficientad a tratarii clasice {(neomogenitatea
egalitalii (2.70)) genereaza si o neconcordanta cu principiul Il al termodinamicii.

F(E)
Deoarece fluctuatia relativd a energiei se anuleazad

in limita temodinamicd functia de distributie
cenonica trebuie s3 aibd forma schitatd In figura
2.7, adicd cu un maxim foarte pronuntat si foarte

ingust pentru B=(E)=U.

Astfel integrala din egalitatea (2.70) poate fi

<E»=y E-. . .
evaluata aproximativ:

Figura 2.7
J’...J'e'%d?"df)“ = o‘%j...jdr,q Ee_%AI“N @72

unde am folosit faptul c8 valorile energiei diferite de energia medie (energia internd) sunt
improbabile. Egalitatea (2.70) devine

F
e T — ¢ k’l‘AI‘N (2.73)
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ceea ce implica (deoarece F=U-TS):

S=kIn(Al,,) (2.74)

Dacé elementul de volum din spatjiul fazelor devine arbitrar de mic AI'y, —+0, atunci

S —» —w ceea ce contrazice principiul Il al termodinamicii. Deoarece principiile termodinamice
sunt o generalizare a rezultatelor experimentale, putem spune ca experienta impune o limitare a
divizarii spatiului fazelor

N
AT, =T]AeAp, =(ax-Ap, Y™ ~h™ (2.75)

=l
unde h este constanta Planck iar ultima relatie este relatia de incertitudine Heisenberg. Deci, din
punct de vedere cuantic, spaliul fazelor nu poate fi divizat la infinit, ci existd o celula limitd de

“volum" h*" . Ca urmare, dou& microstari aflate In aceasta celuld din punct de vedere cuantic
sunt identice, dar din punct de vedere clasic sunt distincte. Deoarece prin definitia (2.30) noi am

numarat clasic microstarile, acest numar trebuie impartit la hm, astfel Incat definitia respectiva
se modifica astfel:

E
zzh%f.._.[c LT g N g N (2.76)

ceea ce implica §i rezolvarea omogenitalii egalitati (2.70). Cu corectia (2.76) relatiile stabilite
pentru gazul ideal se modifica dupa cum umeaza

Z(T, V)= 2"

unde functia de partitie uni-particula este acum:

7= V(2munkT )1/2

h3 (2'77)

Energia libera devine:

hz

F(T,V)=—kT InZ =—NkT[%lnT +1nV+ %ln(zmkﬂ (2.78)

Corectia cuantica introdusa nu modifica ecuatiile de stare, ci numai constanta entropica,
entropia avand acum expresia

S=Nk(%lnT+an+cJ 2.79)

unde ¢ nu depinde de T,V gi N ci numai de natura gazului avand expresia

c=%+31r{2’““k) (2.80)

Expresia (2.79) pentru entropie genereaza a doua deficient a tratarii clasice. In primul
rand cand T — 0K atunci S —» —w0, ceea ce contravine principiului Il al termodinamicii. Chiar

daca am introdus o corectie cuanticd, am determinat proprietitile sistemului plecand de la
mecanica clasicd, care nu este corectd la temperaturi joase unde este necesar o descriere
cuantica. Astfel aceasta comportare la temperaturi joase nu este alarnanta. Relatia (2.79) implica
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faptul ca entropia nu are proprietatea unei marimi extensive. Dacé volumul sistemului $i numarul
de particule din sistem cresc de o ofi, entropia trebuie s creasca de o ori:

S(aV,aN)=as(V,N) (2.81)

Expresia (2.79) pentru entropie nu Indeplineste aceastd egalitate, ceea ce duce la
paradoxul Gibbs. Rezolvarea termodinamicd a paradoxului Gibbs a constat in adaugarea unui
termen — NkInN la entropie, termen care determina aditivitatea entropiei. intdi vom introduce
acest termen si apoi vom discuta semnificatia lui fizica.

Expresia corecta a entropiei este

S=Nk(an+%lnT+c—lan (2.82)

Un termen aditiv la entropie inseamna un termen multiplicativ in Z(T, V). Astfel, folosind relatia
(2.67) putem scrie:
_¥F 8§ U 1 _E
7 —o KT — gk KT — TR jj‘e KTgr, (2.83)

Logaritmand si retindnd numai termenii care ne intereseaza, obtinem:

S=-kInNH...=-NkInN+Nk +... (2.84)
unde am folosit formula Stirling simplificatd (A3). Deci termenul — NkInN din entrople provine
din factorul 1/NI din functia de partitie. .

Pentru a arita semnificatia fizicA a acestui factor considerdm exempiul unui sistem alcatuit din
dou3 particule si ne indreptdm atentia numai asupra impulsurilor. Fie p, impulsul primei particule

$i p, impulsul celei de-a doua particule (vezi figura 2.8).

i Integrala J....J.df)ldiil care apare in functia de

partifie se efectueazd peste toate valorile
posibile ale impulsurilor fiecérei particule.
Consideram dou3 microstari ale sistemului. In
| : 2 prima microstare prima particuld are impulsul
egal cu a, iar a doua impulsul egalcu b. In a
doua microstare, a doua particuld are impulsul

egal cu a, iar impulsul primei particule este b.

-U"

=4

bl |
v
N

Figura 2.8 '
Cand efectudm integrala I...Idbldﬁz considerdm separat fiecare din aceste microstari.
Cu alte cuvinte, presupunem ca prima microstare este diferitd de cea de a doua. Dacé Insa cele
doul particule sunt identice, aceste doud microstari sunt echivalente. Mai muit, din principiul

identitali complete (indiscernabilitatii) a particulelor elementare, principiu valabil in mecanica
cuantica, cele doua microstari corespund unei aceleiasi microstiri fizice a sistemului. Astfel, o

microstare este complet caracterizata de faptul c& o particula (oricare) are imputsul p, si cealaltd
impulsul p,. Starile (p,,p,)si (p,.p,) constituie aceeasi microstare a sistemulul. Pentru a
considera acest lucru, integrala In raport cu p,si p,nu trebuie efectuathd peste tot spatiul

(i'),,f)2 )ci numai peste jumatate din el (vezi figura 2.8 unde din nou am desenat acest spatiu ca
fiind bi-dimensional). Dar putem proceda diferit efectuand integrala peste toate valorile posibile
P, § p, $i Impariind apoi rezultatul la doi.
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Procedam analog in calculul parii din functia de partitie care include integrarea in raport
cu coordonatele celor doud particute. Astfel, in calculul funchei de partifie pentru un sistem

alcatuit din doul particule identice, efectudm integrala paste toate microstarile (f)lf‘) si
(f)z,}'z)dar rezultatul obtinut trebuie Tmpartit la doi. Rezultatul poate fi generalizat in cazul
sistemului alcatuit din N particule.

Toate microstarile sistemului care diferd numai prin schimbarea valorilor coordonatei gi
impulsului unei particule cu cele ale altei particule nu sunt microstari distincte. Deci toate
microstirile obtinute prin permutirile celor N puncte reprezentative din spatiul fazelor sunt
identice.

in calculul functiei de partitie acest set trebuie considerat o singurd datd. De aceea
rezultatul integrarii peste toate valorile posibile ale coordonatelor si impulsurilor particulelor

trebuie impartit la numarul de pemmutari ale punctelor reprezentative din spatiul fazelor. Acest
numar esteN!. Astfel, functia de partitie canonicad completat? cu cele doua corectii cuantice are

expresia

21, V)= [ e arNgp™ (2.85)
In cazul gazului ideal monocatomic,
21, v)= 2o (286)
NI

unde functia de partitie uni-particuld este data de (2.77). Energia liberd devine in acest caz

hZ

F(T,V)= _NkTBlnm InV+ %Ir{2mnkJ—lnN+l] (2.87)

Ecuatiile de stare raméan nemodfificate, iar entropia are acum expresia:

S=Nk(%lnT+ InV-InN+ c) (2.88)
unde
5 3 (2
o =24 3 [ 2Tk (2.89)
2 2 h?
este-constanta entropica.
Probleme

2.1 Sa& se demonstreze echivalenta relatiilor (2.36) si (2.63).

2.2 Sa se arate ca In cadrul distribuliei canonice S=—k<lng)>. Sa se Interpreteze
echivalenta acestei relatii cu relatia (1.33).

2.3 Sa se gaseasca expresiile entalpiei H si a potentialului Gibbs G in functie de functia

de partitie canonicA.
R: H=kT (———amz + __aan
olnV /. oInT /),
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G =kT aan) -InZ
olnV J,

2.4 SA se gAseasc ecuafia termica de stare, energia $i capacitatea caloricd a unui mol
de gaz de particule libere a céror energie este proportionald cu impuisul (E= cr; cazul
ultrarelativist).

R p=R—J; U=3RT, C,=3R

2.6 Sa se stabileasca cu ajutorul distributiei canonice ¢a

((E—(E)f):kz[T‘(%)

si 53 se arate ¢a In cazul unui gaz ideal monoatomic alcatuit din N molecule relatia de mai sus

devine
<(E“ (E))3> _ ENZ

@ °

2.6 Sa se arate c3 functia de partifie a ansamblului canonic Indeplinegte relatia

N(aan] +v(6an) Iz
&N )y vV Jur

+2T’CVJ

v
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3. TEORIA CINETICA A GAZFLOR IDEALE

Consideram un gaz ideal alcatuit din N molecule monoatomice, fiecare molecula avand
trei grade de libertate de translatie. Gazul se gaseste in stare de echilibru termodinamic la
temperatura T , ocupand un volum V. :

Deoarece moleculele nu interactioneaza intre ele, sunt statistic independente sau
necorelate astfel incat functia de distributie a intregului gaz poate fi scrisd (vezi discutia din
paragraful 2.6).

N
-N _N . o
g)(r P )= l‘[g:(ri,pi) (3.1)
1=1
unde functia de distributie uni-particula g)('f f)) este definita astfel Incat marimea

. o ~\gege  ON(T,D
dp(f,p)= P (¢, p)irdp = —%—) (3.2
reprezinta probabilitatea ca o moleculd sa se giseasca in elementul de "volum" drdp din jurul
punctuiui (?,f)) din spatiul fazelor 6-dimensional (sa aiba pozitia cuprinsa intre T §i 1+ drsi
impuisul cuprins intre p si p + dp; vezi figura (2.6)) sau echivalent numarul relativ de molecule
care se gasesc in elementul de “volum" drdp din spatjul fazelor 6 -dimensional.

Considerand relatiile (2.55) si (2.58), facand abstraclie de corectiile cuantice discutate in
finalul capitolului 2, functia de distributie uni-particula are expresia

_ P> ot
Q(f,;,)J_ﬁe: e 2m;cT _ e 2ka3 63
Z P V(2mumkT) /2

f..Je 2mkT 4zgp
6

Functia de distributie (3.3) indeplineste condiia de normare

j. . J’ Pz, pMrdp =1 (3.4)

Doué observatii se Impun cu privire la forma (3.3) a functiel de dlstributle in prlmul rand, ea nu

depinde de pozitla T a moleculei in gaz, ceea ce implic faptul ca toate pozitille T ale moleculel
sunt echiprobabile. Un astfel de sistem este un sistem omogen. in al doilea rand, functia de
distributie depinde numai de modulul impuisului moleculei si nu de directie, ceea ce inseamné ca
toate directjile sunt echiprobabile. Un astfel de sistem se numeste sistem izotrop.

3.1. Eunctiile de distributie dupa viteze (Maxwell)

Probabilitatea ca o moleculd s& aiba impulsul cuprins Intre p si p+ dp (impulsul sa se
gaseasca In elementul de volum dp din spatiul figurativ al impulsului; vezi figura (2.6)) indiferent
de pozitia sa, sau echivalent numarul relahv de molecule care au impulsurile cuprinse intre p i
p + dp are expresia

fp)=1(pKp = L) 5

a8
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unde f (ﬁ) se numeste functia de distributie dupé impuls. Deoarece pozifia moleculei poate fi

oricare, (ii) se determina prin integrarea lui g)('r', f)) peste pozitii (echivalent expresiei (1.57))
P2 P2

e " 2mkT e © 2mkT

)= [[[Flrpke - V(2mmkT)3/? Ve (k2

Evident, £(p) indeplineste conditia de nomare
[{fe@Mp=1 @7

3.1.1. Functia de distributie dupa vectorul viteza

(3.6)

Probabilitatea ca o moleculd s aibd vectorul vitezd cuprins intre V s§i V+dv, sau
echivalent numarul relativ de molecule care au vitezele cuprinse intre V si V + dV are expresia

dP(#)=f (v )dV = ﬁ}é"—) (3.8)
Efectuand schimbarea de variabila v =p/m s$i dv=dp/m in functia de distributie dupa
impuls (3.6) (mentiondm ca la o schimbare de variabila probabilitatea se conserva) obtinem

dP(v)=£(v)dV = £(p)dp =

4

1 o’ m 32 _m? (3.8)
= @ Mm’dV=( ) e AT dy
(2#mkT )*? 2nkT
astfel incat functia de distributie dupa vectorul viteza are expresia
y2 _m?
2kT 3.10
£((v)= (2 kT) o (3.10)

cu conditia de normare

mf(v)dV=1 (3.11)

f(¥) depinde numai de modulul vitezei, deci in starea de echllibru termodinamic toate directiile
sunt echiprobabile.

3.1.2. Functia de distributie dupa o cbmmnenté a vectorului vitezé

Probabilitatea ca o moleculé s& aiba componenta v, a vectorului viteza cuprinsé Intre v,
gl v, +dv indiferent de valorile celordalte componente, sau echivalent numérul relativ de
molecule care au componenta v, a vitezei cuprinsa intre v gl v, +dv, este datd de:

dP(v, )=g(v, v, = dN(") (3.12)

Deoarece nu ne intereseaza componentele v, sl v,. g(v, ) se obtine prin integrarea lui
f (V) peste aceste marimi (analog egalitatii (1.57))

37

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



alv)- [ K03 (2] o, -

vy iws) (vy)iva)

I H
=(_’“_) o 2K (3.13)

unde cele doua integrale au fost calculate conform expresiei (B.6). Functia g(v‘) indeplinegte
conditia de nomare

fo(v v, =1 (3.14)

Acelasi rezultat se obfine-si pentru vy giv,, deoarece prin simetria problemei toate
componentele vitezei sunt echivalente.
Fiecare componenta a vectorului viteza este caracterizatd de o distributie Gauss (vezi figura 3.1).

o%) Este evident cd (v,)=0 din simetrie,
deoarece In stare de echilibru termodinamic,
componenta v, a vitezei unei molecule poate
fi pozitvk sau negativA cu aceeasi
probabilitate.

Calculdand valoarea medie conform
definitiei (1.47), obtinem rezultatul

mrxxT)?

Vi

Figura 3.1

a av
( x) I xg(" )iv _(m)lﬂ IV,e_mdvl=0 (3.15)

deoarece integrandul este impar sl intervalul de integrare este simetric in jurul originii. Pentru
distributia Gauss valoarea cea mal probabild a variabilei aleatoare (valoare pentru care functia de
distributie este maxim8) coinoide cu valoarea medie (vezi relatia (1.60)) astfel incét maximul

functiel de distributie se atinge pentru (v, )=0.
" Dispersia este egala cu;

((v, —{v, ))’>= (v3)=(v,)* ={v2) (3.16)
deoarece (v,l ) = 0. Folosind definitia (1.48) sl expresia (B7), (v: )se determinda astfel:

V2 « vy,
- 1, T gy —
(72)= Jato v, =( gz Jote Bear, -
m Y =2 (2TY? kT
(m) 'T'(T) Yy G170
Decl fluctuatia are valoarea
(v§)= kT (3.18)
m
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Cu cat temperatura este mai scazutad curba se Tnalt si se Ingusteazd astfel incat aria de
sub curba s rAmand egala cu unitatea (conditia de nomare). In limita teraperaturilor foarte joase
functia de distributie Gauss tinde cétre distributia Dirac (toate moleculele de gaz au componenta

v, avitezei egala cu (v, }=0).

Deci fiuctuatiile In jurul valorii medii sunt generate de migcarea de agitatie termica g
implicit de temperatura. Cu cresterea temperaturii curba se micgoreaza gi se largeste astfel ca In

limita temperaturilor mari toate valorile v, sunt echiprobabile.

O consecinta a relatiei (3.17) este urmatoarea

2

m(v,) _ 1‘1
2 2
§i cum rezultatele sunt echivalente pentru v si v, putem spune ca fiecarui grad de libertate de

(3.19)

translalje ii corespunde in medie o energie kT/2. Aceastd afinatie constituie un caz particular

al teoremei echipartitiei energiei pe grade de libertate, teorema care va fi discutata in paragraful
3.0

Folosind expresiile (3.9) si (3.13) precum si faptul c& rezultatele pentru v sl v, sunt

y
echivalente, obtinem

£@)=8(v.)-8lv,)-8(v.) (3.20)
ceea ce implicd independenta statistica a componentelor vectorului viteza.

g
3.1.3. Functia de distributie dupa modulul vitezei

Probabilitatea ca o molecula sa aib& modulul vitezei cuprins Intre v §i v +dv indiferent de
orientarea vectorului viteza, sau echivalent numarul relativ de molecule care au modulul vitezal
cuprins Intre v si v +dv este data de;

ap(v)=Fvyiv = )

Deoarece nu ne intereseazd orientarile vectorului vitezd, functia de distributie dupé
modulul vitezei F(v) se obtine prin integrarea functiei de distributie dupd vectorul viteza f(v)

peste aceste orientari. Pentru aceasta vom trece la coordonate sferice (vezi anexa C) (v,e, cp)

(3.21)

cu elementul de volum dV = v? sin 6d6dedv sl integram £(v) peste 0 si @:

1 o » in
F(v)dv =(({[f(‘7)1}7 =(?:§(7) e-mvzdvjsinedej'dtpz
e)e)

0 0
=4 —— | v%s Wy (3.22)
2nkT
Astfel, functia de distributie dupd modulul vitezei are expresia
m /2 _E:
F(v)=d4n —— | v% 27T 3.23
) '{2sz) ve 6.2)
cu conditia de nomare
j F(vMdv=1 (3.24)
1]

Funcyia de distiibutie b‘(v) este reprezentatd schematic in figura 3.2
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Fv) '}

&

<V>

Figura 3.2

<v

Viteza medie este data de

(V)=].vF(v)dV=41:( = }m]:v’e_;_:f_dv=

: 2xkT

2 22 2
_am )L & -T_=(§EI] (3.25)
2nkT 2 m? aam

unde integrala a fost evaluata prin derivare in raport cu parametru.

Astfel, derivind egalitatea

jxe‘“" dx=— (3.26)
° 200
In raport cu parametrul o obtinem:
j' xe dx = —1; (3.27)
° 2a
Viteza patratich medie are valoarea
2 T 2 m e 4 =
— = T Jy —
(v )-afv F(viv = 4'{2nkT) Iv e NTdv

. 3f2 sf2
- 4,{ m T 2kT\™ _3kT (3.28)
2nkT 8 m m

unde integrala a fost evaluatd conform relatiei (B8). Rezultatul (3.28) poate fi obtinut direct
folosind expresia (3.17):

3kT

2,42

(v’):(vi+vy+v,)=3(v§>=—m— (3.29)
Folosind acest rezultat, media energiei cinetice (deoarece am considerat molecule monoatomice,

energia cinetica este numai de translatie) a unei molecule poate fi determinat direct prin:

(E)=<"“’z>=5(v’)=%kT (3.30)

2 2
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ceea ce este evident In vitutea observatiei c& fiecirul grad de libertate de translatie 1i
corespunde In medie o energie kT/2. Deoarece (v2>are dimensiunile unei viteze la patrat, se

lucreaza cu <v2 ) care se numeste viteza termica, notata cu v .

Viteza cea mai probabild a moleculelor se determina din conditia
mv’
£=2ve‘ﬁ(1—v2 l)=0 (3.31)
dv
conditie care implica rezultatul.

m

Cele trei viteze caracteristice sunt extrem de apropiate ca valoare, ele gasindu-se respectiv
In rapoartele (vezi figura 3.2)

/2
v, = (EET_] (3.32)

vT:<v):vP=J§:J§:\/§ (3.33)

Deoarece aceste viteze sunt proportionale cu (kT/m)"*, vitezele moleculare cresc cénd
temperatura creste, iar pentru o temperatura data, moleculele gazelor mai grele vor avea viteze
mai mici. Aceste viteze sunt de ordinul sutelor de m/s. De exemplu pentru azot

(m =28:107% /Gg) aflat la temperatura camerei (T = 300K ) v, = 500m/s -

Fluctuatia relativa a vitezei unei molecule este.

Sy Pk_T_ﬂ

<v >~(v> =¥ M M0 .042 (3.34)
i
nm

{v)

Datoritd ciocnirilor moleculare, viteza unei molecule se modificA extrem de des, astfel Incat
fluctuatia relativd este foarte mare ceea ce duce la faptul c& maximul functiei de distributie
reprezentata in figura 3.2. este destul de larg.

Falsitatea aparentd a rezultatului (3.34) (faptul c& fluctuatia relativa nu tinde la zero) apare
deoarece am lucrat cu o singurd moleculd, deci cu un spatiu al fazelor cu un numér mic de
dimensiuni (trei considerdnd numai vitezele). Vom discuta pe larg aceasta situatie In paragraful
3.2

3.1.4. Functia de distributie dupa viteza redus#

Analog legii starlor corespondente prezentata in partea intdi a cursului, putem gasi o
forma universald a functiei de distributie care nu depinde nici de natura gazulul (masa m a unei
molecule), nici de temperaturd. Astfel, alegemn ca unitate de mésurl pentru viteza viteza cea mal
probabild. Viteza masuratd cu aceastd unitate se numeste viteza redusd si se noteazé cu u.
Deci

Iz
o o (2 09
o [ 2kT m
)

Deoarece probabilitatea se conserva In urma schimbarii de variabild

Fl(u)du = F(v v = % u?e™ du (3.36)

R
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de unde rezultd imediat functia de distributie dupé viteza redusa

Flu)= L uZe™™ (3.37)

Jx

3.2. Functia de distributie dupa energia cinetica de translatie

Probabilitatea ca o moleculd sa aiba energia cinetica de translatie cuprinsa intre E si
E+dE sau echivalent numarul relatv de molecule care au energia cineticd de translatie
cuprinsd intreE si E + dE este data de:

4P(E)= P(EXE - %E) (3.38)
(Deoarece am considerat gazul ideal alcatuit din molecule monoatomice energia cinetica totald
este egald cu energia cinetica de translatie).
Efectuand schimbarea de variabila:
2

E=T . 4= iﬂ (3.39)
(2mE )"
in F(v) (relatia 3.23) si considerand cé probabilitatea se conserva obtinem:

2 1 -
P(B ve—0-.—0——.EY% ¥dB 3.40
P(B)E = Flv)v = — @y (3.40)
Expresia se simplificA daca lucrdm cu energia cineticd méasurata In unitdti kT (energia cinetica
adimensionald e=E/kT ).

P(eMe = 72_; Vee ®de (3.41)
cu conditia de nomare
[Plepe=1 (3.42)
0

Functia de distributie (3.41) este identicA cu (D18) deci valoarea medie, valoarea patratica
medie, fluctuatia relativa i valoarea cea mai probabild se obtin imediat pundand n=1/2 In
expresiile (D), (D10), (D11) si (D12) rezultatele fiind urméatoarele:

(e)=%; (J):%; ——“(eze—)(e)=g; e,=% (3.43)

sau revenind la variabila initiala:
,/ E?)- (E)’
(E)=3k'r-, (EZ)=§1<2T2; ———< @) =ﬁ; E,=lkT (3.44)
2 4 (E) 3 2

- Mention3m echivalenta evidenta dintre primul rezultat din(3.44) si (3.30)

mv:\ m,,
(B)= <—2 =5 (") (3.45)
dar i faptul ca energia cineticA cea mai probabila
1
Ep = > kT (3.46)
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este diferitd de

1
mv, m 2kT K
=—.——=kT 3.4
2 2 m (.47)
Deoarece fluctuatia relativa (3.44) este ,/2/3 (de ordinul unitatii) functia de distributie dupa

energia cinetica (prezentata in figura (3.3))

P )41

12—

PR T 3 4 >
= <E>=
& 8=E/AT

Figura 3.3

are un maxim exirem de larg (caz identic cu cel discutat in paragraful 3.1.3).

Dar pentru orice sistem termodinamic (deci §i pentru gazul ideal) alcituit din N molecuie
functia de distributie canonica are un maxim foarte pronuntat si foarte Ingust (vezi figura (2.7)),
astfel Incat fluctuatia relativa a energiei practic se anuleaza confonn relatiei (2.51).

intelegerea profunda a diferentei intre comportarea unei singure molecule si comportarea
intregului gaz constituie problema fundamentald a fizicii statistice. De aceea vom analiza aceasta
diferenta in paragraful urmator.

3.3. Diferenta intre comportarea unei molecule si cea a intregului gaz
(alcdtuit din N molecule)

Consider&m un sistem macroscopic alcatuit dintr-un numar foarte mare N~ N, » 6-10%

particule, fiecare particuld avand trai grade de libertate. Sistemul se géseste In stare de echilibru
termodinamic la temperatura T , ocupand un volum V (ipotezele distributiei canonice). Un astfel

de sistern are un numér extrem de mare de grade de libertate 3N, iar spatiul fazelor I",, are un
numar foarte mare de dimensiuni 6N . Deoarece sistemul schimba energie sub forma de caldurd
cu un teimostat de temperatura T, energia sa nu este constantd (vezi paragraful 2.2).
Considerdm energia sistemului cuprinsd intre E si E+dE si notdm cu O(E) numarul de
microstari ale sistemului care indeplinesc aceastd conditie. Deoarece dE este foarte mic, putem
considera Q(E) proportional cu dE, astfel incat obtinem

Q(E)= o(EXE (3.48)
unde w(E) reprezintd numarul de microstar pe unitatea de energie, mérime numitd densitatea
starilor. Mentiondm analogia relatiilor (3.48) si (1.44). Problema principald constd In determinarea
expresiei funciiei m(h) pentru un sistem Macroscopic.
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Probabilitatea ca energia sistemului s fie cuprinsa intre E si E + dE este data de:

J' Par,, =P(E) J' dly (3.49)
F <Encegic SE+8E EsKaagicsE+ &

Domeniul de integrarea este regiunea din spatul fazelor cuprinsa intre cele doua suprafete
de energie constanta (vezi figura 2.4). Conform postulatului fundamental (2.17) pe o suprafata de
energie constanta, functia de distributie este constantd. Cum dE este foarte mic, functia de
distributie se modifica foarte putin in aceasta regiume, deci poate fi considerata constanta astfel
incat egalitatea (3.49) este corecta. Dar (vezi expresiile (2.4) $i (2.5)):

oy or
J‘drN =Ty(E+dE)- rN(E):—E! dE = o(E)E (3.50)
E<Focrgicsk+ &2 o
unde I',(E) este volumul (sau echivalent numarul microstarilor) din interiorul suprafetei de

energie egald cu E . Astfel, folosind expresia distiibutiei canonice (2.26) pentru g)(b) si (3.50)
probabilitatea ca energia sistemului sa fie cuprinsa Intre E si E +dE (3.49) devine
a, -= N\
P(EME = C—aéi o dE =Co(El ¥dE (3.51)
Deoarece I‘N(E) depinde de natura sistemului, oI, /OE nu poate fi detemminat decét

considerand un sistem particular. De exemplu, in cazul gazului ideal monoatomic energia este
data de expresia (2.52):

Ezim;l’:iphiwi

sau echivalent

N
2mE=3"(p% + p2 + p2) (3.52)

il
Pentru E = const., ecuatia (3.52) reprezinti ecuatia unei sfere de razd R =(2mE)"* in spatiul
3N -dimensional al impulsului. Volumul unei astfel de sfere 3N -dimensionale este proportional

cu R™, deoarece se obtine esential (ca si volumul cubului 3N -dimansional) inmullind 3N
dimensiuni liniare astfel incat:

Iy (E)=CE™ (3.53)
unde masa particulei a fost absorbita in constanta C'. Cu ajutorul relatiei (3.53), probabilitatea
(3.51) devine:

N, _E
‘ P(EME=AE ? o ©dE (3.54)
Introducdnd energia cineticd adimensionala (e= E/kT ) expresia probabilitatii (3.54) se
simplifica devenind: '

3N

P(e e = _%ﬁ 6% etde (3.55)
3
2

unde expresia constantei de normare a fost detenninala cu ajutorul relatiei (07). Rozultatul (3.41)
determinat pentru o singurd molecula conslituie evident un caz paiticular al refatiei (3.55) obtinut

pentru N =1. Particularizand relafile (D9), (D10), (D11) si (D12) pertru n = 3N/2 -1 obtinem

(e>:%; (y)j?(ig,l} \‘[g‘%f“)_\/;\/‘ﬁ up:%‘i_l (3.56)
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si revenind la variabila ini\iala

(E):%NkT; <131>:¥(%+1]k1'1"; ‘/<?M \f 3T

E, = (-33] —leT
2
Rezultatul cel mai important il constituie faptul ca fluctuatia relativd a energiei este
proportionald cu l/\/—ﬁ ceea ce implicd anularea acestei marimi in cazul unui sistem

(357

macroscopic pentru care N este de ordinul de marime al numarului lui Avogadro N, =6-10%.
Subliniem ca acest rezultat a fost determinat In cazul general al distributiei canonice in paragraful
(2.5) dar este interesant de discutat aparitia lui, prin analiza comparativa a expresiilor (3.41) si
(3.45).

Problema esentiald este cauza care determina faptul ca maximul functiei de distributie se
ingusteazd si se inalti cand N cregte. Folosind relatiile (3.50) si (3.53) putem detemmina
dependenta densitatii microstarilor de energie:

N PR
o(E) o~ B (3.58)
deci numiarul de cai In care o energie datA B se distribuie pe cele N molecule cregte enorm de
rapid cand N creste. Altfel spus, numdarul microstdrilor care au energia in vecinatatea energiei
medii devine extrem de mare, iar cele care au energia diferita de valoarea medie este neglijabil

de mic, ceea ce implica un maxim foarte pronuntat i foarte ingust al functiei de distributie.

Analizand problema mai profund, ajungem la concluzia ca aceastad grupare a microstarilor
In jurul valorii medii a energiei este generatd de numarul mare de dimensiuni al spatiului fazelor.
Pentru a dovedi aceasta afirmatie sa calculam volumul cuprins intre doua sfere N dimensionalo,

una de razad R — AR, iar cealaltd de razd R . Volumul fiind proporiional cu RN obtinem un

rezuitat extrem de interesant gi anume volumul sferei de raza R este practic integral concentrat
Intr-o coaja extrem de ingusta. Astfel volumul cojii sferice poate fi calculat ca diferenta volumelor
celor doua sfere

o arY
V, = C[R“ -(R-AR)" ]: CR"‘ 1- (1 Tf) ]; CRM (3.59)
deocarece cand numarul de dimensiuni al spatiului N este foarte mare (I - AR/R)N devine
neglijabil. Acest rezultat aratd extrem de clar c& dacd numérul de dimensiuni al spatiului fazelor

este mare, microstirile care au energia mai mica decat E + dE se gasesc grupate in coaja sferici
cu energia cuprinsa intreE si E+ dE .

3.4. Curentul mediu de molecule

Putem analiza anumite fenomene fizice interesante, facand abstractie de consideratii
statistice, c¢i considerand miscarea moleculelor in detaliu. Aceasté abordare constituie subiectul
teoriei cinetice.

Consideram un gaz ideal aflat In starea de echilibru termodinamic la ternperatura T Intr-un
vas de volum V. Dorim sa determindm numérul de molecule care ciocnesc in unitatea de timp,
unitatea de suprafala a peretelui vasului (acest numar se numeste curentul mediu de molecule).
Acest subiect este legat de altul de interes fizic: cate molecule ies din vas in unitatea de timp
printr-un mic orificiu aflat In peretele vasului ?
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Numarul relativde molecule care au pozitille cuprinse intre T si  + dr si vitezele cuprinse
Intre Vv si v dV este datde

%r'") =P (¢, ¥ Wridv = £(F)f (¥ Widv (3.60)
unde ultima egalitate apare decarece poziiile si vitezele moleculare sunt statistic independente.

Deoarece gazul se afla in stare de echilibru termodinamic, densitatea numarului de
molecule n=N/V este constantd, deci toate poziliile sunt echiprobabile ceea ce implica faptul

ca functia de distributie dupa pozitii este constanta. Valoarea constantei se detemina din conditia
de normare:

m'f(f)jf =1 (3.61)

dar f(F)=C, astfel incat

Cmdf:l =N c:% (3.62)

si deci

£(F)= % % (3.63)

unde V= m' df este volumul sistemului. inlocuind (3.63) in (3.60) obtinem numirul de molecule
care au pozitiile cuprinse intre T si 1 + dr si vitezele cuprinse intre Vv i V +dv :

dN(7,7)= nf (¥ }dvdr (3.64)
Moleculele care ciacnesc aria dA a peretelui in timpul dt se gisesc in elementul de volum
dr =dAv ,dt (intr-un cilindru infinitezimal reprezentat in figura 3.4 de arie dA si indltime v, dt).

- - —

z Putem considera inaltimea cilindrului
mult mai mica decéat distanta medie intre doua
ciochiri succesive,

in acest caz orice moleculd care se
gaseste in acest cilindru si se migca catre
perete va ciocni sigur peretele, deoarece
directia ei de migcare nu este schimbatd de
Figura 3.4 ciocniri cu celelalte molecule.

Numérul de molecule care ciocnesc aria dA in timpul dt gi au vitezele cuprinse intre ¥ gi
¥ +dV este dat de
dN'(F, ¥)= nf (v )dAv, dtdv (3.65)
iar numéarul de molecule care ciocnesc unitatea de arie in unitatea de timp sl au vitezele cuprinse
intre ¥ gi ¥+ dv este:

dd(v)= ‘%%) =nf(¥ v dv (3.66)

Folosind expresia elementului de volum in coordonate sferice (C3), v, =vcos O precum si

relatia F (v ) = 4avf (V) {contorm expresiilor (3.10) si (3.23)) relatia (3.66) devine:

dd(v)= 427; vF(v )sin 6 cos 6d6depdv (3.67)

Pentru a determina numarul de molecule care ciocnesc unitatea de suprafati In unitatea
de timp si au modulul vitezei cuprins intre v si v +dv, trebuie insumat peste toate directiile
posibile ale vitezei cu restrictia v, =vcos9 >0, deoarece moleculele care au v, <0 nu vor
ciocni peretele (vezi figura (3.4)):
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2nnf2 ix  ®f2
do(v)= [ [d®(7)= - vF(v)dv [dp [sin Ocos 646 = = vF(v)dv (3.68)
J. I 4n Bf !). 4

00

Numdarul total de molecule care ciocnesc unitatea de suprafata in unitatea de timp (curentul
mediu de molecule) este dat de

b= Id¢(v)= %:f vF(v )1v = @ (3.69)

Folosind ecuatia termica de stare a gazului ideal (2.84) scrisa sub forma p =nkT, precum
$i expresia vitezei medii (3.25) curentul mediu de molecule devine

o-—P 3.70
(27mkT ) ©.70

3.5. Efuziune

Daca in peretele unui vas se face o mica fantd, starea de echilibru a gazului din interiorul
vasului este perturbata neglijabil, astfel incat numarul de molecule care ies prin fantd intr-un
anumit interval de timp este acelasi cu numarul de molecule care ciocnesc aria fantei in acelasi
interval de timp cand aceasta este inchisa.

Daca diametrul fantei este mult mai mic decat distanta medie strabatuti de o moleculd
Intre doua ciocniri succesive (marime numita drumul liber mediu) iesirea moleculelor prin fantd nu
influenteaza starea de echilibru termodinamic a celor ramase in vas. In acest caz procesul se
numeste efuziune.

Daca insa diametrul fantei este comparabil cu drumul liber mediu, moleculele aflate in
vecinatatea celor care au iesit prin fanta vor capéta o viteza de drift catre fanta datorita ciocnirilor
cu moleculele vecine. Deoarece in acest caz iesirea moleculelor din vas este asemanatoare
curgerii unui lichid printr-un orificiu al unui rezervor, fenomenul se numeste curgere
hidrodinamica.

Consideram cazul efuziunii. Daca in exteriorul vasului se mentine vid, moleculele care ies
prin deschidere pot fi colimate ulterior prin fante adifonale, formand un fascicul molecular.
Numarul de molecule care au modulul vilezei cuprins inie v si v dv si care trec intr-o
secunda printr-o fantd de arie A, avand ditectia vitezei cuprinsd intr-un unghi solid
dQ=sin6dOd¢ in jurul directiei O~ 0 este dat de

nw 2

AdO(V)= A 3‘1 vE(v)cos 0ddy ~ e BT v dQdv 3.71)
7

Notam prezenta factorului v’si nu v’ca in cazul functiei de distributie dupd modulul
vitezei (3.23).

Verificarea experimentald a funcliei de distribuje dupd modulul vitezei se face prin
intermediul  experientelor cu fascicule moleculare verificand direct relatia (3.71). Montajul
experimental este prezentat schematic in figura 3.5 Atomii de argint sunt produsi prin evaporarea
Intr-un cuptor i trec printr-o fanta foarte ingusta formand un fascicul molecular.

Dupa ce fasciculul este colimat, intrd intr-un cilindru care se poate roti. In tunctie de
vitezele lor, moleculele care patrund in cilindru au nevoie de timpi diferiti pentru a ajunge pe fata
opusd. Asltel, determinand grosimea stratului de argint obtinem informatii despre distributia
vitezelor moleculelor in fascicul. Concordanta rezultatelor experimentale cu (3.71) este foarte
buna.
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Figura 3.5

Relatia (3.70) aratd ca rata efuziunii depinde de masa moleculei, ceea ce face posibil
aplicarea fenomenului la separarea izotopilor. Presupunem ca un vas contine un amestec gazos
alcatuit din doi izotopi. Vasul este inchis printr-o membrana cu orificii foarte mici iar spatiul din
exteriorul sau este vidat. Cu trecerea timpului, in vas va creste concentratia relativa a izotopului
mai greu, in timp ce spatiul din exterior se va imbogati in izotop usor.

Alt exemplu de interes este ilustrat in figura 3.6.

T1 T2 Un vas este impantit in doua pari printr-o
partitie cu o fanta foarte ingusta. Vasul contine
gaz, dar in partea stingd este mentinuta
P P2 temperatura T, iar in dreapta temperatura T, .
Problema consta in detemminarea relatiei Intre
presiunile gazului p, si p,cand gazul este in

] echilibru.
Figura 3.6
. Dacd dimensiunea fantei este comparabila cu drumul liber mediu, atunci relalia este
P, =p,. Daca insd dimensiunea fantei este mull mai micd decéat drumul liber mediu apare

fenomenul de efuziune. In acest caz condilia de echilibru implica egalitatea numarului de
molecule care trec intr-o secunda prin fantd de la stanga la dreapta cu cel al moleculelor care
trec de la dreapta la stanga . Folosind expresia (3.70) aceasta egalitate se scrie:

o, -0, = P P2 (3.72)

3.6. Expresia cinetico-molecularad a presiunii gazului ideal

Consideram un vas care contine gaz ideal aflat in stare de echilibru termodinamic.
Presiunea exercitatd de gaz apaie datoritd ciceninlor presupuse peifect elastice ale moleculelor
cu perelii incintei,

In figura (3.7) am consideiat peretole porpendicular pe axa z .
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in urma ciocnirii elastice, energia cinetic3
se conservd si [V|=|v|. Componenta vitezei
paraleld cu peretele nu se modifica, iar
componenta perpendiculard pe perete schimbé

semnul, astfel incat numai componenta z a
impulsului moleculei se modifica cu:

Figura 3.7
(AH )l = m(v'l -v, )— -2mv 3.72)
Deci variatia impulsului peretelui in umma ciocnirii Gu o singurd molecula este
(AH )z,perelo =—=2mv b4 (373)
Folosind legea a doua a dinamicii i definitia presiunii oblinem
F AH
= = 3.74
P=as ™ aas G749

Deci presiunea este variatia de impuls a peretelui pe unitatea de timp $i unitatea de suprafata.

Folosind expresia (3.67), putem determina presiunea exercitatd de moleculele care au
vitezele cuprinse intre V si ¥+ dv : '

dp=2mv ,dD(V)= 23 v2F(v kv sin O cos? 6d0de 3.75)
n
Presiunea gazului este data de:
@ nf2 2a
p= Er}'J.v 2F(v)dv J.sin 0 cos’ edej'dxp =
2” 0 0 0
_1 2
= 5mn<v > (3.76)
sau folosind (3.28):
N o
p=nkT=va = pV=Nkl (3.77)

ceea ce constituie ecuatia termica de stare a gazului ideal.

3.7. Functia de' distributie dupa pozitii (Boltzmann)

Fie un gaz ideal alcatuit din N molecule monoatomice de masa m, aflat in stare de

echilibru itermodinamic la temperatura T . Gazul se afla intr-un cAmp conservativ extern de forle
astfel incat energia unei molecule este suma dintre energia ei cineticA si energia potentiala in
acest camp de forte:

1
e~ 2 ru(r) (3.78)
2m
Folosind relatia (2.54), funciia de distributie uni-paiticula (3.3) devine:
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L o _ulF) F_ =)

e kT e 2mkT kT e lﬂ'l',e kT

L.D)= = = .79
g)(l’,P) L u(F) ' _u(r) ©.79)
J‘ j.‘-’ 20kT UT did J‘J‘J’e 1"“df>jﬁe T g
. .
Probabilitatea ca o moleculd s3 aibd pozitia cuprinsa intre T s T+ df, oricare ar fi

valoarea impulsului sau echivalent numérul relativde molecule care au pozitile cuprinse intre T
sl T+ dr are expresia

dP(f)=f(f)df=%') (3.80)
unde f(7) este funclia de distributie dupa pozitii (Boltzmann). Deoarece impulsul poate avea

orice valoare, f(f) se determina prin integrarea lui g)(i",f)) peste impulsuri (echivalent expresiei

(1.57):

()= [[[PC.8)p = ——5— (381)
Evident, (F) Indeplineste conditia de nomnare:

m'f(f)ir =1 (3.82)

in absenta campului extemn de forte u(F): 0 , expresia (3.81) devine

o 1
-— 3.
£(7) v (3.83)

ceaa ce implic echivalenta tuturor pozitilor moleculelor, rezultat imediat avand In vedere starea
de echilibru termodinamic.

Consideram ca gazul ideal se gaseste intr-un camp gravitational unifom. Alegénd axa z
de-a lungul verticalei, energia potentiald a unei molecule in acest camp este u(z)=mgz.

Deoarece energia potentiald depinde numai de z, moleculele sunt uniform distribuite in planul
z=ct. De aceea mérimea interesantd este probabilitatea ca pozitia moleculei si fie cuprinsa
intre z §i z+dz:

e
kT
4P(z)=zKz =22 - nI(:)Sdz (3.84)
. Ie_ﬁdz
relatia care poate fi scrisé
n(z)= noe_F (3.85)

unde n(F) este concentratia moleculelor la inéitimea z, iar n, este concentratia moleculelor la
nivelul solului. Considerénd gazul ideal in stare de echilibru termodinamic n=p/kT si deci
relatia (3.85) poate fi scrisa gi sub forma

mgz

plz)=poe @ (3.86)
Cele doud expresli echivalente sunt cunoscute sub numele de formula barometric (densitatea
sau presiunea unui gaz in cdmp gravitational scade exponential cu Inditimea). Densitatea (sau

presiunea) descreste deeori la Inatimead=kT/mg. LaT=300k,$,, = 10*m iar
8y, =3:10°m.
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3.8. Gazul ideal alcatuit din molecule poliatomice

In acest paragraf vom generaliza rezultatele obtinute pentru gazul monoatomic In cazul
gazului poliatomic. Cele doué gaze difera prin prezenta gradelor de libertate de rotatie si vibratie
in cel poliatomic. Vom studia gazul biatomic gi apoi vom generaliza rezultatele In cazul gazului
poliatomic. Neglijand migcarea electronilor in interiorul atomului, consideram fiecare atom ca un

punct material fara dimensiuni.

Miscarea moleculei biatomice poate fi descompusa in migcarea de transiatie a centrului de
masé $i migcarea de rotatie si vibratie a unei particule fictive de masa egald cu masa redusa
p=m,m,/(m, + m,) in sistemul centrului de masA. In cele ce urmeazi vom considera cazul

general In care cei doi atomi din moleculd au mase diferite m, si m, (exemple:CO, HCI)
cazul particular m; =m, (exemple: O,,H,, N, ) oblindndu-se imediat.

Considerdm un gaz ideal alcatuit din N molecule biatomice (fiecare moleculd avand masa
m=m, + m,) aflat in stare de echilibru termodinamic la temperatura T .

3.8.1. Miscarea de translatie a centrului de masa

Considerand viteza centrului de masa al moleculei egald cu V, energia cineticA de
translatie va fi:

2
mv m
E‘z—z—:E(ViJrv:,Jrvfr) (3.87)
Folosind relatia (3.44) (sau (3.30)), energia cinetica de translatie medie este data de
(E,)= %kT (3.88)
astfel incat energia interna corespunzatoare migcérii de translatie are expresia
U, =N<E,)= %Nsz%vRT (3.89)
iar caldura molara la volum constant este
au
c§,=l ] 23Rk (3.90)
v aT ), 2

Deci, fiecarui grad de libertate de translatie ii corespunde in medie o energie kT/2.

3.8.2. Miscarea de rotatie

In figura 3.8 este reprezentat sistemul de referinta al centrului de masé. Deci

m,y, +m,y, =0 (3.61)

Deoarece rotatia in jurul axei moleculei nu are sens,
z atomii fiind considerati puncte materiale, rAmane numai

posibilitatea rotatiei in jurul celor doua axe (x si z)
n perpendiculare pe axa moleculei, astfel incat energia

m, / ° m,y cinetica de rotatie este:
o, :

2
/ E, = Lo, + Loy (3.92)
“ 2 2
Figura 3.8 unde I este momentul de inerfie al moleculei:
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I=my} +m,y; (3.93)
Notand distanta dintre atomicu a =y, — y, $i folosind relatia (2.91) momentul de inerie devine

I=— MMz g2 =pa’ (3.94)
m, +m,

adicA momentul de inertie al unei particule fictive de masa n.

Probabilitatea ca o moleculd sa aiba componenta o a vitezel ungiiulare cuprinsa intre
o, §i ®, + do, sau echivalent, numarul relativ de molecule care au componenta @, a vitezei
unghiulare cuprinsd intre ®, §i ®, + dw, poate fi scrisa

dP(o, )= Plo, Mo, =

unde constanta C se determina din conditia de normare:

- ok n
[dr(o,)=C [e *Tdo, =c($) =1 (3.96)

Valoarea integralei a fost determinata folosind rezultatul (B6). Astfel funciia de distributie
are expresia:

Nw,) =
1:’ =Ce Mdp_ (3.95)

12 1o}
Q’(m,)=( I J o *dp_ (3.97)

\ 2nkT
Valoarea patraticd medie a componentei w, a vitezei unghiulare poate fi determinata cu
ajutorul relatiei:

h&
kT
2 TIRT - ,
Ia) g) )ico _(2nkT) J.m e *do, = I (3.98)
unde integrala a fost calculata cu ajutorul relatiei (B7). Analog
(m:) = l-‘II (3.99)
ceea ce implica folosind proprietatile (1.9) si (1.10):
Iy a9y, 1,2\ kT kT
(E')—E((Dl>+5<0)y>—7 —i——kT (31m)
Energia internd corespunzatoare migcarii de rotatie are expresia:
U, = N(E, ) = NKkT = vRT (3.101)
lar cdldura molara la volum constant este:
1({oU
Cy=-— =R 3.102
() -

Rezultatul (3.100) poate fi enuntat In felul urmator: fiecarui grad de libertate de rotatie i
corespunde in medie o energie kT/2.

3.8.3. Migcarea de vibratie

Consideram oscilatii elastice ale atomilor in jurul pozitiel de echilibru (vezi figura 3.8 unde
este reprezentat sistemul de referinta al centrului de masa).
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Miscarea de oscilatie a atomilor in jurul pozitiei de
echilibru este o miscare intema care nu influenteaza
migcarea centrului de masa. Astfel

my, +m,y,= ml()’l +u,)+ mz(Yz + uz)=0 (3.103)
de unde rezulta
m,u, +m,u, =0 (3.104)

Presupunand fortele de interactie dintre atomi de tip
elastic, ecuatiile Newton pot fi scrise In forma:

Figura 3.9
d*u
1 dtzl = _ko(ul —Uz)
(3.105)
d*u
mz‘d't-zi=_ko(uz —u,)

unde k, este constanta elastica a legaturii dintre cei doi atomi.

Cele doua ecuatii diferentiale cuplate de ordinul doi pot fi decuplate cu ajutorul schimbdérii
de variabild q =u, + u, . Folosind relatia (3.104) cele doua ecuatii Newton (3.105) se transforma

in una singura

2 .
dq, kgm(Fo (3.108)
dt? m,m,
Notand masa redusa cu p=m,m, /(m, + m, ) §i pulsatia oscilatorului cu @, = (k, /1)", ecuatia
(3.106) devine:

1, 02q=0 (3.107)
Astfel, oscilatiile elastice ale celor doi atomi au fost reduse la migcarea oscilatorie atTmonicé

unidimensionald a unui punct material de masa egala cu masa redusd p. Energia de vibratie
moleculei este suma dintre energia cinetica si potentjalé a oscilatorului:

Lk
E,(p. q) °;1 (3.108)

Probabilitatea ca un oscilator & aiba pozntla cuprinsé Intre q ¢l q +dq ¢l impulsul Intre p
i p+dp (sau echivalent numérul relativ de oscilatori (molecule) care indeplinesc aceste conditil)
este data de:

(PQ) Ebea)

dP(p,q)=P(p,qlpdq = "X = Co T dpdq (3.109)

unde am notat constanta Boltzmann cu kB . Constanta C se detemmina din conditia de nonmare

E(p.a) w
Cﬁe ""qupdq CJ‘ z,m,rdpj‘ zk,rdq_
anBT)m .
— =1 (3.110)

=C(21tp.kBT)'/z( L
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unde am extins domeniile de integrare la (-, ) deoarece integranzii scad extrem de rapid.

Integralele au fost calculate folosind rezultatul (B8). Astfel functia de distributie dupad pozitie si
impuls a oscilatorului are expresia:

A .
Plp.q)=— e 2“"“[ 0 J o 2T @.111)

(2muk , T) 2k, T
Echivalent relatiei (1.57), functia de distributie dupa impuls P(p) se obtine integrand
g>(pq) peste poziii
pl

f (. Q)dQ—W_ﬁ’_T (3.112)
B

In timp ce functia de distributie dupa pozitii g)(q) se obtine prin integrarea lui g)(pq) peste

impulsuri
12 _ked'
Pla)= jf"(p aMq= (2 - T] ¢ Mot (3113
In calculul integralelor (3.112) si (3.1 13) am folosit rezultatul (B6).

Cu definitia (1.48) si rezultatul (B7), valorile patratice medii ale impulsului, respectiv pozitiei
pot fi usor determinate conform relatjilor:

p')= [P*PpMp=pk,yT (3.114)
§i -
2\ _ T 2 - kBT
)= __Eq PlaMq= o (3.115)
ceea ce implica folosind proprietatite (1.9) si (1.10):
1 k kT kT
(Ev):2—H<pz>+—2°-(qz> S+ kT (3.116)

Deci, fiecarui grad de libertate de vibratie ii corespunde In medle o energie kT . Energia interné
corespunzatoare miscarii de vibratie are expresia

U, =N(E, )= NkT =vRT (3.117)
iar cildura molara la volum constant este data de

C’ =R (3.118)

3.8.4. Generalizarea rezultatelor §i comparatia cu cele experimentale

Notand cu n numarul atomilor din moleculd, numarul gradelor de libertate al unei molecule
poliatomice este 3n . Notam numarul gradelor de libertate de translatie cu t, cel al gradelor de
libertate de rotatie cu r si cel al gradelor de libertate cu v . Evident t +r+ v =3n, astfel Incat

conform relatiilor (3.80), (3.102) si (3.118), caldura molar3 la volum constant poate fi scris3 In
general.

C, =(t+r)%+vR (3.119)

In cazul gazului alcatuit din molecule monoatomice n=1; t=3, r=0si v=0, decl
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3

C, = ER (3.120)
In cazul gazului biatomic n=2; t=3; r=2si v=1 astfel incat
7
C,=-R , 3.121)

Incepand cu molecula triatomica trebuie facut distinctie intre molecula liniard (toti atomii
sunt distribuiti pe o dreapt, ca in cazul CO,) si cea netiniard (H,0,50,). Astfel, In cazul
gazului alcatuit din molecule poliatomice liniare t=3, r=2si v=3n -5 si deci

C,= §R+(3n—5){ (3.122)

In cazul gazului alcstuit din molecule poliatomice neliniare t=3, r=3 si v=3n-6 astfel

incat

C,=3R+(3n-6R (3.123)

In concluzie, cildura molard a gazului ideal este independentd de temperaturd, fiind
determinatd numai de structura moleculei. Rezultatul teoretic este in buna concordanta cu cel
experimental pentru gazele monoatomice pentru un domeniu larg de temperaturd. Situatla este
diferitd in cazul gazelor biatomice (vezi figura 3.10 unde am prezentat schematic rezultatete

experimentale obtinute pentru H, ).

C//Rs

1 [ | | | -
0 | T . T | T -

100 200 300 400 500 T,.K

Figura 3.10

Rezultatul teoretic pentru gazul biatomic este: C, /R =3,5. Mésuratorile experimentale
efectuate pentru H, aratd insd cad C_ depinde de temperatura si tinde citre valoarea teoreticé la

temperaturi mari. La temperaturi mici (in jur de 100K pentruy H,), C, /R =25 valoare care

corespunde unei molecule biatomice cu o legaturd absolut rigida Intre cei doi atomi astfel Incat
migcarea de vibratie a atomilor in jurul pozitiei de echilibru este imposibild. Anularea (Inghetarea)
migcarii de vibratie este complet inexplicabild de fizica statistich clasicA (In cadrul careia toate
gradele de libertate sunt perfect echivalente), fiind prezisd numai de fizica statisticA cuantic.

1)
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Pentru temperaturi si mai sclizute (pentru H, aproximativ SOK)C, /R =1,5valoare
corespunzatoare pentru un gaz monoatomic. Astfel, la temperaturi joase, Ingheala si gradele de
libertate de rotatie, fapt inexplicabil de teoria clasicd. Rezultatele prezentat® pentru H, sunt
caracteristice si gazelor alcatuite din molecule poliatomice.

in concluzie, echivalenta gradelor de libertate constituie un rezultat al fizicii statistice

clasice, rezultat in neconcordanta cu cel experimental la temperaturi joase, dar care constituie o
aproximatie acceptabila la temperaturi inalte.

3.9. Teorema echipartitiei energiei pe grade de libertate

Rezultatele prezentate in paragraful 3.8 constituie cazuri particulare ale teoremei
echipartitiei energiei. Mentiondm ca aceastd teorema este valabild numai in fizica statistici
clasicd, constituind o aproximatie acceptabild a rezultatelor experimentale in domeniul
temperaturilor mari (vezi paragraful 3.8.4).

Pentru a demonstra teorema echipartitiei energiei, consideram funclia de distributie a
ansamblului canonic (2.31) in care notdm numarul gradelor de libertate cu f = 3N,

) e—ﬂE(‘l.--,r',Pl.v-.Pr)
J.-"J.e_ﬁ(q ~mbPdr | drodp,..dp,

De fapt cu aceastd notatie, am trecut de la o variabila vectoriala (de exemplu 1, = (x,, Y2 )) la

’

P(r,.....teo Py P (3.124)

trei variabile scalare r,,1,,1,.

Dou3 situatii apar frecvent In practica:

i) Energia se Imparte aditiv in forma

E= En(pn )+ E (rl s T Proc s Pic s Pistse o Pr ) (3125)
unde €, depinde de o singura variabila p, , iar partea rdmasa E' nu depinde de p,

i) Functia € este patratica in p,:
€ = bpi2 (3.126)
unde b este o constanta.

Mentionam ca rezultatul rdmane neschimbat, dac3 variabila aleas3 nu este un impuls, ¢ci o
coordonata care insa indeplineste cele doua conditii (3.125) si (3.126).

“Valoarea medie a lui ¢, este dati de:

_f _J."'J.eie_udrn“'dp‘_
(9i>“j"'.[e‘g)dr""dpr_ J'__,J'e"’“drl...dp, )

@

_ J'eie"’e- dpiJ..,,J.eie'ﬂ'drl...dpi_ldpm-“dpf N _‘[,Eie_ﬂq o (3.127)
Ie'ﬁe‘ dp; jf e P dy,...dp; ,dp;,,...dp; Te_pe‘ dp; |

unde am folosit ipoteza i).

Notand integrala de la numitor cu I(ﬁ) expresia (3.127) devine:
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__B__0
(e;)= ; % (In1) (3.128)

Folosind Ipoteza ii) si rezultatul (B7), I(ﬁ) poate fi calculata, obtindndu-se rezuitatul:

- A
1(B)= J; ¢ Pl dp, = Jpzb =Cp? (3.128)

astfel Incat conform relatiei (3.128) obtinem:

1 kT
( )———(1 C—-lnﬁ)——~—— (3.130)

op B2
Astfel, in cazul unui sistem termodinamic aflat in stare de echilibru temodinamic la
temperatura T, valoarea medie a fiecarui termen patratic din energie este kT/2.Pe baza

teoremei echipartitiei energiei pe grade de libertate, rezultatele paragrafului 3.8 devin imediate.

Fiecare grad de libertate de translafie si rotatie aduce un termen péatratic In energie (vezi
relatiile (3.87) si (3.92)) in timp ce un grad de libertate de vibratie aduce doi temeni pétratici in
energie (vezi relatia (3.108)).

Probleme
3.1 Si se determine numarul relativ de molecule dintr-un gaz ideal ale caror viteze diferd
cu mai putin de € =1% de: 4
a) viteza cea mai probabila;
b) viteza termica

R: )

v
12¢( 3
6% b)e| 2| =185%

> )e’” (ZEJ ’

=16
evr
3.2 Folosind functia de distributie dupa modulul vitezei, determinati (1/v) i comparati cu

1/{v).

3.3 Determinati valoarea medie a vitezei relative a doud molecule dintr-un amestec de

dou gaze diferite.
e\ V2
R: (v,)=(£) unde L=t . 1
Ap p m m,

3.4 Sa se determine energia cinetica a moleculelor unui gaz ideal care ciocnesc unitatea
de suprafatd a peretelui recipientului in unitatea de timp.

R: E =_n;_n<v3>

3.6 Sa se determine numarul relativ de molecule care au energia cinetica de translatie mai
mare decat E, unde E, >>kT .

12 B
dN_ [ Eq 1 ir
N n
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3.6 Sa se determine viteza cea mai probabild si energia cineticA cea mai probabila a
moleculelor dintr-un fascicul care pardsesc un vas prin efuziune.

'3
3KT !
R: v, =(—) E, =kT
m
3.7 intr-un perete al unui vas de volum V complet vidat se deschide un orificiu de arie S,
extrem de mica. Cunoscand presiunea aerului in exteriorul vasului p, s& se determine
dependenta de timp a presiunii din interiorul vasului. Dupa cat timp presiunea din vas devine p,,.

UL
4V

R: P=po|l-© , t=mo

3.8 Consideram un gaz ideal afiat intr-un cilindru vertical foarte inalt. Presupunand campul
gravitational uniform, s3 se determine a) energia potentiald medie a unei molecule; b)
madificarea caldurii molare la volum constant; c) pozitia centrului de greutate al coloanei.

R:a)(E,)=kT;b) ACy =R ; c) (z)=kT/mg

3.9 Energia potentiald a moleculelor unui gaz ideal intr-un anumit camp central de forte
este U(r)= ar? unde a este o constanti pozitivd. Temperatura gazului este T , iar concentratia
moleculelor in centrul cAmpului este n,. Se cere: a) numarul de molecule care se gisesc la

distante cuprinse intre r si r+dr de centrul cdmpului; b) distanta cea mai probabila la care se
gasesc moleculele de centrul campului; c) numarul relativ de molecule care se gasesc in stratul
sferic cuprins intre r i r+dr; d) de cate ori se modificd concentratia moleculelor in centrul
cdmpului daca temperatura se micgoreaza de 1 ori.

o’ 12
R: a) dN = 4zn,r’e ¥ dr;b) 1, =(£I‘_) ;
o

dN a " ?
C) —=4an| —— .rz-e‘“""dr; d) creste de n’/’ori
N nkT

3.10 Din conditiile problemei precedente sa se determine: a) numarul de molecule care au
energia potentiala cuprinsa intre U si U+ dU ; b) energia potentiala cea mai probabila.

v
R: a) dN=2l#Jﬁe sTdU; b) UP=E
a'r 2
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4. FLUIDUL VAN DER WAALS

Din punct de vedere statistic, ipoteza fundamentald a modelului gazului ideal consta in
neglijarea fortelor de interactie dintre molecule. Aceasta ipoteza face posibil calculul exact al
functiei de partifie canonice, dar modelul rezultat are un inconvenient major $i anume acela ca nu
prevede tranzitia de faza gaz-lichid. Considerarea aproximativd a interactiei intre molecule
conduce la modelul Van der Waals, model care contine informatii despre tranzitia gaz-lichid gi
despre fenomene critice.

4.1. Integrala de configuratie

Consideram un fluid alcatuit din N molecule monoatomice, fiecare moleculd avand trei
grade de libertate de translatie. Fluidul se gaseste in stare de echilibru termodinamic la
temperatura T, ocupand un volum V. Energia sistemului este egald cu suma dintre energia
cinetica si energia potentiala de interactie a moleculelor;

N |2 2
N Pi S .
E(r",p“): |2n|1 + UL, Ty) (4.1)
i=1
Folosind relatiile (2.83) si (2.85) functia de partitie canonica devine succesiv:
Z(V,T) NIhJN J. j. der Ndp
1 LBl o)
— |-l m k N
B Nlh’N ‘..3' I d .f J‘ T
1 INj2
=———(2nmkT V, T 4.2
o kT )V, T) (4.2)

unde Q(V,T) se numeste integrala de configuratie a sistemului, avand urmatoarea expresie:

Q(V,T):J'mj'e" LT g N (4.3)

Astfel, problema detemmindrii functiei de partite canonice se reduce la determinarea
integralel de configuratie. In cazul gazului ideal decarece moleculele nu interactioneaza Intre ele,
integrala de configuratie devine:

Qu=|. fdi. 5 =v" (4.4)
IN

astfel incat functia de partitie canonica capata forma cunoscuta (2.59).

4.2 Energia potentiald de interactie

Notdm energia potentiald de interactie intre moleculele i si j prin u(rij) si presupunem cé

ea depinde numai de modulul distantei dintre cele doud molecule L; =|f; —?jl, presupunere

adevaratd numai pentru fluide alcatuite din molecule cu simetrie sfericl, pentru celelalte energia
potentiald de interactie bi-particuld depinde si de orientarile celor doud molecule. Presupunem in
plus ca energia potentiald de interactie totald este datd de suma interactiilor intre perechi de
molecule (deci interactioneaza simuitan numai doua particule, interactiile Intre trei sau mai muite
particule se neglijeaza). Cu aceste doud ipoteze, energia potentiala de interactie devine
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ulg;) (4.5)

UE,....% i

i=licjj

IMz

“('1 Energia potentiala de interactie bi-particulé are forma
din figura 4.1. La distante scurte u(r) este puternic
repulsivd, caracteristica generatd de suprapunerea
paturilor electronice exterioare. La distante mari u(r)
este atractiva, dar mult mai lent variabild cu distanta.

GV r in principiu este posibild obtinerea riguroasd a lui

- u(r)din calcule cuantice. Existd doua obiectii
principale cu privire la rezultatele obtinute. Prima

_ obiectie consta in faptul ca aceste calcule pot fi facute
Figura 4.1 exact numai pentru distante mari intre molecule.

A doua surs3 de erori provine din faptul ca aceste calcule se fac numai pentru o pereche izolata
de molecule, netinandu-se cont ca perechea de molecule face parte din sistem. Astfel, potentialul
de interactie bi-particula tebuie privit ca unul efectiv care ia in considerare, in medie, contribufia
interactiilor Intre trei sau mai multe particule. De aceea in cadrul calculelor statistice se folosesc
forme empirice ale potentialului bi-particuld, rezultatele obtinute comparandu-se cu cele de
simulare pe calculator cu acelasi potential, astfel incat dispar erorile generate de forma
potentialului. Una dintre cele mai folosite forme empirice este potentialul Lennard-Jones:

-z (2]

La distante mici predomina partea repulsiva 4a(c/r)'z, in timp ce la distante mari partea atractiva

devine importantd — 46(0/!')6 . Cei doi parametrii ai potentialului Lennard-Jones (vezi figura 4.1),
o (distania dintre particule pentru care u(r)= 0) si € (adancimea gropii de potential) se fiteaza
din date experimentale.

4.3. Modelul Van der Waals

Ideea de baza a modelului constd in presupunerea c& structura fluidului este principal
determinaté de fortele de repulsie, fortele de atractie joacd numai un rol minor, constituind un
potential de fond care genereaza aparitia energiei de coeziune care stabilizeaza lichidul.

- Prima aproximatie a modelului consta in considerarea potentiaiului de interactie bi-particuld
de forma (vezi figura 4.2).

u(r
w r<o
‘ 6
u = .
(r) _{g) o (4.7)
r
o| _—~ r
€| _ _/ Deci moleculele sunt considerate sfere rigide
de razd o/2 care se gasesc intr-un potential
. (]
Figura 4.2 slab atractiv —e{a/r)° .
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A doua aproximatie, folosita foarte des in fizica, se numeste aproximatia campului mediu.
Conform acestei aproximatii, presupunem c# o molecula se gaseste intr-un camp efectiv creat de

celelalte (N —l) molecule si mai mult, aceastd moleculd nu influenteaza distributia celorialte.
Astfel, sistemul este alcatuit din N molecule independente, fiecare aflandu-se intr-un camp
efectiv U, (r ) Cu aceasta aproximatie energia potentiald de interactie totala devine

N
Ui )= 2 Uk (R) (@.8)

iar integrala 3N -dimensionala din integrala de configuratie se factorizeaz in N integrale triple:

Q(v,T)= I'zh..‘.e-ﬁ?':':u.r
Uu(8)
-1 | [

unde domeniul de integrare al ultimei intefrale este volumul V.

£) Uy (8)

-.dr, = J-J.He K dr, =

} T (49

in regiunea r<o, datoritd repulsiei puternice intre molecule u(r)=ao si evident
U, (F)=w, ceea ce implica anularea integrandului. Volumul acestei regiuni se numesgte volum
exclus V., . In regiunea r=c, de volum V-V, , U, (f) se modifica lent cu distanta dintre

molecule, astfel incat il putem inlocui cu o valoare efectiva medie (Uef) . Acest lucru este posibil

datoritd faptului ca partea atractiva a potentialului are o importanid secundard in determinarea
structurii fluidului. Cu aceasta aproximafie integrala de configuratie (4.9) devine:

N N

QV,T)=|e & m'df =[(V-V ) & (4.10)

Astfel folosind aproximatia campului mediu calculul integralei de configuratie se reduce la
determinarea celor doi parametrii (Uef) si V. Energia potentiald totald medie ests datd de

N(U, ), dar, deoarece in sistem exista N(N-1)/2~N?/2 perechi de molecule, energia

potentiala totald medie are expresia N*(u)/2 unde (u) este media potentialului bi-particuld,
astfel incat:

(U.)= 3 N(u) @n)

Pentru a estima er{ergia potentiala bi-particula medie, presupunem cé oricare altd moleculd
50 poate gasi cu probabilitate egala oriunde in sistem daca ea este la o distantd r > o fatd de o

molecula datd i. Probabilitatea ca pozitia ei sa fie cuprinsa intre r i r + dr este dath de

2
dP(r)=P(r)dr = ‘mildr 4.12)
astfel incat potentialul bi-particuld mediu este dat de
r dnec® 7 _, 4neo’

u)y= |ulr P (rjdr=- dr=- 4.13
(u)= [u(r P ke v!' 3v (4.13)

iar conform relatiei (4.11), potentialul efectiv mediu este

2ne0” N N
U,)=- L 4.14
Va)=-—5—g =¥y (4.14)
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unde a’=2zea’ /3. Deci a' este un parametru definit prin considerarea fortelor de atractie dintre
molecule, fiind dependent de natura fluidului prin intermediul parametrilor € §i .

Considerand moleculele sferice rigide de raza
c/2, conform figurii 4.3, prezenta moleculei ]
. duce la aparitia unui volum inaccesibil
/ moleculei 1. Acest volum care apare la

N s contactul a doud molecule se numeste volum
’ exclus fiind egal cu cel al unei sfere de razd o .

Figura 4.3

Deoarece existad N(N—l)/2~N2/2 perechi de molecule, volumul exclus total este

2xN%a’ /3. Dar acest volum exclus trebuie sa fie egal cu NV, unde V., este volumul exclus
per molecula.

Astfel

\'/ =?03N:b'N (4.15)

unde b'=2na’ /3 este un parametru generat de considerarea fortelor repulsive intre molecule gi
care depinde de natura fluidului prin intermediul parametrului ¢ .

Cu relatiile (4.14) si (4.15) integrala de configuratie (4.10) devine

K N N
Q(V,T)=[(V—b'N)e”VW (4.16)
in timp ce functia de partitie canonica (4.2) are expresia
1 a'N N
Z(v,T)= TRD (2xmkT )™/ [(v ~b'N) v (4.17)

Energia libera poate fi determinati conform relatiei (2.45):

F=-kTInZ = —NkT 31nT+1n(v—b'N)+ a'N +3 2mmk ~InN+1 (4.18)
2 VKT 2 h?

astfel incat ecuatia temmica de stare are expresia:

Nt 2
p=_(6F) NKT a'N 4.19)
T

V). V_bN V?
sau folosind noi parametri a =a'Ni si b=b'N, unde N, este numarul lul Avogadro, se obtine

forma cunoscuts a ecuatiei teimice Van der Waals:

via
(p + FJ(v —vb)=VRT (4.20)
Folosind expresia energiei libere (4.18), ecuatia calorica de stare devine:
2
U=F+TS=F—T(9£J N (4.21)
ar), 2 A"

Mentionam faptul c& aproximatia cdmpului mediu folositd in deducerea expresiei (4.16) a
integralei de configuratie este cu atat mai buna cu cat partea atractiva a potentialului (4.7) este
mai slaba si actioneaza la distantd mai mare.
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Probleme

4.1.a Un model teoretic folosit In studiul lichidelor este urmatorul: moleculele sunt
considerate Independente, fiecare moleculd are o energie potentiala constantd -¢ datoritd

interactiei medii cu celelalte molecule si se poate migca intr-un volum total Nv,, unde v, este
volumul (constant) permis per moleculd. Cu aceste ipoteze detemminati: i) integrala de
configuratie; ii) energia libera; iii) ecuatia calorica de stare; nn) potentialul chimic.

Ne

R i) Q=(Nv,)Ne*

i) F=—NKT| 2InT+ =+ Inv, +1+ 31:.(2’“‘“‘)
2 kT 2

hZ

ii) U=%NkT-—N8

3 € 3, ( 2amk
ilii) p=—kT[ElnT+E+lnvo+l+§lr{ 12 )J

'4.1.b Considerand vaporii gaz ideal, determinati expresia care leaga presiunea vaporilor
de temperatura T la care sunt in echilibru cu lichidul.

/21,.5/2
R i)p, =—kTBlnTﬂnp+ln%]

) k
i) b =p, >p=—

© pentru r<o

4.2 Considerand potentialul de interactie bi-particula de forma u(r)= {
0 pentru r>0o

53 se determine pentru un fluid monoatomic: i) functia de partitie canonicé, ii) ecuatia termica de
stare, iii) ecuata calorica de stare.

IN/2
R. i)z=i(2”“kT) (Vv-w)¥; v, =vb

NI h?
i)p(V - vb)=vRT

i) U= 3WRT
2
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5. TEORIA CINETICA ELEMENTARA A FENOMENELOR
DE TRANSPORT

In capitolele precedents am prezentat o descriere statistica a sistemelor aflate in stare de
echllibru. Dar In multe probleme de interes fizic major apar situatii de neechilibru.

Consideram, ca exemplu, cazul In care cele doud capete ale unei bare de cupru sunt
mentinute la temperaturi diferite. Aceasta nu este evident starea de echilibru, stare in care
Intreaga bard ar avea temperaturd constantd. In exemplul prezentat, are loc un transport de
energie sub forrma de caldurd de la capatul mai cald citre cel mai rece, rata acestui transfer de
energie fiind determinatid de conductivitatea termica a barei de cupru. Calculul coeficientulul de
conductivitate termica se poate face prin considerarea microscopica a procesului de neechilibru
prin care energia este transportata de la un capat al barei la celdlalt. Calculele de acest gen pot
deveni extrem de complicate chiar si pentru un sistem simplu cum este gazul ideal.

Prezentarea teoriei elementare a fenomenelor de transport aduce o Intelegere fizicd a
mecanismelor de baza, elucidand caracteristicile principale Intr-un mod semnificativ. Mentionam
cd rezuitatele obtinute nu diferd cu mai mult de 50% decat cele bazate pe calcule riguroase
(solutia ecuatjel integrodiferentiale Boltzmann).

In acest capitol vom prezenta teoria cinetici elementard a fenomenelor de transport cu
aplicatil in cazul gazului ideal.

Intr-un gaz, moleculele interactiondaza una cu cealaltd prin clocniri. Daca gazul nu este
inltial In stare de echilibru, aceste ciocniri intermoleculare aduc gazul in starea de echilibru. In
cazul gazului ideal, problema se simplificd, avand urmatoarele caracteristici:

i) Timpul petrecut de o molecula intre ciocniri este mult mai mare decat impul de clocnire

if) Probabilitatea ca trel sau mal multe molecule sa interactioneze simuitan este neglijabll de mic3
fatd de aceea a interactiei bi-moleculare. Pe scurt ciocnirile triple apar extrem de rar incat pot fi

neglijate.
5.1. Timpul de ciocnire

PO Coneiderd@m o moleculé avdnd viteza ¥ .
1 Fie P(t) probabilitatea ca molecula si nu
sufere nici o ciocnire in timpul t. Evident
P(0)=l. decarece nu existd sansa unel
clocniri Intr-un timp foarte mic t—0. P(t)

descreste cu timpul, deoarece cregte "pericolul”
unei ciocnirl. In final P(t)—»0 cand t > .

t Rezultatul este prezentat in figura 5.1.

Figura 5.1

Fiewdt probabilitatea ca molecula sa sufere o ciocnire intre t si t+dt. Marimea w

reprezinta frecventa de ciocnire, fiind considerati constant. Probabilitatea ca 0 moleculd s& nu
sufere nici o ciocnire In t +dt poate fi scrisa :

P(t + dt)=P(t)1 — wdt) (5.1)
ceea ce implica
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1d__ 5.2)
P dt

sau dupa integrare
P(t)=o" 6.3)

unde constanta de integrare a fost determinata prin conditia P(0)=l .

Probabilitatea ca o moleculd si sufere o ciocnire In intervalul de timp cuprins intre t i
t +dt, dupa ce nu a suferit nici una In timpul t este:

P(t)dt = e ™wdt 5.4
Evident conditia de nomare este Indeplinita

}g)(t)it = w]:e“'"wdt =1 (5.5)
0 0

Timpul mediu intre doué ciocniri succesive t poate fi calculat in modul urmator.

1=(t)= Ttg)(t)it = w:fte""‘wdt = & (5.6)

integrala fiind evaluata conform relatiei (D3). Considerand migcarea moleculei intre doud ciocnini
succesive rectilinie gi uniforma, distanta medie intre doua ciocniri succesive numita si drumul liber
mediu este:
V4

(6.7

1
w

5.2. Sectiunea eficace

Ciocnirea a doué particule poate fi descrisa cu ajutorul sectiunii eficace, méarime care poate
fi calculatd cunoscand potentialul de interactie. Consideram doud particule de mase m, §l

respectiv m, siviteze v, si respectiv v,. in sistemul de referinta legat de particula 2, aceasta
este evident In repaus, iar particula 1 va avea viteza egald cu viteza relativd V=¥, —¥,. In
acest sistem de referinta, considerdm un flux uniform ®, de particule 1 (un numar de particule

pe unitatea de arie in unitatea de timp) cu viteza relativa V indreptat catre particula tinta 2 aflatd
in repaus (vezi figura 5.2).

Tralagtoria
particulel 1

Figura 5.2

Ca rezultat al procesului de ciocnire un numéar dN de particule de tip 1 pe unitatea de timp

vor fi imprastiate In unghiul solid d€¥ In Jurul lui V'. Acest numar de particule dN este
proportional cu fiuxul incident @, si cu unghiul solid '

dN = o® ,dQ (5.8)
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unde factorul de proportionalitate o &e numeste sectiune eficace diferentiala. In general
o=o(v,\7') poate fi determinata cu ajutorul legilor mecanicii (clasice sau cuantice) daca se
cunoagste potentialul de interactie dintre particule.

Numarul total de particule imprastiate pe unitatea de timp in toate directiile este obtinut prin
integrarea relatiei (5.8)

N=[o0 dr=0,0, (5.9)
Q

unde

oo(V)= [ oV, V) (5.10)
Q
se humegte sectiune eficace totala.

in cazul unui potential de interactie de tip sfere rigide

U(r)={m pentru r<a, +a, 6.11)

0 pentru r>a, +a,
conform figurii 5.3, ciocnirea are loc numai daca parametrul de impact b<a, +a,.

Figura 5.3

Astfei din fluxul @, incident, numai particulele aflate in aria circulara :(a, +8,) vorfi
Impragtiate, deci

a, =1=1:(al +taz)z (5.12)
2,
Daci cele doua particule sunt identice expresia (5.12) devine

- (5.13)
unde d = 2a este diametrul particulei.

Dacad cunoastem sectiunea eficace de ciocnire o, frecvenia de ciochire w se poate
determina extrem de simplu. Considerdm un gaz avand densitatea numérului de molecule egal8
cu n. Fie viteza medie a moleculelor egald cu (v), lar viteza relativd medie

(V)= v2(v) (conform rezuttatului problemei 3.3). Folosind un argument similar celui prezentat in
paragraful 3.4, fluxul de molecule incident pe o molecula {inta este

n{( VidtdA

o, < VXA 5.14
dtdA

dar numal n(V)o, sunt imprastiate de aceasta, astfel incat frecventa de ciocnire este
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w =10, (V)= v2no,(v) (6.15)
iar drumul liber mediu are expresia
vy 1 kT

W Zno, 2pa,
unde am folosit ecuatia termici de stare p=nkT.

1= (5.16)

In cazul unui gaz aflat la temperatura camerei (T =300K) si presiune atmosferica
(p=10’ N/mz) n=2,4-10% molecule/m’ . Un diametru molecular tipic este d=2:10""m

ceea ce implicd o, ::n(z-lO‘“’)z =12-10""m? si conform relatiei (5.16) 1»3-10" m . Astfel
1>>d, deci ipoteza ciocnirilor extrem de rare intre molecule este indeplinitd. in cazul azotului
(v)=500m/s si w=2-10"s"".

in urmatoarele trei paragrafe este prezentatd o tratare elementard a celor trei proprietati
cunoscute prin termenul general de fenomene de transport in cazul gazului ideal. Cele trei
proprietati, vascozitatea, conductivitatea termicd si difuzia pot fi explicate prin transportul
impulsului, energiei i respectiv masei printr-o suprafata imaginara din gaz.

5.3. Vascozitatea

Consideram intr-un fluid un plan imaginar cu nommala In directia z (vezi figura 5.4).

Fluidul de sub acest plan exercita o forié pe
z unitatea de arie P, asupra fluidului de
‘PPZZ deasupra si conform legii a treia a lul
Newton, fluidul de deasupra exercitd o
R tensiune — P, asupra celui de sub plan.
X lBZX Forta medie pe unitatea de arie normala la

plan (componenta z a Iui P,) este

fesiunea p=P_ .
Figura 5.4 P P=%a

Cand fluidul este in echilibru (in repaus sau se migcad cu viteza uniform&) componenta
medie paraleld cu planul se anuleaza: P, =0.

Considerém situatia de ne-echilibru prezentata in figura 5.5.

¥ 4
Uy=Ug
: U, =u
z=L [ - x_0 >
LIM_______-___.
X ——
z= L ; — u)(=0
u, =0
Figura 5.5

Fluidul are o viteza u, In directia x, vitezd care depinde de z astfel Incat u, =u, (z)

Aceasth situatie apare daca fluidul este Inchis Intre doud plici paralele, placa inferioara afiata la
z=0 fiind In repaus, iar placa superioard aflath la z=1. se miscd In directia X cu viteza

constantd u,. Straturile din vecinatatea placilor au, cu o aproximatie buni, viteza acestora astfel
Incat straturile de fluid dintre placi au viteze diferite cuprinse Intre 0 si u,. In acest caz fluidul
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exerciti o fortd tangentiald asupra placii mobile, tinzdnd sd incetineascd migcarea acesteia
restabilind situata de echilibru. Fiecare strat de fluid de sub planul z=ct. exercitd o tensiune

tangentiald P, asupra fluidului de deasupra. La echilibru P, =0 iar u, (z) nu depinde de z. In
cazul de ne-echilibru prezentat, P, trebuie s& depinda de derivatele lui u, in raport cu z astfel
Incat sa se anuleze cand u, nu depinde de z. Daca insd du, /9z este relativ mic, o relatie
liniard

ou

P,=—m—= 5.1
=N~ >.17)

constituie o buna aproximatie. Constanta de proportionalitate 1 se numeste coeficient de
vascozitate, fiind pozitiv definit (P, <0 dacé 6u,/62>0). Unitatea de masura in Sistemul

International de Unitaij este Kg/m -s. Relatia (5.17), formulata prima data ca o lege empirica de
Newton este adevarata pentru gaze si lichide.

Teoria cineticd pemite determinarea microscopica a coeficientului de vascozitate pentru
gazul ideal. Confomn figuni 5.5 moleculele afiate deasupra planului z=¢t. au componenta x a
impulsului mai mare decat cele aflate sub acest plan, astfel incat la traversarea acestui plan
moleculele transporta un impuls. Astfel gazul de sub plan va castiga impuls in directa x de la
moleculele de deasupra, iar gazul de deasupra va pierde impuls in directia x datoritd moleculelor
de sub plan. Aceasta variatie de impuls genereaza conform legii a doua a lui Newton o fortd cu
care gazul de sub plan actioneazd asupra celui de deasupra astfel incat P este cresterea
medie pe unitatea de timp pe unitatea de arie a componentei x a impulsului gazului de deasupra
planului datorata transportului net de impuls al moleculelor care traverseaza acest plan.

Sa detemindm distanta medie (z) de la suprafats la care molecula a suferit ulima
ciocnire inainte de traversarea suprafetei (vezi figura 5.6).

z Aceastd marime poate fi determinata in felul
urmator
| l<z> .U 1cos6dd(V)
Q , (2)=2"—— (5.18)
. R
S
Figura 5.6

Folosind rezultatele (3.67) si (3.69) obtinem (z)= 1 unde | este distanta medie intre

wiN

doua ciocniri succesive.

Numarul de molecule care trec in unitatea de timp prin unitatea de arie a planului z=ct.
Intr-un sens este conform relatiei (3.69) @ = n(v) /4 fiind evident egal cu cel al moleculelor care
traverseaza planul in sens contrar. Dar moleculele care traverseaza planul de jos in sus au

N L . 2
suferit ultima ciocnire la distanta (z)=§l de plan, astfel incat componenta X a vitezei unei

2 ..
molecule este ul(z—(z))=u,(z—§lJ iar impulsul transportat de fiecare moleculd este

2
mux(z— -51) Impulsul total transportat de jos In sus prin unitatea de suprafata in unitatea de

timp esta dat de:

G, =%n(v)mul(z— %l) (5.19)
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Analog impulsul transportat In unitatea de timp prin unitatea de suprafatd in sens contrar
are urmatoarea expresie

G, =%n(v)mu,(z+§l) (5.20)

Transportul net de impuls pe unitatea de In unitatea de timp (adica tensiunea P_, ) este dat

P, =GT—GL=%nm(v)[u.(z——§—l)—u,(z+-§-l)] (5.21)

Deoarece gradientul vitezei du, /0z este mic (viteza u, nu se modificd sensibil pe o
distanta de ordin 1), putem scrie

u{z_§q=u4a_3&h

de:

3 0z
2 2 8u,
u,(z+ 51)= u,(z)+ 3% 1
i
1 du
P_=-—nml{v)—= 5.22
= 3nm ( > oz (©.22)
Comparand relatiile (5.17) si (5.22) obtinem

n= % amlfv) 7 (6.29)

Rezultatul (5.23) are cateva consecinte interesante. Conform relatiei (5.16) l=1/‘/5noo
astfel incat

= —=—(v) (5.24)

Concluzia neasteptata care reiese din relatia (5.24) este aceea ci vascozitatea unui gaz

nu depinde de presiunea p sau densitatea n, ci numai de temperaturad prin intemediul vitezei
medii (v) Acest rezultat nu este adevarat la densitati foarte mari. In deducerea relatiei (5.23) am

folosit doua ipoteze:

i) Am considerat un gaz diluat astfel incadt am putut neglija interactiile Intre trei sau mai multe
particule. Aceastd presupunere este adeviratd cand densitatea gazului este suficient de micl

asa incat 1>>d = /o, .

li) Am presupus ca gazul este suficient de dens astfel incat moleculele s& se ciocneasca Intre ele

si nu cu peretii recipientului. Astfel 1<<L unde I, este dimensiunea liniard a recipientului
(distanta dintre placi in figura 5.5).

Notam ca domeniul densitatii in care cele doua conditii sunt indeplinite simultan este destul
de mare deoarece uzual L >>d.

Considerand moleculele sfere rogide, sectiunea eficace de lmbréstiere nu depinde de
temperaturd (vezi relatia (5.13)) si ca urmare dependenta de temperatura a lui 1} este continutd

in (v) (conform relatiei (5.24))

: n~T% (6529)
In general insa o, = 0,((V)) depinde de viteza relativa medie care la randul ei depinde de

temperatuid, ceea ce implicA o dependentd w~T°’. Aceasta dependents poate fi injeleasa
calitativ prin prezenta interactiei atractive care tinde s creascd sectiunea eficace si care devine
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mai importantd la temperaturi mici. De aceea sectiunea eficace descreste cu cresterea
temperaturii i ~r]~T‘/2 /oo creste mai puternic cu temperatura decat T,

De notat ci vascozitatea unui gaz creste cu cresterea temperaturii, comportare total
diferitd de cea a vascozitatii lichidelor care descrette rapid cu cresterea temperaturii.

In cazul aerului la presiune nomald (105 N/mz) la temperatura camerei (3001().
{v)=500m/s 5i 1=3-10"m astfel incat: n=6-10"kg/m-s.

5.4. Conductivitatea {ermica

Consideram un sistem oarecare in interiorul ciruia temperatura nu este constanta (vezi
figura 5.7).

In particular T =T(z). Sistemul nu este in

z [ T ] stare de echilibru. in consecinta va exista un
_________ z=ct ransport de energie sub forma de caldura
de la regiunea cu temperaturd mai mare la
[ Ti } 950 cea cu temperatura mai mica.
Figura 5.7

Fluxul de caldura in directia z (céldura care trece In unitatea de timp prin unitatea de
suprafatd a planului z=ct.) poate fi scrisa

ar
=-K— 5.26
q, pe (5.26)

unde K se numeste coeficientul de conductibilitate termica fiind pozitiv definit (daca 4T/éz
atunci q, < 0). Relatia (5.26) este adevérata in gaze, lichide si solide izotrope, fiind numita legea
Fourier.

in cazul gazului ideal, folosind argumente microscopice similare celor prezentate in
paragraful 5.3, teorta cineticdA pemite determinarea coeficientulul de conductibilitate temica.

Considerém un plan z=ct. intr-un gazincare T =T(z). Transportul de cildurd este generat de
moleculele care traverseaza acest plan In ambele sensuri. Decarece 8T/dz (conform figurii 5.7).

o moleculd de deasupra are o energie medie (¢(T)) mai mare decat una de dedesubt. Astfel
rezuitd un transport net de energie de la regiunea de deasupra planului la cea de sub plan.

_Numdrul de molecule care traverseaza in unitatea de imp unitatea de suprafata a planului
z=ct. intr-un sens este n(v)/4 egal cu cel care traverseazad In sens contrar. Moleculele care

traverseaza planul de jos In sus au suferit ultima ciocnire la distanta (z): gl de plan. Deoarece

energia medie a unel molecule depinde de temperaturd, dar T=T(z) In acest caz, rezulti

(€)= (e(z)) . Astfel energia medie transportata In unitatea de timp pe unitatea de suprafata de jos
n sus este data de:

1

Br=y n(v ez - (2))) (6.27)

lar energia transportata In unitatea de timp pe unitatea de suprafatd In sens contrar este data de:
1

By =gn(v Xelz + (z))) (5.28)

astfel Incat fluxul net de energie are expresia
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3 oz
__1 .\ 0e) or

deoarece (e) depinde de z prin intemediul temperaturii T . Notdnd cdidura specificd per
moleculd cu ¢ =8(e)/IT relatia (5.29) devine

1 aT
=-= 1— 5.30
9, =-3n(v)el - (5.30)
si comparand cu (5.26) obtinem

K= %n(v)cl (5.31)

Folosind relatia (5.16) 1=1/v2 no,,, densitatea dispare si

c{v

= 1 < ) (5.32)
3\/5 Gy

deci K nu depinde de presiunea gazuiui. Domeniul de valabilitate al relatiei (5.32) este acelagi

cu cel al relatiei (5.24).

in cazul gazului monoatomic (€)=3kT/2 deci ¢=3k/2. Deoarece (v)~T"* (conform
relatiei (3.26)), considerand moleculele sfere rigide (cr0 = mz), dependenta de temperatura a lui
K este data de

K ~T¥ (5.33)
influenta fortelor de atractie este In sensul cregterii mai puternice a lui K cu temperatura.
Ordinul de marime a lui K poate fi determinat din relatia (5.31). Astfel conductibilitatea
termica a argonului la temperatura camerei are valoarea 1,65-107> J/m -8 - grd .

Comparand relatiile (5.23) si (5.31) obtinem

K_c & (5.34)
nm u
5.5. Difuzia

Consider@m ca un anumit numér de molecule ale unel substante este "etichetat’ Intr-un
anumit fel. Fie n, numarul de molecule "etichetate" din unitatea de volum. In starea de echilibru

moleculele etichetate sunt distribuite uniform, astfel incdt n, nu depinde de pozitie. Presupunem
ca distributia moleculelor “etichetate” nu este uniform& astfel Incdt n, depinde de pozitie (de

exemplu n, = n,(z)) chiar dacd numiarul total de molecule din unitatea de volum n rémane

constant Aceasta nu este o stare de echilibru si In consecintd va exista o migcare a moleculelor
“etichetate” care tinde s creascé entropia, adica tinde s& unifornizeze concentratia n, .
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Fie J, fluxul moleculelor “etichetate" (numérul moleculelor etichetate care traverseaza In
unitatea de timp unitatea de suprafatd a unui plan z= ct.). Analog relatiilor (5.17) si (5.26) putem
scrie

on
] =-D—L (5.35)
* oz
unde D se numeste coeficientul de difuzie fiind pozitiv definit (daca &n, /éz > 0 atunci J, <0).

Relatia (5.35) descrie extrem de satisfacétor difuzia in gaze, lichide §i solide izotrope. A
fost formulatd prima data ca o lege empirica de Fick.

De fapt acest fenomen, In care particulele etichetate sunt identice cu celelalte, se numesgte
auto-difuzie.

Coeficientul de difuzie poate fi calculat in cazul gazului ideal folosind argumente similare
celor prezentate in paragrafele 5.3 si 5.4. Consideram in interiorul gazului un plan z=ct..
Numarul de molecule etichetate care trec in unitatea de timp prin unitatea de suprafata de jos in
sus prin acest plan este:

1
N;= z(v)nl(z—(z) (5.36)
iar numarul corespunzator care trec in sens contrar este
1
N, =Z(v)nl(z+(z)) (6.37)
astfel incéat fluxul net are expresia 7

1 2 2 1 on
I =—()nfz-Z1|-nfz+Z1||===(v)I==L 5.38
Comparand relatiile (5.35) si (5.38), coeficientul de difuzie este dat de:

D= %(v)l (5.39)
Folosind relatiile 1=1/y2 no, = kT/ V20,p siv= (8KT/xm )" obtinem
2 1 kT*?
= —_ . 5.40
3\/1_‘ POy m"? ( )
Astfel coeficientul de difuzie depinde de presiunea gazului. La temperatura fixa
1
p~1.1 (5.41)
. p n
lar la presiune fixa
D~T% (5.42)

daca molecuiele sunt considerate sfere rigide, astfel Incat Oy = nd? nu depinde de temperatura.
Valoarea experimentald a coeficientului de difuzie pentru azot la T =273K si
p=10’N/m? este D=2:10"m?/s.
Comparand relatiile (5.23) st (5.29) otinem
D_1 1

n nmm p
In concluzie rezumam principalele rezultate prezentate in acest capitol. Considerand
moleculele sfere rigide, frecventa de ciocnire si drumul liber mediu au respectiv expresiile:

w= \/inoo (v)= V2nnd? (v) (5.44)

(5.43)

si:
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1
V2no, v2mnd?

In cazul gazului ideal, coeficientul de vascozitate, coeficientul de conductibilitate termica si
cel de difuzie au respectiv expresiile:

1= (5.45)

n= %nml(v) (5.48)
K= %ncl(v} (5.47)
D= %l(v) (5.48)

Mentionam faptul ca legile empirice (5.17), (5.26) si (5.35) constituie cazuri particulare ale
relatiilor Onsager (vezi capitolul 7 din prima parte a cursului).

Probleme

5.1. Calculati fractia din moleculele unui gaz care:
a) traverseaza fara ciocniri distante mai mari decat drumul liber mediu 1

b) au drumul liber cuprins intre 1 si 21
R. akp™l; bep'-e?”
5.2, Determinati drumul liber mediu si timpul mediu de ciocnire pentru azot afiat in: a)
conditii nomale i b) t=0°C si p=10"" N/m?
R. a)l=0,06pm,t=0,13ns; bli=6-10"m,t=38h

5.3. Cum depinde de temperatura drumul liber mediu i frecventa de ciocnire pentru un gaz
care sufera un proces: a) izocor; b) izobar

R. a)ll=const,w~T", bl~T,w~T"?

5.4. Intr-un anumit proces efectuat de un gaz ideal coeficientul de vascozitate cregte de o
ori i coeficientul de difuzie creste de P ori. Cum se modifica presiunea gazulul in acest proces?

R. creste de a.’ /p ori

$.8. Un gaz ideal sufera un proces politrop. Determinaij indicele politropel dacé in acest
proces: a)D = ct.;b)n = ct.;c)K =ct.

R. a)1=3', b)1=1', o)n=l
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ANEXE

A. Valoarea lui |nn] pentru n mare

Conform definitiei

nl=1-2-3...-n (A1)
de unde
1nnl=1n1+1n2+....+1nn=i1nm | (A2)
Dacd n este mare, suma (AZ) poate fi aproximata pri“r‘\;‘r-o integrala astfel incat
lnnlrejtlnxdx:(xlnx—x)ﬂ'wnlnnwn (A3)
deoarece contributia limitei inferio;re este neglijabila. Aproximatia (A3) implica rezultatul
dhm'zlnn+n-%—l=lnn (Ad)

O aproximatie mai buna care furnizeaza o eroare mai mica decét 1% chiar pentru n=10
este datd de formula Stirling

lnn!:nlnn~n+%ln(21m) (AS5)

In limita p mare, n>>Inn si formula Stirling se reduce la forma mai simpla (A3).

B. Evaluarea integralelor [e*'dx gi [x"e*'ax (npar)

integrala nedefinita Ie""ldx nu poate fi exprimata prin functii elementare. Fie integrala
definita
I= J’e“"dx (81)

pe care o putem scrie si in functie de alta variabild de integrare
1= J' e dy (82)

Inmultind (B1) si (B2) obtinem integrala dubla

= ﬁc‘“"’*"’dxdy (83)

-~ 00—
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y$

S& exprimdm integrala (B3) In
coordonate polare (vezi figura B1)

X =rcos0
- - - — : (B4)
— | y=rsinf
y D | Pentru a acoperi intregul plan 0 <6 <2x
0 i §i 0<r <. Trecerea de la vechile variabile x
—> si y la noile variabile r si 0 se face cu ajutorul
X X relatiei
Figura B.7.
dxdy = |J | drdo
unde IJI este Jacobianul transformarii
x X
=l 2
Y %
a o0
s
Deoarece x* + y* =r” iar Jacobianul transformarii este egal cu r, rezulta pentru (B3)
. 2% [ o l _a‘_l @« x
I =J.d(-)je rdr=2n.| ——e =— (BS)
. % 2a, o @

sau

1= }e‘“"dx:é (B6)

Pentru evaluarea integralei de tipul J'x“e""zdx cu n par derivAm egalitatea (B6) in raport

cu parametrul o . Astfel, derivand succesiv in raport cu a obtinem

Ix’c“‘zd:c:—;—\/;ta‘m (87)
&l ’
J' x‘e""’dx=%ﬁa"f‘ etc (B8)

-0
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C. Trecerea de la coordonate carteziene la coordonate sferice

i
R . Trecerea de la coordonate carteziene la
“. coordonate sferice se face conform relatiilor (in
X figura am considerat spatiul figurativ al
o ' vitezelor):
. . v, =vsin6cos ¢
_______ P v, =vsinBsing (03))]
“
v, =vcosO
Figura C.1.

Pentru a cuprinde tot spatiul, domeniul coordonatelor sferice este: v e [0, ao), Oe [0, n] §i

¢<[0,2x). Elementul de volum devine dV =|J|dv d0 de unde 1] este Jacobianul transformarii:

avx av! w‘
Zvv Z? Z:f inBcos¢p vcosOcosp —vsinOsin
P|= 6vy 66y a(;' =|sin@sing vcosOsing vsinBcosp|=v?sin6 (C2)
Clov, ov, o, cos® -~ —vsind 0
N B B
astfel incat
dv =v?sin 6dO dpdv (C3)

D. Functia de distributie p(x)=Cx"e™™

Considerand functia de distribute P(X) definitd pentru xe[O,oo). constanta C se
determina din conditia de normare:

IP(x)dszIx"e"dx=l (D1)
. [ 0.
Pentru n=0, evaluarea integralei este simpla:
J' e*dx=1 (D2)
0

In general integrala poate fi simplificata printr-o integrare prin parti. Astfel, pentru n>0:

]zx"e"dxz n]:x""e"dx (D3)
° °

Daca n este natural, aplicand relatia de recurenta (D3) de n ori obtinem
j'x"e—'dx=n-(n~1)....2-1=nt (D4)
) .
Integrala este definita gi pentru n neintreg si n-1. n general, functia I'(n) este definita prin
relatia:
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I'(n) = _[ ode X iy (05)
0
Relatia de recurenta (D3) implica relatia generald

I(m)=n-DI(n-1) (Do)

Din conditia de nomare (D1) rezultd

C= 1 = ! (07)
I I'(n+1)
Ix“e *dx
0
astfel incat functia de distribuiie normata la unitate are expresia

1
P(x)= x"e”" D8
) I'(n+1) (©8)
Valorile caracteristice ale variabilei aleatoare x pot fi determinate extrem de simplu cu
ajutorul relafiei (D8). Astfel valoarea medie este data de:

_-’ - l r n+l_-x _F(n+2)_

‘!xp(x)dx‘r(nﬂ){x =T

_(n+l)F(n+1)=

T T+ ! ©9)

iar valoarea patraticad medie are valoarea:

I, ] T n+ —I l—‘( 3)
("z>=!"zp(")d"=m£" ‘e I“(::l)

=(n+ (n+2) (n+2)(n+Nl(n+1)

Tnt 1) = Tl =(n+2)n+1) (D10)

Fluctuatia relativd se detemmina imediat:

\j ) (x J(n+2)(n+]) (n+1)? 1 O1)

n+l Jn +1
Valoarea cea mai probabllé a variabilel x se determin din conditia
dP
—=0 D12
& (012
obtindndu-se valoarea
X, =n (D13)

In limita n foarte mare, X, = (x) si fluctuatia relativa tinde la zero astfel ca sunt realizate cu

probabilitate diferita de zero numai valorile practic egale cu x, = (x).

Pentru n=1/2 functia de distributie are expresia:

I/Z -X s
P(x)= —5/—25 (D14)

Folosind relatia de recurenta (D8) rezulta
1
r(3)= 1 -r(—) (D15)
2) 2 2
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unde I'(1/2) este data de:

r(%): Ix‘me"dx

Cu schimbarea de variabila x = y2 si folosind expresia (B6) obtinemn:

1)_ { ¥ a4y, _ T -Y v —
F(EJ—2£C dy—:[e dy = Jx
astfel Incét functia de distributie devine:

P(x)= 2 xV2e®

V=

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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