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Scopul publicatiei de fath, acum MM 3, este de =
pressats unels seiultate din wcels demémii ale snalisei funotionals
ecare au constituit obiocful preccuplirilor membrilor semingrului
gtiingific de Spatii liniare ordonate umog.u; Functionind de
15 ani la Pacultates de Matematicll dinm Bucuregti, seminarul men-
tdonat reunegte un numir insemnat de nmﬂehu din diverse cen-
tre universitqre din ‘Qarl. La el au ptrticiplt o1 unii matematicieni
striint venit¢i la éocotont sau mqithuu.

In anul 1980 a fost orgamizat pd.ml colocviu national al
acestul seminar, care o-a desfigurat la Craiova fntre 25 si 27
octombrie.Au urmat &1 doilea colocviu desf¥gurat la Bragov (13-

(15 tfunie 1981) gi al treilea colocviu -la Craiova (15-17 mai- 1982).
X Prezentul numiir coniime citeva articole al cHiror continut a
f&cut obiectul conferingelor la cel de al treilea colocviu. Sint
incluse de asemenea rezumatele unor comuniciri px'gmuta la acelasi

colocviu.
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Asupra upor topologii local solide pe

spatii liniare crdonate
de

Romulug Cristescu

In ;cc'-f articol se presintd unele ~d..1n pr\tnctpl.loh resul-
tate privind topologiile local :lolia semi (W)-continue pe spa-
tii liniare reticulate,precum g¢i citeva resultate privind topolo-
gille semi {o)-continue ,88u topologiile care satisfac “conditia:
(Ao)".PrS.n definitis, o topologie lininri pe un spatiu lipiar
reticulat ,satisface conditia “o) 1dacE orice gir orescitor gi
megorat de elemente ale spatiului,este un sir (T )-Cauchy.Aceas-
& cogditu_uto necesard gi suficient¥ pentru ca o topblo;ic local
soliak yi semi (w)-continuki,sd fie () )-contimuk,

Confinutul acestul articol se bazeazi pe resultatele auto-
rilor trecuti in ®idliografia de 'ln sfirgitul articolului.

Terminologia utilizaté este cea din [9].

Pentru diverse nofiuni de teoria spatiilor liniare ordona-
te a se vedea gi [lo].

§ 1.Topologii liniars pe spayii liniare reticulate
Toate topologiile considerate in aceat articol vor f£i pre-

supuse topologii separate.Notim prin N multimea pumerelor naturale
¢i prin R mul{imea pumerelor nalo.in o"unl upui spafiu lipiar
ordonat topologic,vom indica prin litera o referirea la ordine

(de exemplu: multime (o)-—nlrc_'initl) i prin T referirea la topolo-
gia datd pe spatiul considerat (de exemplut mulyime (T) -mirginitd).
_ In %ot articolul vom pota cu X up spatiu liniar reticulas
' Definitia 1.0 multime A X se pumegte multime Patou,
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daod este solidd @i dacd pentru orice gir generalisat orescitor
{’5}&1&“ elements pesitive din A,ptntru care existd h:}: X,
rezultd x € A.Dacd girul generaliszat se ulwaiqto ou un gir

ordinar atunci A se pumegte multiwe G —Patou.

Deginifie 2.5e cumegte topologie Patop pe X,orice tepo-
logie liniard T pe X pentru care exisgtl o bask & veolnktifi
ale originii format din multimi Patou.Dack nl.ﬁnlh'ht- se
inlocuiesc cu multimi G -ratu.-.tnncx'c ss. m!a M

G -Eatou.
Topologiile Faton (resp. ' ~Patou) se mai sumess i m-

£ii local solide semi (« )-goptinus (resp. semi (o)-contimme).

Definitia 3.5¢ numegte semingrmé Patgu ps X,arice semi-
porm& solidd p pe X care m'Mmtm dack O érx.f:,m
p(xs ); et p(x) ,Dac’ .u-n? generalizat se inlocuiegte cu un gir
ordinar,atunci p se numegte gemipormi (" -Fatpu.

Opgervatia l.Se¢ poate arita cii dacd p' este o seminormi
solid# pe X,atunci conditia ca p si fie o seminormi !_ltou eate
echivalentd ou condifia: dacd { :[}JGA este un gir geosralisat de

elemente din X gi dack existd {}}J‘EA cu | X = |£ % »Vded
v.J O,atunci
fﬂ. K

P £ T ote; )
Analog.o nn:lnond eolidd p pe X este o seminormd

a -Faton,dnc! ¢i pumal daocd

2=(o)=lim 1, => p(x) < Lﬂg Blx,)
Rg N ne N

2,0 topologie loocal convexd pe X este o topologie Fatom
(resp. ¢ ~Fatou) dacd gi numai dack este definitd de o mlfime
de seminorme Fatou (rasp. § ~Fatou).

Definitia 4.0 topologlie liniard T pe X satisface gopdi-
jt&_(Ao) sdacd orice gir crescitor gi magjorat de elemente pozi tive
din X este ff)-Cauohy.
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Chservatia 2.Dacl o topologie liniard T pe X satisface
conditia (Ao) ,atunci orice gir generalisat crescitor gi majorat
de elemente pozitive din X este (T)-Cauchy.
Intr—adevir,fie 0 < aé.; , WL £ 3,(¥ 8ed ).Dack
{x Jsep mm ar f1 (T)-Caucky,atunci fie W o veoinktate a originii
agtfel ca pentru orice J€A s existe J&"»J cn!‘r- J«¢'.
Prin inductlie,putem obtine un gir cresc¥itor de indici {‘{x}ne/\/
aga ca : &?I oesa ce oontratict faptul ci x eatisface condi-
¥ia (A,‘).
Tegrene I.M T ntc o topologie local solid¥ pe X,
urafitoarels condifii sinmt ocunmm
(1) Topologia T eate [A;)-cpotmul,
(11) Topologia T este Faton gi satisface condifia (A e
W.u)% (21) .Deck $opologia T aate (o )=con=
uad,ttumi orice mul{ine seolidd sl (T )-tnoiui eate o multime
Fatou.De aici results of T este o tmlqto Fatou,
Pie acum 0 £ x_ T d.: s",.'(v'aell).u notis
ou 4 mulfimea majorantelor ;.u-um {: acy ¥ fie
Bz{ﬂ., yea, meWy
Bvident BC Xy .Fie acum & un minorant oarecare al lui B,
Din &z £ ¥-x,,V7C A,V nc R, resultd 3-8 A.Prin inductie,cbyinem
y-mz€ A, vm €N, Vy € AIn particular, x; < Y-S -ns,Vn G-l,.dcci
me £ y,~Xy,Y nE N, Spayiul fiind u-n-odm rerultd s £ 0.Deci
inf B=O.Multimile A pi B fiipd dirigats la stinga,existé un gir
generalizat {y[?{smdo elsnent- dip A,estfel ca,_notind A= Axx
Bl 2y =y Xy pentru )\ =({ ,n) , 8% avem 5y l%AO.Remlti.prin i-
potezd, (‘c) 11m gy =0.Fie W o vecinditats oarecare a originii gi
LA vecinétata .chi&m a originii aga ca w W, C Wo.Fie
(d:”‘no) € /\ ega on s} € v, daoﬁ)\),)o oDack B, n,atunci
dih
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xn-xn-(xn—yé; )4(1& -x.) € WeW, cw
rezultd c& {x, }nén este un gir (T )-Cauchy.

(11)=> (1).Fie 3.4 0.Cu condifia (k;) remltk of {2-%ea
eate un gir gensralizat (T )-Cauchy.Intr-adevdr,in caz cootrar,
fie wo o vecipnitate a originii astfel incit pentru orici ded

g4 existe 5;5"7/6- ou xJ.: —xc"" %wo.l’rin inductie se poate obiine
un gir crescitor de indici {};\.}‘néﬂ agtfel incit xJ;“-xd,. ¢ Wo,
: n
P -l " - £ - -
VoEN.Avem 0 £ i Ju‘r'i 5 ’J;“- xé:l odar | 2 x| ned
nu este un gir (T )-Cauclhy,ceea ce contrazice condifia (Ao).
" Ple acum W o vecinitate Fatou oarecare a originii.ExistX

deci d: €A aga ca xa_. -?,Ew,dml d‘,’d’"?;a: .Pentru un indice

§'%d, avem

0% x,-x x
ot R
deci xss € W,dacd é“z J; .Rezultd (T )}11: xé. =0,adicd topologia
&

~ eate (w )-continul.

Osservatia A.Dacl X este un spatiu liniar reticulat to-
pologic,{(T )-compl‘t ¢l ou topologia (iv)-continud,atunci X este
oomplet reticulat. ’

Intr-adevir, dac 0< ’d’}lA sl xd.é a,(Vd€d) atunct
cu teorema 1 gi Observatia 3,rezultd “{xg}é‘éA este (T )-Cauchy.
Spatiul X fiind (T )-complet,existd x= (T) -lim ::/. i avem f‘}‘ x
(c;oi spatiul are coan inchis). i€l e

Exemple (1).Pe spapiul C([0,1]) (al funcyiilor reale
continue definite pe segmentul [0,1]) inzestrat cu ordinea punctu=
al¥,topologia dati de norma obignuit¥# este semi (w )-contionui.

(2) Fie B(T) spatiul liniar complet reticulat (cu ordi-
pea punctuald) al funct{iilor reale mirginite,definite pe o mul}{ime
infinit&TTopologia convergentei punctuale pe B(1) este o topologie
(w )=continud,iar topologia dati de norma obignuiti este semi

(w )=continud,dar nu este (¢ )-continui.
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(3) Pie © o ml{ime ocarecare (nevidd) si
CopM={mt—> [ (s € 7] (203} finisy, V> 0} .

Cu operajiile obignulte gi ordineéa punctuald oo('.!) este un
spafiu liniar complet reticulat,iar formula

i 2i ﬂu@{]l‘(t)ilté‘t}
definegte o normd solidd #i (w)-continuk pe o of®) (2at¥ Go care
spatiul eatd ;1. complet).

(4) S& copsideria spatiul (la) L u'lim i porma obignuite,
Topologia normel este solidk ¢d () )~contimul.Dack (2 ((1%)) este
sulyimoa eperatorilor regulatl care uplicl 1% 1n a1 Sogugl lar’

L (%)) miyinea eperatorflor liniari (T )-oontinui (care aplick
() 1 o1 fosugs) atumei (R((12)CL(12)).Cu operatiile g1 _
ordinea obigouite (‘R ((12)) este un spajiu liniar complet ronculn,:
dar restricyia la acest spaﬁ.n.a pormel - oﬁmtto de pe .,C ((12)),

o este o normi htw. 3
§ 2.Upele proprigtiti ale topslogiilor Fatos
Dworems 2.Deck X esbe Tasestrat cu o vopologie Faten,T ,
Ml existd o topolute Patem T sl mai. una ps sxtensia Mcktnd‘
T a 11 X,a90 a '-’él =%
Denops tratie .Fie G o vask ds (T)-veoinkt{i Patou ale
originil fn X.Pentru erice ¥ € §()  s& punem :

%{yeﬁ;{ﬁ};heh N:l} | -

Are loc egalitatea
ve{yex[ocx<f;[.:ex=yxev} 1)
Intr-adevir,dacé y & V,atunci 0 é_xa, Tyl om ’5“‘: Vi
dacE 04 x<)y| cuxg X,atunoi o-éx“_/\ =4 x iar :‘./\x €V
‘(cici V este solidi) ,de unde x € V,o¥ici V eate mulyime Fatou.Reci-
proc ,dack y € X,04x% |yl 1 X € X implick x € V,atunci din
0 Lxd.'r 3| ou x-G X rezult¥,prin’ :I.pohu!.xé-e V,deol y ¢ T.
Paatiru orice Ve Y ,multinea V. ente absorvant gi
80lid¥,dupé cum se verificd ou ugurinyl.Dack V,V, ,V; .V, € U

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



-
atunci "/nf‘-’
inT C 0%

~ o~ ~
Vo + Vo, O vN-%v°+EC v
Dack 0< y 4 ¥y in X cu 7—6 V,atunci pentru orice y. sexistd
un sir gemeralizat (a A} eAl é‘]de elemente din VN X, astfel fncit
ar, 'f1~ .Pentru orice c“ €A i A €/§(0:.} (i=1,240..,8) avem
(in haza lui (1)) \/a é VX4 iar multimea elementelor de

i

i=1
forma /a,/\ este diriaaté la draapea..l)aci y se poate repre-

zenta ca marzinea superioard a unui gis :oneralizat de elucntc

~

pozitive din V.Prin urmare y ¢ V.

In copncluzie,sistemul sﬁL\:' ={7}V€W} este o bazi de veci-
pitéti ale originii pentru o topologie Patoupe ’;91 evident
F‘E’X =T

" Fie acum T’ o topologie Fatou pe’;cn r'/x='c.Dac§ W este
o (‘C‘J-vecinétata Fatou a originii,atunci multimea V=W /") X este o
(T)=vecindtate a ogiginii in X.Dacd y¢ ‘V,atunci diﬁ 0< 3{’””
cu _xa.E Voyrezulta x‘re‘ W gi prin urmare |[yl¢ W c§01 W este o
multime Fatou.Deocarece W este in particular o mult{ime solidd,re-
zultd ycW.DEcd VW ceea ce aratd ci T/< < .Pe de alti parte,
dacd Vg @y ,atunci existd o (TY -vecindta te Fatou a originii
aga ca W) XC V (céci T‘I =T ).Dacd y ¢ W,atunci ex_ist& un gir
gena:-’aliza.t {XJ}JGL\&’ elemente din X aga’ oa 0% x 'ﬂyl céci
y € X.Rezultd x € W (1 X clci W este golidd gi 04 X < 13l.In
consecintd 15 € Vegideciy € V.Am aritat astfel c& T < T’
-gl deci <« =<.

Definitia S5.Un spatiu liniar ordonat Z se zice ci este
(o)-gepara®il dacd pentru orice submuly{ime A Z care admite mar-
gine superioari,existd o submulyime B C A,cel mult numdrabili,
agtfel ca sup A= sup B,

Exemple (5).Orice spatiu de tip (KB) este un spafiu
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(6) Spatiul B(T) al funojiilor reale mirginits,definite
pe un iownt T,este un apatiu lipiar complet reticulat In raport
cu ordinea punctuall,dar ou este (o)-aeparadil.

(7) Spajiul (m) al tuturor girurilor mirginite de numers
reale (cu ordinea obignuiti) este un spajiu liniar complet reticu-
lat (o)-ctpu‘bu. .

In lema care tu-nui vom ine seama od intr-un apatiu
liniar reticulat arhimedisn Z,un subspatiu liniar reticulat K es-
#s (0)-dene,dacd yi pumai dacl,pentru orice element 550 din Z,
existk a€ X agaca 0<C als (ane vedea [9]). '

Eems 1.Dack X eate o bandd fntr-un spatiu linier reticula
arkinedian Z,atanci S=Ebd

Depgpstratis.Muliimea ¥ f1ind aolidl,utc (o)-densk fn 5,
Inir-adevir,in cas contrer fie 0CsC B4 jasttel ca {acE|ocac D)
= & Rezultd ja| As=0, V¥ a ¢ K,deci 5 € I‘Lﬂ.‘ prin urmare s=0,ceea -
ce uto contradictoriu. ‘ . ‘

Mltimea B fiind (o)-densd in E™ J‘,pontm orice element
positiv s € l'“'”!.-

-mp{ne :&oé a £ l}
de unde z C X ciici B sate o ‘bandi.Deci l'u'cl,lu- inclusiunea oon-
trard are loc ohiu'mxu'n omltho oarecars, .

Lema 2.Fie Z wn spatiu liniar reticulat arhimedian (o)-se-
parabil Insestrat cu o ¥epologie Patou.Dack S sate mijines tutu-
ror girurilor {W, }ne, ¢e veolnlitiyl Patou ale oz-uun,ou proprietad
tea W q+W, o C W, ,atuncd

el M, {- o € ff} W
D-!oustrqi .S% potim ou G aultimea din membrul drept al
egalitifii f1).Psntru a arfta cd G=2 este suficient sl demonatrim

o8 G este o bandd (o)-dens¥ in Z (a se vedea [9] 3Ps153) .
Multimea G este us subspatiu lipniar al lui Z,
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Intr-adevdr,dacd ri.ﬂwn ,(1:1.2) cu {W }nele \7
gi punem W, -w 'a) wz, atunci {l }n€ﬂ fnooi dacd &, € Fi .
(1=1,2) @i o( /5 € R,atunci notind F= h Wn.atunci
oL Byt /5:2 € Ft cdol F a(l’lf\la)
Multimea G egte evident solidd,deci G ests um lunpd;tu nor-
mal. .
Pentru ca G ad fie o bandi,este suficient ca
0‘: fl,é.eG(V’fGA)—-n? 8 €6 (2)
Cum-insd ne%m;iul Z eate (o)-upu-nu,wln ad prmpunu
fn (2) c& A =N.
Fie deci oésn f:ou 5, GG (V'n € §).Pentru orice
n¢ Nsé constder&n un sir {W“ },e' e & astfel oa,punind

F,= f'\ Voo (EM
gd avem b Iy ! S8 p\l;l acum
W= Q Wogr{dem
s- observd ol (w‘} jex€ Y ot o
M W, C M Wag=Fyo (Vn & §)
JEN ien
Punind IE pel!‘,avn FC rn,do unde I':C l‘l’ _li deci
%, € P ,(VoCH).Results 36 P'CC deot G eafe o bandk 1n 3.

Sd ardtim ci G este (o)-densd iIn Z. ;

S4 obgervim mai intii o dack nsﬁ W, ou fw 1 € e
atunci F esmte o bandh.Intr-adevir,decarece r esh o multime Fatou,
eate auficient sd aritim cd F este un a\;bspatiu liniar.Dar aceasta,
rezultéinediat,c!oi dac8 a,b € F,atunci a,b € Wn*l,Yné‘N,de unde
a+b Gwn,(Vn €N) deci asb € F.Cum P egte solidi,F cat‘o ug sueapafiu
liniar,

Fie acum 0< 3 € Z gl a&d considerdm o vecindtate Fatou
W a originii aga ca 3 ﬁ'.ﬂl cons iderdm un gir {wn} ;ICN £ _"7}

cu '1 =W.Decarece spatiul Z este arhimedian , punind r:(\w’
nenN
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aven Pur*? (lema 1) dect 5@ PLExietd atunci a € FL,a> o,
astfel ca,notind b=s A a,s¥ avem b) 0.Din 0< »<a siac -t
resultd » € F,deci 0(d» { 5 ou B € G,

Multimea G este deci (o)-densd in Z gi lema este demonstra-
tE.
m.n,"z un spayiu lioiar " -retioulat si {A' }' -
un gpir de submultimi solide care lctutu_ condifiile
(1) sa(0)-11n 5,,3, € Age(¥/n € 1) =5 3 € A,
(10) Ay *hg 1 C gy (VI ED

Fie ‘(.°n}n€l un gir (o)—dirguit de elemente din Z care
satisface condifia v ' o

0 10p € dpype (VOEM )
Atunoi '
Qia o )-e.et.. (Yaem R O)
ach N C
(Fl; og)=0y € Ay (V.l‘ em ) -

Denons tratie.Vom stabili (4),relatia (5) stadilindu-se
fotr—un mod aseminitor.Si notim balim o,

Fie n,m ¢ N.Pentru orice ki-{!.z,...,-} aven

i =0l éﬁ‘ o‘-c.‘ljé ‘MO..-QAN-_IC A

gl deci
n+m nem
04.-‘/-} og= \/ (e -c')é\/le.-o’| <
p+m=l ;
<S5 | 8441l € dpa
Rezultd o= —_—

ep= /\e‘ € Apyy (VI»I€')

So
sl cu conditia (1) din epuntul hui,pnniud b= ‘/\ o sdeducen
=0
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°n;‘n e AM]_.(Vnel).Prin urmare

| bn“-cnf <| % a~Cnenlt Io'“-e.' <

m+m -4

< hm-n"cn-mj * E , °3+1'°j'€‘n*u1"‘mlc‘n

de unde b, -c, € 4, §1 deci v—c €4 .
Teorema 3.55 presupuneam oi spatiul X esde (o)-'-mu
¢i inzestrat cu o topologie Fatou.Deck {:‘,‘}k A 8ate ua gir gene-
ralizat (o)-mirginit de elements did X gi :a(‘t}‘-%. n
atunci exist¥ un gir crescliter de indici {{l}l'él _aga oa&
x=(0)-1lim I . )
n " : * Fond 2
Demonstratie.SE considerim extensia wtlﬂ XadluiX Ba
este un spatiu liniar complet reticulat (o)-separabil.Insestrim.
f;.cn topologia Fatou datd de teorema 2.Ard deci loo O‘Alitnﬁn 1)
in care Zz;. )
~ Pie :z(t)-;u-:; oi lel < o,(VicA) .Fle.e € Fen
n ) OE‘A N
= {9, tar {W,} g € & (ou motapiile din iema 2).8e
observd ugor cd csistd un gir cresclitor de indici {d;} nc N e
oca x&“—x '...,3('_["5 N) deci
’d'fn" €V (V€N | _ (6)
b -X W BEW)
JM]. d‘he ne2? (Vlé ) . (7)
Punind a=lim xJ oB=lim z& 2n spaginl X gi {inind seama
‘ BEN T~ BEN &
de (7) , cu lema 3 avem
H[ng Woe (VoeEm) -
- De ajcivdin (6) reszultd

Hgo..{n.«l-l )+ (IJ;\“-I) (] '“10'.’1C wn

deci b-x € F.

Pe de alt¥ parte,avem 'd' € !’J'.(VJC-A) sde unde ® € Fh.De ase-
menea x & P+ clied | xl € ¢c.Deci »-x € F’Lsi cum avem totodat¥ B-x¢ F
resultd b=x.In mod analog se aratd o a=x,deci xa(o)-lhin e
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nn-ggigg 6.Un “‘lpltil lipier reticulat G al unui
.p.tiu lipiar reticulat Z se pumegte_subspatiu exact,dacl din
ACG .t din existeota elementului mp 4 in G resultd a=sup A
el ia spatiul 2.

Lema 4,Dack G esté un subspatiu liniar retioulat (§)-
aens al anul spapiu liniar reticulat arhimedian Z,atusci G este
wn subapatin 2o t.Dack G eate in plus _eot'pio‘t retioulat atunci
s este Wn subapafiu wormai, '

m stratie.Rate suticient a8 ardtdn ok deok iH 0mG
atw&a h- ar nt:iov/l};:tﬁl %oci. L) ’”5”?"‘8‘““ & é
s fst D GglscZaga
oa 0Z& L (VEeA)iCul & sate To)=diiti fa & (la¥ 2 edbd arhi-
median),exietd & € G astfel ca 0<a < s.Reultd 0<a ¢x;, viea
contradictorin. .

S8 presupunea nu ck G este ¢i complet nticullt.

Mo 0<a £3€6 o a € 20 .é. ;3 8102 o0cucq,
(vEeA). spatiul G fiind complet - reticulat,existk ¢ € G aga ca
na.'re fn G:Cum G este un subspatin exaot al lui Z,resultd '&' A e
i In Z2.1n conuoint& asc € G ¢d lena este demonstrati.

Dack 2 g1 Y aint douZ spatii liniare sopologice,o funotie
212 —Y ae spune oi este uniform continuli,dacd pentru arice
'vecinitate V & originii fn Y,existy o vecinitate W a originii
in X astfel ca t(li)_-f(lz) €V dack 54-3, € W .

Lema S5:Pentru oa o ¥opologle linierd T pe un spapiu
liniar reticulat Z,sd fie local -'o_l.id'l.nto necesar gi suficient.
oa functia f: 2 —> 2 datd de formula f(s)=s, ad fie wnifora
(T )-continuk, o '

Demons trati .Necesitatea gcmltl din inegalitatea

lag v ) £ladf, (Vap €2)

Reciproc,sd presupunem od £ este unifora (T )-ocntinui,

. Me V o veolindtate oarecare a originﬂ'gt Vl o vecinditate echili-
bratd a originii astfel ca V, +V Cv.n. de asemenca W, ,V, ,W,

(da. se962 fascz
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vecinitatl echilibrate ale originii astfel ca Vz-"zCIl.:lu
dip &b € W, ,88 resulte a_ -d. € vi,(1=1.2).si notém cu 3. aC 0=
perirea solidd a lui Wy.Avem V, C V.Intr-adevir,fie } siéle] eom
¢ € Wy.Avem gy ,o- €V, gl deci |o| € Wy. Din 2, ~(8, - Joh=
=leleW rezultd 5
z, =2y =(2 = i c|)+ E\rl

In mod analog,s.€Vy gl deci s € V.

Teorema 4.SE presupunem c# X este inzestrat cu o topologie
local solidd gi fie Y completatul lui X oa spaiu liniar topolo-
gic¢Au loc urmitoarele: ‘

A (1) (x)-Inchiderea fn Y a mul{imii X, este un con in

Y, ¢i in raport cu ordinea dati de acest con,Y este un spafiu
liniar rtticui’até-i&b&lo‘:lc,iar' X este un susspayiu liniar resi-
culat.

(1) Pentru oa X s¥ fie un subspalu normal al lui Y este
pnecesar gi suficient sa orice (o)-segment al lui X s¥ fie
(T )=complet. '

Demonstratie.(1) S& notim cu H fnchiderea lui X, fa Y.
I§t¢ evident cé H este un clin in Y.Fie acum y ¢ BN\ (=H) i

y=(T )-6‘12: & = -(‘E)-;;::“%n

ot .56.. € X «Atunci

(T)=lim (lé-l + ..' )=0
(5,59ea'x&"
1o spafiul X.Fie V o vecinitate solidX a originii in X gi
(&',)‘f')éA hAY asttel ca
(-il;l)z(& 5‘//) '% %l +'._“ cv
Din 04 IJ,_ o *,}'" rezulta atunoi
J 7[ — o€V
deci (r)-‘]_.eiz‘ ‘d" =0 fn X.Rezult¥ y=0,deci H este un con in spa-
tiul Y. -

Funoia £o1X—s Y datk de formla £,(x)=x_ eate
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nnifor-l = )-:c‘ontinul.Sputin-l Y fiind (T )-colpl.!,£° se prelun-
gegte in mod unic Intr-o functie uniform (T)-continuk £:Y —> Y.
Pont.m‘vorict Y €Y aven 2(3)=y, .Int_zhucvlr,ﬁ.c y= b -}?A:f
ow xc € X, (VXEA) +Din
r(:é- )"é' -(x‘r )-xd~ €x,.
rezultd £(3)-y C Y, hdeci £(3) 7 7 in Y.Avem evident g1 £(3)» ©
in Y.Fie uonl £ 3,0 in Y.Se pot conaidera dou¥ giruri gemerali-
zate {a J}EGA v 4 }J'eA de elemente din X, (avind acesagi mulfime
de indici 4 ) aga ca l-('f-')-li.n a sl l—y-(t)-}é: 'd‘ .Notind
o =a -»~ avem y-(‘c)-lu oJ- ;?.
a, ‘_‘(°r J=a, ;("_é' PR ALY
de unde,trecind la (T)-limitd,z-£(y) > O.Am aritat astfel ci
t(y)q'._ in spatdul Y.Deci Y este un spatiu liniar reticulat,iar
-X ‘egte evident un subspajiuv liniar reticulat.Pe de alti parte,
ipliéaﬂn ¥y — 3 filod uniform ( T )won'tlinul.topoloch lui Y
este looal aolidé (lema 5).
(i1) s¥ presupunem ci X nto un luhapaﬂn normal al lui- Y.
Fie 0K X € X gi {l‘—')séA un gir generalizat (T )-Cauchy de ele-
mente din X ou 0 £ iy <€ x,(VJ€A ) Rxiatd atunci y=(t )-11- 2~
fn spatiul Yel 0 < y<x 4n Y.Cum X- uto sudspafiu norn:l al lui
Y,rezultd y & X.
‘PFin urmare ,aenenml [-O.xj al spaiului X este(T)-complet
in X.Dack a,b € X gi a < ¥,atunci [a,b] =a+ [O,0-a] ,dect
[a.,b] eate (T)-complet fn Xi
Reciproc,sd presupunem oi ortcc (o)-segment al lui X este
(t) —complet.Fie 0< y< xC X ou y € Y.Fie 1-(1’)-11- X~ ou
0¢ x € X,(V5€ A ).Puten evident presupune O xa_éz v’treA
(o8ici fn caz contrar,inlocuim X, prin xJ.A x).Cu ipoteza,rezultd
Y € Y.Tinind seama c¥ X esate gi subspatiu liniar reticulat reszultid
c& X este subspatiu normal. o i
Qnrvagia S5.Se poate ardta cid ma X este Sinsestrat cu

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



e L

o topologie local solidd iar Y este completatul lui X ca spa-
$iu liniar topologic,atunci (T)-inchiderea In Y a unei sudmul-
'timi solide a lui X este o mulyime solidk fao Y.

Teorema S5.Daci X este Insestrat cu e topologle Fatou,
atunci orice submult{ime FPatou a lui X este (T)-fnchis¥.

Demopstratie.Sd notém cu &° mulfimea tuturor girurilor
{#,} gc n 49 veoinktiti Fatou ale originii in Z,cu proprietates
Wop1tWp 1 C W .S& pnotédm cu G mul{imea din memdrul irnpt al ega-
1itétii (1).Multimea G este (o)-densd in X (a'se vedea demonstra-
tia lemei 2 in care s-a arftat cd G este (o)-densd in Z fird e
folosi (o)-separabilitatea lui 2); -

83 prcsupunci cd X este complet reticulat,

Fie A o gubmulyime Fatou a lui X pi bxbe Tdhcl XE Gl
04 x £[x,[ atunci x € 4 cllel A este soliddi.Pie acum 3 € F
cu F= f-\wn . {w }nele S” .Pentru orice o € N existd
x, € N qa ca 3-x, ¢ W ;.Putem presupune 0< z, £ % (%o cas
contrar inlocuim x, prin Ix | A %) deci €T .(Vn € N).Cu

lema 3,no0tind 3= _g 'n 1avem z-%, € l ¢i prin urmare s-x € l
acK
(oicl x, £ x).Dar atunci 3-% €EPgioumdinx cFlgi s¢ rt

resultd z-x € ¥+ s,deducem X=x € A, :
An aritat deci ol dack e< 3 <x.7 ou X € G atuned
X € A.Pe. de altd parte,G fiind (o)-dens¥ fn X,existd un gir ge-
noralint{v,} de elemente din G apa oa 0< v.4 [x! .Deci
GGA %EA
ve 4,(WTc A ) gi 1o consecinti x € A,deci A este (T )-inchi-

-l.
DacX X nu este complst retiouht,vm considera extensia

Dedekind T a lut X,inzestrati ou topologia Fatou datd de teorena
2,Punind
~ ~ '
¢ = <
A s{,ex lj {’J}TGAC“ 0 & !;'N:l}
N
A este o multime Fatou in Tdooi este Iinchisd in topologia lui

f\/
X;Rénfne ai odservim ci A-2 (M b ¢
’-'1' 'Ya X este
(T )=tp-
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ochisd in Xs

Teorema este demonstrati,

Urmiitoarea tooremi -a lui .E.lhkn‘no. a fost Pedemonstrati
de C.D.Aliprautis gi O.Burkinsbaw,

Teorena 6,Dack X este un spajiu liniar complet rcucula{
si Lfnsestrat on ° topologie Fatou,atunci orice (o)-segment al lui
X eate (;C )=complet. '

Demonstratie.In basza teoremei 4,eate suficient s& ardtix:

cl X este un subspatiu nomal_ in completatul topologic Y:In acest .
scop,vém arta c& X este (o)-dens fn sudaspatiul normal Z generat
de X In ¥,Cu lema 4 va resulta X=2.

Pie deci 0K y<£xcXcuygc Y.Fle {"n}nen un gir
de veoindtiti Fatou ale originii fn X care-satisfac copditia
'VM1+VM'1 C Vpo(VDEN) .84 notldim cu W, fnchiderea lui vy o Y
sl fie yg w1~.sl considerdm un ¢ir generalizat {1‘5—_}5 A“ elemente
din X astfel ca 0lx £ x1,(VOEA ) gt y:(‘t)-llz x~ fn Y.Notind
ou W, fnchiderea lui V, fn Y,fie {4, }oex un 9ir de indici,asa ca,
notind a =x I sd avem . »

I8, € W8, -0 €V, 2. (¥ o,m € N)
Cu lema 3,notfnd ctlié_- 8., avem c-a, € V, deol y-c € W,

a € l).sl punen B= f\ V L

B-{: € &l:—c € E}
Avem B£P ,oficl ¢ & B.Fie d=inf B fn X.Deoarece 5 este

o dandX in X,avem ¥-c € E,Rezultd » > O c¥ci dack am avea b=0,ar
rezulta o € E sl decl y € '1.oontrad1ctoriu.
Fie acum 8, o vecinAtate Fatou a originii in X,cu §,C V.
Fie {ﬂn }n I B sir de v?qinitﬁti Fatou ou Sn*'i«fsml C §, iar
S, Vys(Yn € N).Ca g mai inainte,notind ou T, fnchiderea lui
8, in Y,putem g#isi ¢ € X aga ca y-e € Tn,(b’n € N).Rezulti,tot
ca mail fpainte,b-e€( ) B.l
: nEN
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Cu definitia lui ,obfinem » S gi deci
0o £ (’.—1)_’__( (o-y), €1 A
de unde (b—yl‘_ e Tl céici Tl eate solidi.Decarsce 81 a fost o vecind-,
tate Fatou oarecare a originii in x,oonﬂ.lm_ti in Vl-,rcnlti (’b-y)*_.e
deci b-y < O.Prin urmare O <» éy cu® €X ,deci X eate (0)-dens
in 2. ’ .
Lema 6.3 presupunem ci X este Inszestrat cu o topologie lo-
cal solidd gi fie Y completatul lui X ca -pay;m li'.n;u'topolot:lu
Dacl X este un subspabiu normal al lui Y,atunci X este (o)-dens in !.}
Demonstratie.Fie 0<y € Y gi "'(t)'}ie.A'J' ou OS%GX
(‘v‘c"éA),Puten presupune xc < 3, (Y F€A) olici in cas contrar fmlo-
cuim xr prin xd-/\y 51 cum X este subspatiu normal al luil Y,avem
3 Ay € XoAven deci 0 éxa.éy ¢l cum y > O,existd d, € A
agtfel i,"“’“ xJU> O.Spatiul Y fiind arhimedian resultd cd X este
(o)-dens in Y ( [91 ,pag.151). -
Teorema 7.Dacd X eate ifnzestrat cu o topologie Patoﬁ,
atunci X eate (o)-dens in completatul topologic Y al lui X iar topo-
logia lul Y este o topologie Fatou. . ' '
Demons tragie.Dacd X cat'c complet reticulat,atunci ocu teore-
mele 6 gi 4 rezultd cid X este un subspatiu normal al luil Y,iar ou
lema 6,X este (o)-dens inm Y, . . .
Dacd X nu eate complet ﬂ.ticulnt,ltunoi considerim extensia
Dcdok:l.nd"hx-’a lui X Inzestratdi cu topologia Fatou datd de teorema 2,
Spatiul’i,uta (0)-dens in completatul s¥u topologic Z,Dar fnchiderea

. /R

topologicd a lui X fn Z repregzinti omplatatui topologic Y al spa=
viului X,Rezultd cX X eate (o)-dems in Y, -

Fie acum ) o vaz& de vecindtiti Patou ale originii fn X,
Pentru orice VG'w;sﬁ notdm cu V' (&)-inchiderea lui V fn spatiul
Y.,Deoarece familia {V'l VGW}esta o bazi de vecindtiti ale origi-
nii fn spatiul Y rimine si aritim ci daci Vew—atunoi V* eate o

multime Fatou.Cu.obalrvatia S,Eulf;ii;';i.zv;-‘c'ato 80lid¥.Fie acunm

>
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{’J}EeA un gir generalizat de elemente din V' aga ca 0416.5T y
"$n Y.Pentru orice J €A existi un gir gontrll!.nt {.m}kej\m
elemente din X aga ca 0f &gy 1‘ Iy (dtoarocc X eate (o)-densd fn Y),
Cum V' este solidi iar y{eV' rezul ti urA V'O X Existd atunci
(ca 51 in dcmonstraﬂa teoremei 2) un gir generalisat {b }FE"‘
de elemente din V aga ca O S b€ 4 y.1n consecintd y € V's
Obgervatia 6.S8 presupunem od X eate ipzestrat ou o topo=
. logie local convexd dcﬁ.niﬁ de o multime {f)do seninorme Fatou.Fie
Y conplitatul topologic al lui X .i ‘pentru orice p & ? sl notdm
cu'; prelungirea prin (f )-éontinunah & lui p la Y,Dupd cum ", .
gtie,topologia lui Y eate definitd de :uuu de seminorme
(31veP}
) 8e poate ar#ita e! fiecare funcﬂonm P utc o seminorml
htu ol od
p(a)-up{p(x)loéx fwls x€ X} (7€ED
7.Dacd X este un spatiu- rcticuht loenl convex atunci to—
; pologia tare p(x" +X) eate o topologie htou.
Intr-adevir,fie A o submultime (t)-munul alui X gi
' pentru £ € xt si punem A -
' p‘(t)uup{lt(x)( l! € A}

Dupd cum se gtie, topoluia P(!r oX) utc definitd de mul-
$imea tuturor seminormelor p‘. i :

Orice nlinornl p eate evident solidi,Fie acum 0512 b ok 1’ E
in I‘ Dack m mi avea p‘(té- ) 'f“ p‘(t) ,atunci ar exista un nunlr
z> 0 astfel ca

Pt ) £ p,(:)-s ” (VEes)

Considerind un element pozitiv a € A _antrcl oca p‘(t)-E <
< £(a),girul generalizat {td- (‘)}SGA’“' convcrn- citre £(a) ceea ce
Ol‘ti contradictorius :
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§ 3.Unele proprietfti ale topologiilor T —Paton

Teorema 8.Dack X este un spatin lipiar complet reticulasg
inzeatrat cu o topologie G =Patou,atunci orice (0)-gsegment al
lui X este secvenyial (T )-comples.

Demops tratie.S& notém cu T completatul lui X ca spafin
liniar topologic si fie

z={ve !]y=(~c)-:16-'x.n x, € X,Vne ¥}

Multimea Z este un subspafiu lipiar rctviouht al lui Y,iar
X este un subspajiu liniar reticulat al lui Z.Vom arita ci X este
un snh‘spétiu pormal al lui Z.In baza lemei 4,8ste suficient sl
ardtim ci X este (o)-dens in Z.

Fie 0< 3< 7 cXou y¢ Z.Existd deci un .1r{i }nél
de elemente din X aga ca 1-(1‘)-11! x, s 0< x, $1,Y n € NyPie
W o vecipitate § -Fatou a or!.;ini:l In X astfel ca yg 2 gl sk
considerim un gir {W |y do vecinktdsi G -Fatou ale originii in
Zoou Wy=W gl Wy 4W, 0 O Wpe(Voe B 2

Se poate presupune o X, =X € W, o,( Y n € N)(In caz con-
trar putem considera un subgir convenakil al girului {W } en) +No-
tind a= lin xn scu lema 3 gi cu faptul o W, C w +(VY DEN) resultd

a-x, € W (vné N) .Cum yﬁ’l. avem & > 0O,

) S& considerdim acum o vecipdtate g-——htcm oarecare V a
originii in X gi fie {vn}nél un gir de vecindtifi ¢ -Fatou ale
originii in X,astfel ca V;=V gi Voe1*Voe1 < Vn.(\/n € N).S& consi-
derim un subgir -ka }ne N al girului {x }DEN asa ca

’kml"kn € Vp2o (VoEN
Notind h=1_:g xkn yavem 0Ca £ gi cu lema 3,avem »ex €V
n

cdici V, (C V.Rezult¥ b~y C V g1 cum (a-y) £ (‘l-y)+ rezulti mal
departe (a—yzl_é VeDeoarsce V a fost o vecinditate (¢ -Fatou a ori-
ginii,oarecare,rezulti (a—y)fC.Dec:l 0<a £{yocua€x,

Am ardtat astfel ci X este (o)-densd In Z gi in consecinti
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X este subspatiu pormal al lui Z.Fis acum 0<x G X gi {ln} RE N
up ¢ir (-T)=-Cauchy de elemente dim X,cu 0$§n$ x.Exist¥ atunci
ya('c)-l;n; x, in spajiul Y ¢i deci y € Z.Dar atunci 0<y < x fn
2 gi cum X este subspatiu normal al lui Z resultd y € X gi deci
segmentul _[D,x] este secvential (T )-complet.Pentru un segment"
oarecare,tinem seama de egalitatea: [a,h.,] = a+ EO.\.--] W(a<w).,

Teorema 9.Dacl I este un spajiu liniar ( -reticulat £nnltn,‘
cu 0 topoioch (0 ~Fatou,iar G este un subspatiu normal sesvential ’
(0)-inchis ,ctunoi‘ topologia cit in I_/G este o topologie ( -Fatou,

Yemopgtratie.Fie 1: X —> X/G lplicltilr canonicd gi V o -
vecinitate  -Fatou a originii in X.Mulfimea V= 1(V) este solidd.
Intr-edevir, dack {1(x)j< Fl(y)l cw y € V,atunci punind

_ s=(Chl ) vV IIAIxI
avea -l sl £ 3 deci s € VeDecd,din
1(s)=((-l 1nhv 1)) Al 1(x)]| =1(x)

rezulsd 1(x) € v .

Fie aoun 041 4t X o X/G unde. { }nel este un gir de
elemente din V.Punind x xl(x ),x:l(x).pntu presupune 0% x, Lx cu

x, € V,(Vn € §).Notina a-l}.n X, ,avem a GV, de unde
AN
x: \/xnzlil x =a=V"
R €N pe N
$l teorema este dononstrgt!.
Observatia 8.5e poate demonatra of daci X este inzestrat
cu o topologie ( ~Fatou (saun ?ntou)vatunci topologia cit in X/G
este o topologie U -Fatou (resp.Fatou)s

§ 4.Unele proprietéifi ale topologillor care satisfac
conditia (Ao).

Teoréma lo,Dacd X nétc fnsestrat cu topologie local solidi,
urzdtoarele conditii aint eshivalente
(1) Topologia lui X satisface condiyia (4 ),
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(i1) Orice gir (o)-miirginit gi ortogonal de elemente din X
este (T)-convergent ciditre O. ‘
(111) Dack wn g1r {x, }, ¢y (o)-mirginit de elemente dto X
mmproprictatca cd pentru un anumit mcl are loc egalitatea

1/_\1 hdil =0 oricare ar fi numerele paturale §; < 42<... <dgs
atupci (T)-lim x,=0.
”

Demons tragie. (i) = (11).Pie {x.}ne § uo.sir ortogo-
hal de elemente din X gi lxn[ £ 3,(Y o€ W) Punind
> m o
KDNLARLVAEN
i=1 i=1
avem 0<y, 1 #ly, <3,V o €N.Cu (1) rezultd off girul {’n}nél
este (T )-Cauchy.Dac¥ W este o veciniitate solidX oarecare a originii
atunci existi n, € N aga ca A € W dackd n,n»no.hind B=n+l
rezultd |x,|C W dack n ng sl decl x, € W dack ny n .Prin urmare
(t’ )—11. X -Oo
7 (11) = (iii).Afirpatia (1ii) este adeviratd peutru m=l ip
daga lui (ii),S& presupunem ci este adeviratd pentru un apumit m gi
fie annn{ }nén un gir (o)-mirginit aga ca h\ [x: [=0 aack
=, b
4 < <<, Putsm evident presupune x, 7 0y VoegN.Fie d € X,
aga oa x, £4,Yn€EN.
84 punem acum =08l 4
1 4
y=(x 0> x,- La) (@ZneN
~n 0 T i n T ’
Se observi imediat ci 0L I £4,YnEN,
Sirul {’n ‘ngN este ortogonal.Intr-adevdr,este suficient

8% tinem nm c! dacd 1<n<m atunci.
% ’.g( i x = Z—l ’1 1d) <( —ﬂ— L{ Si-ln- —zd)
m—=4 ~— . n_{
1, > =Y
‘4 ('i d- 12;1 xi-x ) 3 d+n§i ’1"n?,.=(xn'° %,1 x4= id)»

. Ca (i1) rezultd (T)-lim y, =0,
. n
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Mai departe,si definia 11-0 [

n=4
n.-(ant)/\:.. (2€necm)"
1'1 & v L -

e 1 £ 4 < 3,<e+e <y ou §; € H.Dack §;=1,atunci
evident ﬁ n‘iso.u'cutl egalitate are loo yi dack ;7> 1 decare.
- =, -

Q .31 é (‘1 a’i)Ai( {.\1"‘) < ‘1 %:1 k=1 .k>_,”\ ’1

Prin dpotesa inductiel resultd (T)-1ia s,=0.
Faptul od (t')—l‘a.\n x.-o royultl acum din inegalitii§ile
0L Xy L Ipe8,e %— 4, (25}:(!) ’
valabile datoriti: egalithyil
B err(n 2 age g DA,
-(cﬁol pentru orice a,» G X avem h(l—bz‘_é_(l A¥)

L M= U.Me0< 3, Lyelx, £ 7,(¥og X) 91 a8
presupunen cf girul {xn} ngH pu este .('c)-cinohy.nntll atuno'i .
° »noinltlto Va vu'-!.g:!.pu #i .un subgir {?k;}ngll aga ca ,knu-
dk.¢ W,(\VnEN) . Fie '° ) vgoin&gnto g0l1di a originii aga ca
WoW CWelfiem €N aga oa. % y E-O.Sl notim 'nqkn si s& punem

| . ’:;’('nd"n" % Yy » (@EW
Bvident 0 <y, €3, VoeR. )
S¥ considerém acun m pumere paturale 3 < i2<... <3yoNo-

tind .
. .
Ct/\ ,1
1=1
aveRn
A -5, -3 =@A ly 8, -3, )y >
€ Ei (.“hl 4, ::)" {=1 (@ Pt TOONCE M

Y, A =0
e 12:11"1

de unde €=0.Cu (iii) rezultd ( T )-lim 3, =0,deci existh n EN aga
; n
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ca y, €W, dacd n 7 n,.Dar
£ne17% € "("7’ 'e) _
cdci (folosind iardgi identitatea ae(u—h}‘ul\h) avem

1
204172 Ty (B4 1720 o JEW W,

dacd n)), Ege

Am ajuns astfel la o contradictie,

Teorema 1ll.Fie X un spayiu liniar rltﬁiculat topologic iar
Y completatul topologic al lui X.Dac¥ topologia X satisface condi-
tia (A ) atunci si topologia lui Y satisface conditia (‘o)‘

Demons tratie.Fie 0 < Y, Il Wy, Zy,(¥neH) tn apayiul
Y.Notind z,=y-y,,avem O L3, J i este suficient s¥ aritim cd
{z } pc N ®3te un gir (T)-Cauchy.Pie deci W o vecinktate solidk
a orizinii in Y.Fie {W }neﬂ un gir de vecindti{i solide ale origi-

pii in Y astfel ca
Wi+l el C W (8)
Vet 1 C Wn.(Vn €M (9
Deocarece X este (T )-dens¥ in Y,pentru.orice n e N existd
un element pozitiv x, € X asa ca x, € W, ,¢5, .Punind a = /\ x,
aven 0<an J fax §1 prin urmare {c }neﬂ este un eir
(T )=Cauchy.Bxist¥ deci 0, € N aga ca a-a, e_wl dacd m,n}) Dye Dar
M

. lag-2, | £ 12='1 | gosy ) (10)
cdel .

a -z,= 1/\1 X -5 Lx o=%n Z.l xi""il
iar

"

n n ot
zn'an="‘n'/\ x1.=\/ (’n""i)sv (‘1"1)52 ‘xi"i]
i=1 i=1 i=1 i=1

S& Yinem acum seama cid fxi-zd € Wy, sl deci o ( ¢)
Z-' 172 | € oree sy, CWy

Cu (lo) rezulti ('an =z €¥ (V0 ¢ N).Aven deci pentru m,n3n,
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(folosind (8§))
[ama 1€ laaaale | ap=g)+ loyagle ¥
deai {sn} pe N 09%e w0 gir (T)=Camchyy
Teorema este demonsiratd.
In dlﬁ.nitn uralitoare se noteazs ocu No(A) sudspajiul
normal nncnﬁ de o multime A CX.

‘Definitia 7.Dack X eate innltrlt cu o topologie li- §
niar¥,0 submulfime A a lui X se zice ci este gvasi (o) -precompactd 3
(ronﬂ(o)-ggoongﬁ %8) ,dacd pentru crice vecinitate W a originii,
existd un element poszitiv x' €X (rub.x € No(A)) astfel ca
ACW + [=x,x]
Lema gi teorema care urmeazi au fost demonstrate re-

cent de M.DuRoux [11].

Vom nou ocu co(B) acoperirea convexi a unci multimi

B. v
' Lema 7.Fie Z mn lubspuv:lu reticulat local convex 01
B o submulfime solidl g¢i (T )-lircinité a lui Z ou proprutltilc
(.1) orice gir ortogonal de elemente dic B este ( T )-con-
vergent clitre O :
(ii) orice gir orescitor 91 (=) =Cauchy de elemente posi-
tive din oo(B) este majorat. . .
In aceste condgtii mltiica B este (o)-precompacti.
_ Demgntra;ie.i)ac! Beste (o)-precompactd , atunci fie W
o vecinXitate solidl a .origiuii astfeél ca,pentru orice clofunt pozi-
tiv £ € No(B) s¥ existe un element positiv y € B ou € W [-2,5].
In particular (y-s)_*# W c¥ci (y-s)+ =y=-2z /\ y.Prin inductie,rezultd
cxiatcnta upui gir {énen de elemente positi_vo din B astfel ca

(Yger=2 1,,§¥, (Ya €N

g n o
Sirul {12 —:1- ,1}nen este creacditor gi elementele sale sint
: =1
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fn co(B).Acest gir este (T );Cmchy(clct multimea co(B) este
(T)-m¥rginit¥ 3i deci girul este T -l!rzinit).Cu conditia (ii)
existd un majorant z, al girului.Notind

a=Tpe1~" :: ¥5s 3p=(ay- —3)4_ ,» (nE W
avem z, € B, ( ¥n GN)-céei 0 <z, é(an N < Yne1 € B,Dacd l>ll,lhlll°i

1
1-1::’ & - (ag), L( ’ml"’ml)-g.* (;.T' P 7»1'_’n+1)+ <

<L +“IIZ_ )=(-L‘)'_.

= (2"’° . =% 7n+1{- & I

de unde rezultd zj _LG.Dnr din relayiile

1 .

z,+ -;is‘,)/ (&')+ ¢'
1 i

rezultid z,+ ;5 z, f' ¢l prin urmare girul {‘n} nEN ‘nu eate

(T)-convergent cditre O,contrar conditiei (i).

Observatia 9.Conditia (ii) din lema precedentd este fnde-

plinitd dacd Z este ( —)-complet, ;
Teorsma 12.Dacd X este un spatiu reticulat local convu.tops

pologia lui X satisface conditi_a (‘o)' dacl gi numai dach orice subd-
multime ovasi (o)-precompactd a lui X este (o)-precompacti.
Domonsfra;ic.ﬂl presupunem ci tqpoloc.tn lui X gsatisface con
ditia (Ao).Cu teorema 11 in completatul topologic Y al lui X,topo-;
iogia satisface de asemenea condifia (Ao).ne A o submul{ime cvasi
(o)=precompacti a lui X gi B acoperirea solidX a lui A in spatiul Y.
Multimea B este cvasi (o)-precompactid in Y.
_ S% aritém acum ci orice gir ortogonal de elemente din B
este ("C)-convar:ent cétre O,Fie deci {in }néN un sir ortogonal de
element$ din B,Putem presupune 2,7, 0 cici B este 90l1di.S% conside-
rim o vecinditate oarecare W a originii in Y gi fie W, © vecindtate
801id4 a originii fn Y aga ca '°+W°CW.lﬂu1',‘1mn B fiind ovasi (o)-
precompactl,existd un element pozitiv €Y aga ca B c;w°+ [-z,z] .In‘

A

particular z,~2,A3 € W ,(¥n € N) (clci dack 0<yEB atunct f
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existh 05 a € W, aga ca y £ a+s de unde 0 £ ,—1/\!:(’-!)"._$I.€'°)s
Pe de¢ altk parte,topologia lul Y satisf¥oind conditia (Ao) (fa
vaza teoremei 11),rezultd ol ('c)-lh sp/\ 3=0 (ou tecrema lo).Fie
deci n € N aga.oa s, ASEW, dack n), or-Rezultd

. =S A S+(5 -5, AS) EW W C VW
dack n)/ng,deci Ct)-l&l £,=0.Cu lema 7 g1 Chservatia 9,mltimea B
¢i deci g1 A eate (o)-precompactd in Y.Rezulth of A este (o0)-pre-
compactd inm X. ' - ]

"Reciproc,sdi presupunem od orice submultime ovasi (o)-precom—
pact¥ a lui X este (Q)Qpr.éo-p;ant& »Fie {xn}nel un gir nrtogobl}
¢i (o)-mirginit de elemente pozitive din X.El este evident ovasi
(o)-precompact gi,prin ipotesd,rezultd ci este (oi-prcoolput. 1
considerim o vecindtate oarecare W a originii g¢i fie
0<s € No( {x.l REN}) astfel ca x,~x A s -e'k(v b € N).Existd
0& €Ry §l 9y € N,(121,...,k),a8¢201 ca .512‘3;&1:‘1.:_:«1 dack
n)li,(i.-l,....k) satunci x A 3=0 g1 fn consecinti x, € WoAvem deci

-1*‘- x =0 pi cu teorema lo,topologia lu:l X satisface oonditta
(45

" Complements ’)
1.8¢ poate demonstra ci un spa';:lu uniu reticulat -rhimdi-
an este (o)-separabil,dacd gi nmi dacd orinc submul{ime orto:onal!
#1 (o)-mirginit¥ a spayiului este col mult pumirabilX.
" 2.Un spatiu liniar reticulat. 8e zice ci eate 0 -lateral
oomplet (resp.lateral complet) dacd pentru orice gir orté(onn
(resp.orice mulfime u-togonél;) de elemente positive,existi margines

lnpcriou-l)tx)

T ———————— -
X) Amintim o topologiile liniare ebna_idcratc in acest articol

se presupun topologii separate.
X%) Um 4paties Lomiar cWLeZ‘Adcacfal‘ care enle beleral
tan,aeet a /od‘ Nt Gn [10] dpafic mazimal, :
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- - Spatiuf 11ntar B2 fnsestrat cu ordinea lexicografiol,es-

%6 un exemplu de spatiu liniar retioulat lateral complet,care nu

este arhimedian.
Spatiul lipiar al tuturor funct{iilor réale misurabile (L)

definite pe un segment ta,ﬂCR,oén uti spatiu liniar ¢ -reticu-
lat gi (f-lateral complet in raport cu ordinea punic tualk ,dar ou
este Tifch complet reticulat,nici lateéral complet. ‘
A.I.Veksler gi V.A.Geiler| 30] au demonstrat urnltcarea
propozitie ,rédemonstrati apoi 'po 6. cale mai n’ﬁplﬁ de 8iJ.Bernau
[e]. . - s
Dach % et ub spabid liolae réticulad arbluediad,literal
complet ;atunci orice wandi a lui X este o components .
3.Urilitearele rezultate au fost atabilive de D.H.FPremlin
[13] pentru spafii maximale pi generalisate de C.D; Aliprautis ¢i
0.Buhkinshaw [5]. :

Dacl Z este un spatiu lipiar reticulat ¢ -'latardi complet
atunci existd cel mult o topologie Fatou pe Z gi aceastd topologie
este (J)-cotitinui. ' ’

Daci Z este ua spatiu liniar reticuliat,lateéral complet,
inzestrdt cu o topologie local solidii,atunci pentru ca aceasti
topologié s& fie metrizabild este necesar 11 suficient ca Z ad

"fie (o)-gepardbil. Ve v
4,Pie X un spatiu reticulat loc;l‘(cu topologia T )

¢i a% motds ocu lﬂ(x.x‘fc ) topologia local convexZ definitd de
tnilla{p! }!EI"{ a seminormelor de forma
‘ =l 2l gz ,xedD
8e¢ poate ariita ci pentru oca topologia T a -spatiului X
-a8 fie (N)-cOntﬁui,ntn necesar gi suficient ca topologia
Lol (I,I_’E) 8% fie o topologie Fatou.
S5.Dacl Z este un spatiu liniar ocomplet reticulat,atunci
orice element z € Z ae reprezintd In mod unic sub forma z=y+a,unde
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y'eato un element difuz,iar a un element atomic ([?] Cap.V,§ 2).
Fie Z un spatiu liniar complet reticulat famestrat ocu
o topologie loeal convexd,local plind gi (&U—continu!.Un element 367(
din Z este difuz,dacd si pumai dacid pentru orice seminormid monotoni
39 Cc;-continué p pe Z gl pentru orice pumdr ¢ > 0 existd cloncnts;
le orotogonale Jy,Jpseees¥, 294 ca 214 7=y, lar :l! p(yy) £
(a se vedea [ﬁ)).
6.Vacs Z este un spatiu liniar,o funoctlonalld ptZ2—>R,
8e pumegte geeudonorml,dgcﬁ p(:1¢xz) < p(51)+p(12) '1°l§?f(d~')=°‘
0 pseudonorm#i p definit¥ pe un spatiu liniar reticulat Z se sice od
este_solidd,dacld Izllél :2[ B p(zl)f;p(sz).o topologie local so-
1idA pe un lpaViﬁ liniar reticulat Z este definitd de multimea pseudo
normelor (T)-continge gi solide,adicd pcn¥ru oric"vocinltato w
a originii,existd o pseudonormd f:/-continul 91 80lidl p pe Z astfel
ca 'zez\ p(z) < IBCW.
O pseudonormd p definitd Pe un apaviu liniar rctioulat Z
g6 pumegte pseudonormd Fatou,dacs sste aolldﬂ gl daci:
0<s &car gz => p(z )1‘ p(z). O topologie Fatou, pe un spajiu
lipiar reticulat 2 este definit! de multimea pseudonormelor

Fatou,(T)-contibue,

7.Se¢ poate arité cd dacl i este un spafiu liniar reticulat
topologic (T) -complet,atunci peﬂtru ca topologia 1u1'Z sd satig-
facd conditia (A° ),eéta necesar gl suficient oa topologia lui 2
g4 fie (W)-contioud. ' _ .

Cu teorema 11 (din prezentul articol) rezultd oid dac: ¥
este un spatiu lipiar reticulat topologic iar Y este completatu’
topologic al lui X,atunci pentru ca topologia lui X si satisfaci
condifia (AD ) este necesar pi suficient ca topologia lui Y s¥ fie

(W )=continui,

(da. s8[382 fases
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PROGRESE RECENTE IN TEORIA OPERATORILOR :
’
_ DEFINITI PE LATICI BANACH.

de Constantin P. Niculescu

Seopul conferinjei noastre este acela de a face o trecere
in revistf a cltorvs rezultate mai rcprczentptive objinute
dup8 1977 tn teoria operatorilor defini}i pe latici Banach.

subiectele ce vor fi dezbitute sint urmitoarele:

1. operatori con sbsolut sumabili gi majorizanii
.2. Operatori compacii definiii pe latici Banach

3. pperatori continui In sensul ordinei.

7o aeminerul profesorului R.Cristescu,desflgurat ls Fa-
ultetea de motematic¥ din Bucuregti ;au fost deja tratate
subiecte adiacznte precum comportares operatorilor p-abso-
iut svmabili definifi pe latici Banach,  ::-teoremd de struc-
curf a operstorilor slab compacii ete, m&tiv,pbntru care

u vor mai fi meniionate gi aici.
-autorul doregte s% mulijumessc# colegilor Asl.Leonte gi G.

Turcitu pentru sprijinul acordat in redactarea. prezentei

conferinje. j
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1. Operstori con ebsolut sumabili gi -sjofizan;i

Schlotterbeck (1(] a remarcat c# laticile Banach de
.tip 2L gi AM se pot caracteriza prin comportares (din
punctui~de vedere al sumabilit#jii ) & girurilor de e-

lemente pozitive disjuncte :

(AL} O letice Banachk este izomorf# cu un Al-spaiiu

dack gi numai dacl orice gir (slab) sumabil de elemente

pozitive ,disjuncte dou# cite douli,este absolut sumabil,

(4&M) O latice Banach este izomorf¥ cu un agN-spatiu

dack gi numei dac¥ orice gir normic convergent la 0o este

o - mirginit .

" Analogul operatorisl sl acestor rezultate 11 r;pro-
;inta studiul (ini;i;t dessemeni de séhlotterbeck ) ope-
ratorilor con asbsolut uumsbilivgi majorizaﬁ;i.

Fie L o lstice Banach, X un spaiiu Banach gi T

uUn operdtor TE€ ;s(L,x) se numegtgogbeolut sumabil
daci transformX orice gif sumabil de elemente pozitive
fntr-un gir absolut sumabil.

Un operator Tg¢ x(x‘,l.) se nux.negte magorizant decH
trensform¥ orice gir normic conv;rgent la 0 intr-un gir
o -mirginit. .

T este .con. absolut sumsbil (majorizant) dac¥ gi
numai dac¥ PT* este majorizant (, con absolut sumabil),

operatorii con absolut sumabili edmit fastorizéri priﬁ
AL -spatii iar cei majorizenii prin aM-spatii.

In anul 1977 Certwright gi Lotz au caracterizat sceste
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clase de operstori folosind girurile disjuncte .Rezulta-
tele lor sint in particular importsnte pentru evidenjierea
de noi tehnici de disjunctare.

1.1 LEMA.Csrtwnght gi 1otz [ 31 ). Fie L o latice Banaeh,
0Od' €L (k=1,2,...,n ) funcjionale disjuncte, 0s X €L

(k =142,400.,0) §i £ > Ovatunci existd elemente disjuncte

dge [0,x,] estfel cd ,
, anlx -4)<e

pentru orice k = 1,2,...,n0,

pemonstrejie.Considerim sici numei cazul n= 2,cazul gene-

ral rezultlnd prin inducjie..Fie x = x; V' x5 .Deocarece
dty W d'yix) = @ ,rezultB cE existl dou¥ elemente poziti-

e w, giuw, uB sstfel ck x = ek, o8l
df () + df Cu-,,)c% ;

Tle w3 Ug - Uy AU, gi w, = Ug-uty AUy  .atunei
7

L2 Fas v, 3’0, 1, e 0,21 gi J’4 (x-w,):d:(u‘-ytl‘i\u&)s
€28 )< € .malog a0 x-w,)<E .Fie g =
=x, Awe . k=1,2. stunci d,Ady=0,d, €[0,%,]
sl %y =y = (AR, Wy )* & X =Wy sastfel ci
0 (x; - dy<€pentru k= 1,2. @

TEmE. (Cartwright gi Lotz L7 ). Pie L o latice Banach,

ixly © B, g i'vljk Lol A un gi: de elemerte dis-

Sunctes estial ci’ Z drplx) =00,

Atunei existd un gir {e"k}k el k de clemente disjuncte
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- ?
astfel ci 0 € 4 € x gentru orice k gi Z J-.g (dg)EOO.

Demonstrajie.Fie u = Z 2"(( . . .Conform teoremei
. + U,

lui Kakut‘:-ani de éeprezentare a spajiilor de tip AN putem i-
dentifica ide'alu'l L, ¢ inzestrat cu norma { llt )jen un
.spatiu (C(S) cu S compact.Piece x, de interpreteazs ca .o
functie 1, € c(s) gi - fiece. d‘k 'se interpreteaz ca o mi-
surl My € C(SI, .l§a;.u~ile = #x sint mutual
disjuncte gi Z .v‘n.w «Fie {A h un o deacompunere
elui W in pirii finite gi disjuncte sati’el c |AJ, iz1
pentru’ orice j. , unde E Vi ) .Inmulnnd .cu cona-.
‘tante poz1t1ve convennblle,putem chiar presupune cH ﬂl,,l!d
slrul \)‘,}* fiind echivalent cu baza natural¥ a lui 43
un cunoscut criteriu de slab compacitate a8 1u1 Grothendieck

ne asigur¥ exiastents .unui S,.__)O y @ unui subgir {Au“’h gi
a unui gir de elemente disjuncte , gj € Cc(s), astfel cH
o< &; < ls

" ) . . :
. Intrucit Z} Vg (3‘,) )“& (8-*)>S

pentru orice j .Fie Bj = Add
Lema 1.1 ne aaxgur§ exutenta pontru fiace j l unei femilii
disjuncte de funciii hketo,ga- (k € Bj) astfel cH -
pa vk(e‘g)>8 -S4 punem h, = 0 pentru k ¢ U BJ‘- .

Atunci = vx(e\lt)Bw deci Z Fr (fgf‘,‘.)m)o gi pu-

tem lue 4 = fh, , k EN- B
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1. 3 LEHA. (Certwright si Lot: [‘t]) Fie I un ide2l inchis

in laticea Banach L gi fie cP: L «——Pp L/T surjec ia cano-
aic# . Fie ‘xk}k un gir de elemente din * gi f'k}k

v _gir de elemente disjuncte dinm I/T astfel ci 0 £ v QQP(XK)

santru orice k .Atunci sxist¥® un gir de elemente disjuncte

¢
',‘ dk}k tn L %

Pidy) = v -
3i : -
08 55
ssntru orice k % = » .
pemogstratie. Inmuliind cu constante pozitive convenabile
tem presupune ci b2 | ik i< e0o.Pentru fiece k alegem un
-, € :Q, xk-] relt ‘ (f(sk) = v gi punem a =z -
LN A (C Z :-) . Avem
d#n
ssdy Ad; S@e-2eAZ)A(R -RuAY ) =0
g dec} olementele dj' sint disjuncte.Este clar ci dkeE,xk]
o, ’ . . )
@ lde )= PRY)- PRy A ?_(&%‘z&) =v ®
l.47mma (Cartwright gi Lotz ['f] ).Fie L o latice Banach gi
”a}k un gir nermic méiginit din care n+ste O-mirginit
aiel mcer tn L7, ) :
stuncl exist¥ un gir de elemente disjuncte d tn-L,

0¥4. g = -u.\:m«f.z a»—wham\-i'tml.!

Demonstratia.considerim mai $ntii cezul cind L este un
spagiu nix, T ’ }L ) ca r;a) € 80 . Fi: x*(t) =

P ox €ty , Lt € X.Funciia =®  nu este integrabili.

ca
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Fle X, = { tex; !*(t) <oo_} .
cohsiderSm cazul cind ’L(x\ xo) = 0.gi punem By =
. *({ . v e
ALeXy3 X @)X (-1} gia =3 \ B, pentru
K el d
fiece k .Mul}imile &y sint mutual disjuncte gi pe X, = 2

=\J 3, ‘evem. _ sup ka(¥) xA“(t»x*(t)-{ .Intrucit
functia - nup xk&,)x“ ({) nu este intagrabil¥ ,putem lus
8 = xklA e L R

In cazul cind '1 x\ xo) > 0 vom observa ck deonr\ece
girul {xkkk este normic mirginit ., muliimea i\ X, nu-
poste conjine nici-un atom. Atunci exist¥ o funciie m¥surabi-
18 gi pozit.ivﬁ h pe X a#stfel ci h(t) =0 pe > éi
fhap =oo .slegem 4, = x A n -
_ Revenim la cazul general al une:. latici L.Deoarece g:.rul
{Ik}k nu este o -mirginit in 1" , ,'exutl un X'GL'* astfel
11 ‘ ) '

n
sup TN B = oo

Fie uy imaginea cenoniclf e lui Xy in AL-spatiul (B",x').
Alegem un gir {vkh_. tn (B",x') - de elemente disjuncte
care sf nu fie majorat éi 0 <'k <lk pentru orice k.Deoare-
ce x' este funct:.onal! o-continu! pe h’ , etunci E"/I este
w ideal o  (B",x').sm motat I ={zre ¥ |=|. =) = o}
Conform Lemei 1.3 exist¥ un gir y" tn " fncit 0Ly "k € X

gi imaginea canon1c§ 8 lui Al tn (E",x') este VyeAven
5 «) = vz (x’)-l\\/‘v .
K=t

B *
§i conform Lemei 1.2 exist¥ un gir de elemente mutual disjuncte
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L i
x', € [o,x'] tnclt 2. 3.‘ )= 00 ABem deasemeni
Z- x'(x,) = oo gi o noul aplicare a Lemei 1.2 ne
d% un gir {dk}k de elemente disjuncte din L, ca’
0<£a €x, pentru fiece k gi Z )(:‘ _(J‘)=n.neoarece

Lo l’(k\?‘ de) = Z x'(dy)= 00

o0€x', £x' rezulth

gi deci {dk}k nu este o-mirginit fn L". W

1.5 TEOREMA(Cartwright gi lotz[%]).rie L o latice Banach
gi X .un apaﬁu Benach. . '

(a) On oper#tor * €X(L,X) este con absolut sumabil dacH
gi numai dack 2. W T(x) ) \ < 00 pentru orice gir sumabil
de elemente disjuncte x, din I . )

(b) Un operator re.t(x.L) este majorizant dac¥# gi nu-
mai dapﬁ pentré oric; gir {"k‘!k convergent la 0 In X gi
orice gir *xk}k de elemente disjuncte din L ., cuosx ¢
< (Ttk | (x€ N ), girul {xk}k este slab sumabil .

Demonstrajie.Partes de neceaithte este clarf.Suficienja
1s punctul (b) rezult¥ din Lema 1.4. '

Fie T¢&&L(L,X) un operator care transformX orice gir
sumebil ‘de elemente disjuncte din L, Intr-u.n'q'ir absolut ‘
sumebil.Vrem s¥ arit¥m c& T este con ebsolut sumabil seu,
ecl{iva_lent, ci ?' este majorizant.Intr-adevir, presupunind
contrariul ar rezults din afirmatia (k) existenja unui gir

{z'k'fk convérgent la 0 In Xf ,a unui gir lx'k}k de
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elemente disjuncte din L" care nu aste slab sumabil dar
0 € x'y s\r'l'k\ (k. € N )oAlegem x € L* tneclt
. Z x'k(x) = €0

. . }
Din Lema 1.2 rezult® un gir de elemente disjuncte x € [o,x]
tnett T . (X, )= 00 .Rezultd z \r-g‘\ X, = 0.
Der - ’ -

IT ‘h"ﬂc‘ wp { TR (505 L € C-xw, %1}
gi deci pentru fiece k exist¥®  elemente Yy € [-%Xx> 1!&1

incit z ,"k( nk} = 00 , Aceasta contrasice ipotesa
cici girurile 'iﬂ;;lz:} gi {l\ L :;} sint sumabile
gl disjuncte fa gi ;
Zlrcmvo| ¢ TUHXEATYE <
< TULLITRI« i iyl »
Din Teorema 1.5 rezultd noi c;rncteriz!ri sle laticilor

de tip M : '

0 latice Banach L este izomorfX cu o latice de tip AN

dac¥ gi numai dac¥ . orice gir de elemente disjuncte gi pozi-

tive ,normic convergent la § In'L este o-mirginit tn L".

0 latice Banach 1 este izomorf¥ cu o latice de tip AW

d888 si numai dach orice gir normalizat de elemente dis-

juncte din L, este echivelent cu baza naturalf a lui ey -

Pehnicile de disjunctare permit ine¥ demonstrares gi
s altor rezultate ca de exemplu urmiioerea precizare la o

t20remd & lui Bessaga gi pelczynski :
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1.6 PEOREMA. Fie L o latice Banach sstfel cZ L® con}jine
o sublatice izomorf¥ cu c, . 4stunci I conjine o sublatice

izomorfH cu .
Demonstraetie. Conform ipotezei exist¥ un gir {d't}k de

elemente disjuncte din L', Alconstsnte m, B > O astfel
»

cB pentru orice femilie de sceslari }s‘,..., An ’
avem
‘_ mmx‘lkltnza d‘ u<MW\ARl
exists dr = oup d, €1 i Rall§ mrie 4>e>o.
Pentru fiece indice k dlegem cite un element x, € L,
tactt Bx €1 gi ar(x) 3 a-g) N a na(a—ew-
Conform demonstratiei la Leme 1.2 ,pentru : > 0 exist¥
un subgir {d'nk} & lui {d'ktk ?;un subgir de elemente
dis juncte {dk}k C L 1inrecit o €4, ¢ xnk gi
a nk(dk)) b3 &"'k (‘znk))S(q.g)m‘ pentru orice k .Atunci
pentru orice’ fami]_.ie finith Z“A‘, “')An GR avem

Z el IZndel = 1Z A 1de 1>

» & (2 Duldd) >

T | x7(de) 2

w3i-€) 1
— 2 P

ceea ce implic¥ faptul ciX *dktk este echivalent cu -

baza netural¥ a lui ~e4 . B
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&.OPERATORI COMPACTI DEFINITI PE LATICY BANACH
[ »

Pr.inc:ijalelé rezultete objinute In acesst¥ problemstich
se datoresc lui Dodds gi Fremlin [€1 gi alipreatis gi
purkinehew (41 . Ei propun reslizarss operatorilor com-
pact{i dintr-mn produs de trei dperatori cu diferite grade
de compacitete . v A ‘

Fie E. ~lstize Banach , F ..lstice: Banach git e
L (E,F) .

spunen‘ ci 7 este aproape o-m!rgi;:it dac¥ pentru orice

€2 0 -existd un element u € F, astfel ci
= € EB(F) + [-u, ul pentru orice xé& B.
Am notet cu B(F) bula unitate a. lui P.’
Spu'nem ci T este (05{01)- e compaét dac¥ toate compune'ri-
le nx,."_’,‘,x I.gpie(r,r)sint ¢ fracompecte § }6°| semnifick
topologia dat¥ de seminormele y'“'l) cuy'€ F',

Spunem c& T este aproape _@bsolut continuu dacl
pentru orice § »0 existd un  x° & E', astfel Inecit
n'l".‘SE“*“* .-x'(lxh pentru orice.xe B.
Orice operator compact eat'e_vaimultan de una din formele
specificete mai sus gi daci compunem un operator aproape
sbsolut céntinuu cu un opara\:‘or ( o ,10])-compact gi apoi
cu un operstor aproape o-m#rginit obtinem un operator

compact.
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2.1 TEOREMA.(liprantie gi Burkinshaw[i] ).rie T €
&£ (E,E) un operator compact gi pozitiv.gi fie se-f(Ej)_

un operator pozitiv sastfel c# 0 £S ¢ T. .

stunci S este un operator compact.

Demonstratia se reduce in eseni¥ la motivarea faptului
c¥ fiecsre din cele 3 clase de operatori semnalste mai sus
sint ideale in sensul ordinei ,adic¥# verific¥ conditie

oss<t , Te¥€ implics s €¥.

Un exemplu care ne arat¥ ci puterea 3 nu poate fi redusi
se obfine astfel .Notim cu {rn}n sistemul funcjiilor
Rademacher gi considerfm operatorii sl:li — L’, [O,“]
85 :LLto,(]—-»f; v 1y b —L, l54] ~ 'E':L&C%*]—'e“
definiii prin

s‘l({‘n}u)‘= 2 % 7‘: 4
+
S, (f) =(S° {rtdx , Se $n J-x,...)
Tl({“n}‘ = (2 a..n) . lmﬂ
T, (1) z(% fdx § $dx,... )
4 s
Considerim E _se‘ eLLLo,ﬂg e” gi

e o o o o o
S=ls o0 o)y T=| T, 0 o
o S5 © o T, ©

stunci 0 £ SLT , T este compact gi

) o (4]
£ = o © o
(o}

S8 O

m este compact.
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3. OPERATORT CONTINUI IN SENSUL ORDINEI -

tié L. o lastice Banasch gi X un spatiu Banach . -
Spuziem' cl un operator Te& x(]’..,x) este de tip 4 dacH
0g xn.L in B implick {nn}n - este normic convergent

‘Spunem cB T este de tip B dach’

0 x, 1., Nx N s K tn L implick {rxn}n este nor-
mic eonvergont in _ X.

Dacl I, este ° lat:.ce"Banach - complot! atunci 1. este

de tip & @ L este o latice cu topologio d"-continul
¥ H - L. este de tip, B &> L este o latice Banach’ slab sec-
venjial completX.Rezultatele objinute de Lozanovski [3]
leyor-m'.eberé [10'],[_\\] gi LAt:[!] privind aceste ‘doul
clese de latiéi au reprezentat principalele rezultate obii-
‘nute i teoria laticilor Emach tn jurul anilor 70.Eete in-
teresant de remarcat cX analogul operatorial al acestor re-
zultate este incX adevirat gi conte;t;zl lor de valabilitate
poate fi extins. ) . . .

Vom nota ci Doddl[&] s fost primul care a dat atenjie
operatorilor de tip 2 (numindu-i Vo-' alab compacii ,deocsre-
ce se arat¥ imediat c¥ acegti operatori sint precie opofl-
torii care transform# i.ntervaleio tn muliimi relativ slab
compacte).Rezultatele nosstre ,expuse in [42] gi [13] le
conjiii pe acelea ale lui Dedds. '
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Incercind s% peezentim un rezumaet al acestor rezultate

vom fncepe cu o extensie a2 nojiunii de ¢ -completitudine

2 unei laetici Basnach .

0 lstice Bsnach 1 se numegte aproape T - complet#

decX pentru orice gir o-mirginit de elemente pozitive
mutual disjuncte d, € L exist¥ un opertor TGX(&,JL)
astfel cX Te = d, pentru otice n eN . m l_'zotat_cu
{en}n ba;s naturald a lui c, .

o gir {dn}n ca fn definitia de mai sus eate slab

sumabil gi deci asociat unui operstor T¢ X (e, L -;)‘
Definifia spune ci decX l, eate aproape O"-complet atunci

T 8e extinde 1la f” .
Este clar cX orice latice Bansch T -complet¥ este gi

aproape T - completé;
3.1 LEMA. Pie [ o lstice Bansch aproape 0-completX gi

Y un ideal inchie al s¥u ,jstunci L/Y este deasemeni aproa-
pe 0 - completX. 2 )

In particular lsticea Banech c(FN\IN } = f«, /,co
gcte eproape 0" - complet¥ degi nu este I —completX.

3.2 LEEA .Admitem axioma contdnuului.stunci orice la-
tice Banach care are proprietates interpolatorie est_e aproa-
pe 0" - completX. o

Amintim c¥ o latice Banach L are proprietatea interpo-

latorie dacX%-pentru .orice giruri {xn}n gi {yn}n d_in L

e x € y, pentruorice m,n €N existIunx e L

tneft x < x g y, opentruorice n e .

-
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Z.3iEI[A.Drice sublatice complementaet¥ & unei latici
eproape (" -completd este aproape (" -completi.

Se gtie c¥ preoprietatee interpclatorie nu se transmi-
t® In mod necesar subleaticilor complementate .Vezi B5] .
Rezult® cl proprietatda interpolatorie este distinct¥ de

proprietatea de aproape ¢ . completitudine.

3.4 TEOREMA.Fie I o latice Banach aproape C’-complét!&,
X un spetiu Banech gi T €& L(L,¥).stunci urmitosrele
efirmef{ii aint echivalente

i) T este de tip 4 ; .

ii) v transformi idealul Iz ,generit de E in E",intr-o
parte & lui P

iii)? - are proprietates lui Pelczynski (u),adic¥ pen-
tru orice gir sleb Cauchy fx }, in B existd un gir slab

R el .
sumabil {yn}n in T(L) astfel cH
-— 2 N —v.'_-p [¢] 5
'Y
iv) Ru exist¥ nici-un subspajiu Z a lui L,izomorf cu

=

c[o,1]~ astfel ck T l 2 o¥ fieun izomorfism
%) Nu emist¥ nici-un subspatiu 7 & lui L ,izomorf cu L

astfel ci 'r‘ Z este un izomorfiam .

3.5 TEOREMA. Fie L o latice Banach , X = spatiu Ba-
nach gi T ¢ Q(L,X).Urnftosrele afirmaiii sint echiva-
lente :

i) Tieste de tip B ;

ii) pack “xa}n _ ;ate_uq gir sleb sumabil de elemente
pozitive a lui L stunci “rxhﬂ —_— 0 ;

Cda.ssy98z Fasc.4
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iii) Wu exist® nici o sublatice Z a lui 1,izomorfd

cu ¢, astfel cl T ] Z este un izomorfism.

gititorul interesat ve ghsi detaliile de demonsiraji.
ta {427 . :

Meniion%m in incheiere faptul cX mutorul nu cunoagte
dacl operstorii de tip B s8int precie operatorii care

transformf girurile slab Cauchy in giruri slab .convergente.
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CONURI LATICIALE IN TEORIA
APROXIEARIT
ae
G.Phltipeanu

Prip ceo laticial se Iinyelege ur con conver ée funciii
reale ¢i mirginite pe o mul{ime X, care contine functiile constante
$i este imchis la operatiile laticiale.Pentru un asemenea con se¢ poa~
%¢ stadili o teoremki de tip Kakutani-Stopne care permite apei ceopnstru-
irea uwnei teorii a compactificdrii erdonate a upui spatiu $Sopelogie
ordonst.

In lucrarea de fati se prezinéi in med unitar ¢i
cencis acea#ti teerie,folesindu-se de¢ reguld demopstratii directe,
care diferd de¢ oele iptilnite In literatura de specialitate.

§ 1. Teorema de caracterisare

In cels oe¢ urmeasd,pentru erice mulf{ime X vem nota
ou B(X) spa¥iul functiiler reale gi mirginitve pe X; Pe acest spatiu
8¢ considerd topelogia cenvergentel uniforme datd de norma
2 —>ligl =sup { 12(x)] ; xe X}

Defipitia 1.Un con [' ¢ B(X) se pumeste con latici-
al (de functii) pe X dack ) )

1) Centine fupctiile oenstante,

2) M este latice ( Vg e r si f Ag €r pen-
tru orice £,g¢c " ). A

Definitia 2.Dack [' C B(X) este un con laticial pe X,
atunci vem neta cu F miltimea tuturer functiiler £ &€ B(X) care au
preprietatea c¥ pentru erice s,r € R in situatia 8 > r,existi ‘“.,EF
cu proprietéitile:

e

1) 0 = g 1

<
8y =
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2) gpp(x)=1 dack f(z)>a
3) gu_(x): 0 dacd f(x)< P

Observafia 1. DacE peatru erice f ¢ B(X) ¢i erice t€ER ,
potdm cu {fz¥}={x¢€ X; £(x)> t} ,atunci !eF dack ¢i
nemai deocX pentru erice 8,r ¢ R ,8 > roexisti Er €l aattel

fnclt -
1)

= 1
Ualis Egr ify ré
Obgervatia 2. Dack [ este con laticial pe X, atunci fel
Intr-adevir,dack £ €' ¢i & > r,atunci fie
1) g e Al e-m Vo
8-r
Deearece [' este con laticial,results imediat c¥ g"Ef‘
Pe de altd parte se verificd ugor cX funciia defipitX de (1) are

£3a} s'“'% ﬁ{rz r3

Lema 1.,Dack [' este cen laticial pe X, atunci T
este con laticial inchis pe X.

Demens tratie. -
__ Pentru fnceput vem ardta ci dack f,,f, €  atunct

f,42, € r .Intr—adevidr, fie s > r g1 &= %r_

preprietatea »ﬂ{

Pentru erice x € X,existd -=n.(x)€ Z asatfel Incit
(@) a=(m-1) € > £,(x) > s-mE

Dack presupunem in plus cE x € 1f,+f, > @ ] ,atunci
tz(:) > --tl(!) ¢i deci avem ’

() @ F (=DE

~1) Pentru orice mul{ime A C X se noteasi cu 'ﬂA functia

se caracteristicé.
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Die (2) si (3) resultd
(#) {2,42,2 8} C .ngz [if,> emeinit,> eV =E
Desarsce I, sl 1 gint mErgzinite pe X,numai un pumir fipit de

mul$imi dio reuniupea din dreapia ver fi pevide . PFie Z.c Z,
74 finitd,estfel ineit
g
3= U [it,3 s-meip if,> @=De
.ezf- -L~
Cum £,,2, € [' ,pentra orice m € Z existd i ,g, c/ astfel

incis:

o
p

(6 s s 1
{2y 9-n¢] {2)2 s=(m1)e]

(7
) ﬂizzz (l—l)elts U ‘3{22 z (m=2)€}

In ceontinuare aveam
1 <f= 1 )
{428 E mez, if,2 s-meinit,z (a- 1)}

s Vo, re<s V1
meZ, nez, if) > e-(mEIN{L? (m-2)ES

1248, > 8=3E) {248,2 v}
Agadar,rezulta

1 < org) < 1
(8) 12,4255 @ IYZO LEAR {£1+fy> Y

Decarece Zo egte finitd gi I este latice,rezultéd ca

~
V oy A &) el si deci od f£i42, el
neZ. -
Fle £ €l , d>0gi §> r.Atunci exiwtd g € ' astfel

fncit
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1 < €8 < - de unde rezulti
's = - ’
itz 2% 12> 25
~

Am evitat deci ci [ este con convex.Faptul ci F contine
funotiile constante este evident.kste de agsemenea imediat ci F
este latice.REmine 88 aritim c& / este fnchis in topologia conver-
 sentel upiforme pe X,
Pentru sceasta, fis {f,J1C/ 2 —»f41s> r,
Pentra € = 93E sexiatd R € N asa ca
(1) Mg, -fll<e€ #i deci
(3

(11) £f-¢ = I, § f+¢
3

Decarece £, el ,iin Owservatia 2 rezult¥ ci existd
(3
h ¢" astfel incit

1 g < as{
1£, > #=¢} £
€

In continuare,din (11) ¢i (12) resultd

8-2€%
ne?«

<1 1 _‘1 <1
ﬂ{z>,.5 i, = ﬂ-ﬂ‘h = 12, >s-2¢} £z 8-3¢} {£ 5 r}
o~ 3 £
Agadar,f €[ gi cu aceassta demonstratia lemei este terminati.
Teorema 1 (de caracteriszare).
Dack I' este un con latioial pe X, atunci F:F

Demopsg tratie.

Faptul c& Fe F regultd din Observatia 1 gi Lema 1.

Rimine sd verifioc#m inclugziunea inversd.Pentru aceasta,fie
S EF «Deoarsce FC B(X),eate con convex gi contine functiile
constante,putem. presupune cid £ > Q.

Fie & > O arbitrar gi fie n, € N agtfel fnmcit
(13) £ = n &
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Cum £¢C F,ruulﬁ cd pentru erice p € N eftistd gn€ r
cu proprietatea )
9 e gy =<6 = Tie s (oo1)ed

In contipuars,avea

DEE, =3¢ ﬂ{!z (n—l)E}"“’" pentru erice n ¢ K, de
unde rezul%¥ acum &l
0

1 tee >e=Vaeg el
n=1

Pe de altd parte,pentru erice x € X, exiatd m=m(x)€ N

astfel ipcit

(16) me = 2(x) = (m+l)€

Bvident, m+l < Ry gi deci avem
an §x) > m £ g, (x)

j
In continuare,din (16) rezultd ok x € {£> me! gi din (M)
. |

(18) £, (x)=1. Acum din (46) ,(17) gi (18) vem avea
(19) g(x) > me 3 2(x)-€ .Din (15) ¢i (19) resultd o¥
M2-gh<€é i deci cd £ el

§ 2.Teorema Kakutani~Stone pentru conuri laticiale

In acest paragraf cu X se noteazi up spafiu Hausderff
compact gi cu C(X) multimea functiilor continue pa X ow valori reale,
Dacd [ c C(X) este un con laticial,vom introduse urmi-
$oarea relatie de preordine pe X:
(1) x < y dack i numai dacd g(x) < g(3),(¥)gel’
d Eate clar ci& dack prasupunoi ip plus c& [ separd punc.to

le lui X, rezultd ci relayjia defipnitd de (1) este chiar o relatie de
ordine.
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soren =Stone).
Dac¥ X este un spayiu Hausderff compact si [ c C(X)
este up con laticial, atunci incﬁiuru sa [ ocoincide cu multi-
mea tuturor fumctiilor f g C(X) care sint cresciteare fat¥ de re-
latia de preordine ? definitd. de @).
Demonstratie.
Fie ?’nlﬂnu: tuturor funcHiilor £ ¢ C(X) care au pro-
pristatea o f£(x)< £(y) dack x < .

DeParece incluziunea P c ¥ este evidentd ,rémine s
verificim incluziunea ipversd,.Din Teorema 1 rezultd ci este sufici-
ont sd aritém ok Fcl' .Fie deci £¢ § sl s,r€ R, n situatia
8 > r.Presupunem prin absurd o f ¢ [':' +Atunci existd x € it > 8%
[} y.e i< r) astfel Inmcit z, i I, +Intr-adevdr, decd nu ar
£1 aga,pentru orice x ¢ {£> 8% i arice y¢ 1f< ri,ar exista
[ el astfel fpoit gly(x) > :"(y).l‘ara a restringe genera-

litatea ( [ £i3nd cen laticial),putem presupune cd O < ‘1‘7 < 1,

5,(:):1 sl ‘,’(7)=0.
Fizlim x € 12> aL.Din cele de mai sus rezultéd cd pentru
erice y € if < rl ,existi g, el ,cu proprietatile 0 < 6, < 1,
gy (x)=1 g1 :,(u)-o.A 5
& < &
rie Uy 1 €&, < jIeBvident,U este deschisd gl
Y€ U,. Deocarece {f < r}y este compact®,rezultd ci existd un pumir
SS———— n
FL0LY 3y500093, € T2 < r] astfel fnoit {f< rtc U U,
o i=1
D = r =1 g
acd notim cu gy Xl z,i,atunci g€l sgg(x)=l s

&M< %‘ pentru orice y €1f< r} ..

Fie acum V, = t‘x? -33 +Bvident, { V } este

xeifz 8%
0 aceperire deschisd a mult{imil compacte 1 £> sf gi deci exigtd
TppeessX € {£> 8} astfel fncit
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{zzetc U v,
1=1 i

Dacd potéim aoum ou g= 1/\1 Ei,lnnci geF_,Os g< 1,

¢>2 pe multimea {2> 8 ¢t 34-1- pe mulyimea{f< rj.
5

In centipuare avem:

1 =1 <2 [(g=Hvol=<1 <1
@ TR L ) 18231 Aty ey

&

™
Decarece ' eate oon laticial,resultd of 2 [(g- %)V olel

Cum pi 8 pi r au foat luafi arbitrari cu condijia s> r,
fnaeamnd cd din (2) resultd oci £ eF" scoptrar ipotezei de absurd.
Agadar,dacd presupunem p2in adasurd od f ¢ F . patunci ;
exiatd 3, € 1229} ol 3y,¢ {t_<—-_r& ,agtfel fnoit z.’ f y‘.Doeu'o-;
ce £ € g,rcmlt& f(zo)g !(7°)a
Dac¥ not¥m cu B={f283% ¢l cu F={ f< ri in continuare
vom avea: -
s<1int 2(5) < £(x.) < 2(3,) < aup f(P=sup £(F)<r °
Am ajuns astfel la o contradictie,decarece s—-a presupus
cid g > r.
Ovservagia 3.DacX fn enuntul Teoremei 2 presupunem in
plus c& [' eate subapatiu liniar,reobyinem o winecunoscuti gunral:l.-L
sare a teoremei Stone-Welerstrass pentru laticle
Intr—adevir,dacd [ este latice vectoriald,atunci x < y
dacid §i pumai daci ¢(x)=¢4(y) pentru erice g & ' .Pe de altd parte,
a spune cd £ este crescidtoare fatd de % revine la a spune cd
£(x)=£(y) ori de cite orli g(x)=g(y) pentru ofice gé r.
Dac¥ penvru orice x € X,notém cu
A(x)=\y € X; g(3)=g(x), (¥) g€ f'i ,atunci din Teorems 2
gl pracizﬁrile.do mai sus resulta: ’

F:{f&C(X); £IA(x) = constant, pentru orice x € x}
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Bvident,dack se presupune in plus ci " separd punctele

lui X va resulta ok -

T' = C(X)
§ 3.Conuri lsticiale compatibile pe spatii crdopase
Yopologice

Pie X o multime oarecare i [ C B(X) un con laticial.
Vom pota cou 'Cr, cea mal slabd topologie pe X pentru care fupctiile
dip ' rémin continue.

Propozitia 1.0 ®aszé pentru topologia 'Cr. este formatd ,
din mul{imile dée forma {f> 0> g} "cind f gi g parcurg multimea I

Demonstratie. )

Fie B {2 >0>¢} 2,ger -Devarece I dste latice pi
confine functiile constante,rezultd imediat cd X€ .8.1 cd
B,N B, € Baack 3,8, B.

Pentru orice a € X,fie ‘vfa) multimea tuturor sudmultimilor
V ¢ X care au proprietatea ci existd f,g ¢ astfel Incit
Voit>0>gi D e A

Fie 2T topologia pe X in care '(T(a) este familia de
vecindtdti ale punctulwl a.Fste evident ci .‘Bcate baza topologiei T.

Deocarece pentru orice £, €' multimea {f> 0> gi
este 'Gr-deschisl,resulti & T QEtCAlli putin fin& ca ‘C,.-

Fie acam he[" ,2 € X g1 &> O,Dacd notém ou f=h-h(a)+ £
sl g=h-h(a)=¢ ,atunci f,g el @i

V={x; IR(x)-R(a)I<E} = {25 £(x)> 0>g®)} € B,

Prin urmare h este T -continug pe X pentru orice hel
Cum zr este cea mai glabd topologie cu aceast¥ proprietate,rezultd
(-1 T, este mal putin fipd decit z.

Agadar, T=% gl ou aceasta,propositia este demonstra-

P
119
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Defipitis 3.8¢ pumegte Spatiu topolegic erdopet e mulpi-
me X Ipzestraté cu o structurd topologiol 1 i o structurk
de ordine < ,cu proprietatea o& G= {(x,¥y);x<y] eate o submul-
time inchisd & lui X x X fat¥ de topologia produs.
Propozitia 2.0rice spatiu topoclogic ordonat este Hausdorff,
Demonstratie.
§% observém ci dmcE X£ y,atunci (x,3) @ A ,unde cu A
—u cotat diagonala lui I,
Igtr-adevir,dacd (x,y) € A ,etunci existi up gir generali.
zat (:1, si) €A astfel fpcit (zi.li)-——» (x,3).
Din defipifie spatiulul fopelogic erdonat rezulti ci avem
X<y 8i y<x g1 deci x==)y,
Agpadar,dack 2# y , atunci (x,3) ¢ A ¢i deci existd o
vecinftate U & lui x ¢i o vecindtate V a lui y,astfel incit
(Ux V)N A =PH . Rezultd ¢ U N V= # g1 deci o X este Hausdorffs
Definijia 4.Fie (X,T ,< ) un spatiu topologic ordonats
Un con laticial fmchis @' € B(X) se numegte compatiwil dack
a) T este cea mai slabd topologie pe X pentru care Atoate
functiile din ' siot continue;
®) < @este cea mai mare ordipe pe X pentru care toate func-

tiile din " sint crescétears.

In contipuare,vom nota cu c‘(x,s ) multimea tuturor funmctii
lor £ € C(X) mirginite gi crescitoares
Propozifia 3.Un con laticial fnckis [ B(X) eate compe-
tivil dacd §i pumai daci .
1) [cCcEx,<)

2) Pentru orice x € X gi orice vecinitate U a sa, existid
fel sige - agtfel ipcit

1
< the< Ty
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3) X y dack ¢i pumai dacl x< 3 [a=& ax) < N(3)
pentru orice ner'] ‘ ‘ g

Demons tratie,

Recesitatea.lack [ este compatibil,atmmei T=7,
¢i funotiile d4in [° sint crescitoare.Rezults deci c& (P C lq{(x,s,).
Mai mult,cbservim ci | separi punctele lui X.Intr-adewkr dip
propozﬁ;ﬁlc 1l gi 2 rezultd cd dacd X3 £ X5, atunci existd xﬁ,,»g,. el
(1=1,2) astfel Imcit x5¢ Uj= {2,> 0> g} sl Gy n Y=g

S& owservém acum cié sau f)(x,)# 2,(x;) sam R
deoarece in caz copmtrar,rezults ol !_4 (:2) >0> 51(!2) ¢l @ecd ek
!ze Ul.oon oo eate absurd, )

Agadar, I’ separé punctele lui X gi deci f astta ®
relatie de ordine pe X.

vecarece ' este compativil gi funcyiile ain I" simt

evident crescitoare fatl de f sresultd of rey = X< Y.
Pe de altd parte este evident ci X< y=2> x f y.Prin
urmare avem demonstratia lui 3).
Fie acum U o T -vecindtate a lul x.Cum T =%,
putem presnpunem o3 exist¥ 2, €’ estfel Incit
X€U=4 £>0> gi={(2A =g)> 0} .Dack introducem nota-
y1ile T=2 v O el g=(-g v O) € -I" o1

= - . ) U= 1A -—l- ~] -r » i
k=1 /\[ 7 ] 2 [a,) E' atunc
obgervim ci avem ﬂ{’sé Al = e -

Intr-adevir,dacd s ¢ U atunci £(z) < 0 san g(z) > O gl
deci £(z)=0 sau F(2)=0, Rezultk cX (hAL)(s)=0.Restul afirmatiei
este evident,

Suficienta,
Dack I' ¢ C,(X,< ),atunci orice funcyie din " este

.

T —continul gi deci T este mai fipX ga ‘G,,
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Fie U o0 T -vecinftate a lui X.Din (2) regult ci existi
¢l ¢ige-I" astfel ipeit

ﬂ“}e tAg <t

3}
Rezults atunci cd . > {£> 0> ~gi{3 2 @i deci o U
este zp—vecinétate .Agadar T = ‘p
Fie =, o altZ ordine pe X cu proprietatea ci

,ori_ce funcjie dip I este crescitoare fat¥ de acedstl ordine.

- Dac# x = ;y,atunci n(x)< ®(y) pentru orice el @i
deci x‘% y.Din 3) rezultd acum ¢ x < y ¢i cu aceasta propozitia
este demonstratd.

Defipitia S5.Un spafiu topologic ordonat se pumegte
complet regulat dacd conul c'(x,s ) este compatibil.

Osservatia 4.Pe un sapajiu topologic ordondt com of,
exist¥ cel mult un con laticial fnchis compatisil.

Intr-adevir,dack ' este un con laticial fnchis compati-
®il,satunci ¢ =%, fi 's" = '%-" .Din Teorema 2 rezultd [ =C(X,< ). :

Urmdtorul rezultat este suficient de cunoscut gi de
aceea nu-1 mai demonstrim.Pentru demonstratie indicim [4] ,pag.ll6.

Teorema 3,(Nachbin). Fie X un spatin topologic ordonat
compact.Dac® ¢ este o functie reald pe X, superior semicontinui gi
crescitoare gi ¢ este o functie reald pe X, inferior semicontinui |
§i crescatcare ip situatia Y <V satunci exist# o functie f:X— RL
continud g¢i crescitoare astfel fncit @ sfsy.

Propozitia {Q.Oriee spatiu topologic ordonat compact
esate complet regulat,

Demonstratie. , -

Trebuie g ardtim ci [ =C(X,<) este con laticial in-
chis compatibil.

Pentru inceput sd aritim ok “<' = “ ﬁ_"

Faptul cd xc v —> i< y este evident Fis moum X < 7
r ' r
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¢i si presupunem prin absurd ci x,‘:.
DacZ notéa ou .
A= 1(x)= {8; x=8] ¢l B=d(3)=1{3%; S<y} ,atunct 1A este su~
perior semicontinul ¢l crescétoars, I\B éate inferior semicontinu

#l cresciitoars gi

1]1 2 ﬂX\B

" Dip Teorema 3 rezultd o¥ exist¥ f € C(X,<) astfel fncit
'ﬂ‘ =< ’ﬂx\)
In particular,vom avea £(x)=1 gi £(y)=0 ceea ce contrazice
ipotesa X < y.Agadar, """ _ v <"
lsap,tul od T, este mai ;ﬁtin 2ind ca T este evident,
S& obaerviam insd c& " =C(X,=) separd punctele lui X.
Intr-adevir,dacd x# y,atunci sau x < y sau x #— ¥.In prime situatie
existd £ € P astfel incit £(x) <« f£(y),pentru ¢& in caz contrar am
avea h(x)=h(y) pentru orice h ¢ [’ ‘gi @eci x=y,contrar ipotezei.
In & dona situatie,existd £ € astfel Zncit 2(x)=1 > £(3)=0,asa
cum am ardtat &n prima parte a demonstratiei.Rezultd c¥ topologia
TT' eate Haumsdorff.
’ Observiim ci aplicatia identicd
i (X,7) — (X, 'zr‘)
este o ®ijectie continuX de la un compact pe un spafiu Hausdorff,
Conform unui ®inecunocscut rezultat de topologie ™i™ este un homeo-

morfism gl deci t~=rr .

§ 4.Compactifisarea spatiilor topologice ordonate
Definitia 6. Iie X un spatiu topologic &donat. Se pu-
megte compactificare ordonatd a lui X o persche (Y,k) unde Y este
un spatiu topologic ordonat compact iar x: X —> Y are propristitile:
a) keste homeomorfism topologic de la X pes x(X),
®) B¢y decd gi numei dac¥ k(x)s= «x(y)
8) KX) eate densi fp y,
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Teorema 4.Un spatin topologic ordopat X pe care existd
un cop laticial fpckis compatibil, admite e oempactificare ordonati:
Demonstratie. i
Fie r ‘up con laticial Znckis compati®il pe X,Vom note
cu Y multimea tuturor functicnalalor /}4: F S Rou proprieté—
$ile:
l)/‘»(l‘*:):f(f)-e/'- (&)

l)/»( Af)= 9\/.(1) pentru Az 0

©) (2 v B)m (D) V pLE) B (£ A= (D) ACE)
d) M (2DW=2 ,(¥) Aer.

Daci insestrim multimes Y 'uu topologia eonﬂr:eut:si punao tu-
ale gl ordinea punctuald,rezulti o Y eﬂte un spatiu.topologic ordo-
pat.Defipim w:X—>>7T astfel

k@] (£)=2(x), (w)eel

De sgemenea,pentru orice £-€l vom defipi £1Y—> R astfel
?(/u- )-/u(f),(*/)/& € Y.Este evident ci avem an =f+ In contipuare
rezulti:
nE-g i 4up“(f-g)(/~)l;/u €Yt < sup {I(E-B) [x@)l sz e xi=
= ll£-g || sPe de altd parte,dacd notdm cu o =Hf-gll ,atunci
aver f-ol < g < f+xX gi deci ?—o(z- ? < %&,d o Il,t\-?ﬂsd.
Agadar,are loo egalitatea Ilf-gl = ni-E Il ¢i deci conul ﬁz{?;!e ri

este de asemenea inckis in B(Y).

In contipuare,vom ardta ci Y este compact fn raport cu
topologia convergentei punctuale determinat¥ de I' .Dack £ € r,
atupci - 2l <= 2 < il gi pentru orice _METY avem ~ I|$Ilé)~(f)é Wt
Rozultd o& D)l = £l ,(¥) 4u € Y.Dack notdm ou 1(2)=[ugl , itikn
§i cu I= I I(£) ,atunci I eate compact in topologia produs a lwi

nff el

Definim ¢ 1Y —> I agtfel
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/.b). Trjb (f)
fel
Se verificd ugor of ¢ este un homeomorfism de la Y fn-
séstrat ou [’ -topologia,la ¢ (Y) inzestrat ou topologia indusid
de topolegia produs din PF «Rezultd ca dack ariitim ok ¢ (Y)
eate fnchis %n topologia produs,ve rezulta cd Y este compact iIn
topologia slabd.Faptul ci ¢ (Y) este fnchis resultd din egalita-
tea
¢M= M {s€ Iipr s= prfn pr s}n
f,8er fog
MN {8 €I opros=pr . sin-
2T, < €R,

N ise Iipry, gB=PTg V DrS ol pry | (m=pras A presfn
T,gcm

N -
Gl lee I;pra 2= A}

Agadar,Y este compact in raport cu [ =topologia.

Din Propozitia 4 rezultd ci G(.!,s) este compatibil,

Pe do altd parte,decarece f" este inchis,din Teorema 2
rezultd cé& F’ = (Y,< ) @i deci ﬁ este con laticial Inchis com-
patiedls )

Dacd &(x)=k(y),atunci £(x)=£(y) pentru orice £ € gi
deci x=y,deoarece ' eate compatibil gi deci separd punctele
lui X.Agadar, K este o bijecyie de la X la k(X) o

Dacd {xi'i C X este un gir generalizat gi x; —> x,atunci
D‘(xi)] (D=f(xy) —> £(x)=[k(x)] (£) pentru orice £ € ,ceea ce
ne arati ci girul k(’i ) — k(x) in f';topologia lui Y,adici

(da s8/952 Fase.5
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x egts comtinuid.,

Recipros,dacl x(xi)—, «{(x) iIn Y,atumci pentru orice
tel aves f(xi\—* f(x).Rezultd o txiﬁ converge la x in zl"
n

pe X.Decarece " este compatidil, T =7, gi deci X, —> x In

raper¥ cu T .Agadar gi K'l eate contipui. In contipuare avem

1£] > 127 = fer=)] (W)= [k(3)] (), (¥ ) hele> ulx)s k()

REmine =2 varificim cd imaginea k(X) este densd in Y.
Presupunem prin absurd, cd, existd Ve € Y\ k(X).Atunci
existd o vecinitate U a lui/M-- astfel Incit

U Nk(X)=p . Cum ?" este compatibil pe Y, rezultd ci

exigtd 2.2 IS F‘ astfel fmcit UD {9 ;Q(*D )>0 > G(V ,)} 3/“-
Cum UN k(X)=¢ ,vom avea sam Fd [k(x))}< O sam T Tk(x))= 0 pentru
oride x € X.Rezultd cd (-f) v g>0 pe X.

In contipuare,avem

£4(=2) v €=0 V (f4g)> £ §i decl £ < OV(£+E),
de unde rezultd contradict{ia U= ¢ +Intr-adevir,dacd ar exista:v¢ U,
atunci am nvec/f‘(w‘ )>0> :(9 ).

Pe de alti parte avem
A A A ~
0<!(Y)50V[I(‘))+‘(v)]=;> g(Y )= 0, ceea ce estt

absurd,.Prin urmare, x(X) este dens in Y gl cu aceasta teorecma este

demonstrati.

Definifia 7. Dacd (Y,k) este o compactifizare ordonatd
a gpafiulul ordonat topologic X, atunci se numegte conul laticial
inchis asociat acestei compactificidri urmitorul com : P‘={iox;
teca =)

Propozitia 5. Conul laticial inchis asociat unei compacti-
ficdri ordcnate (Y,x) este compati®il.
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Demonstratis.

Paptul c& Pa este con laticial regultd imediat din
faptul o C(Y,< ) este con laticial. Deparsce K(X) este dens
tn Y avem | fok | = §2§ gl deci r" este fnchis in B(X). Este
de asemenea imediat o l,’. C Cb(x,s Fe

Cum C(Y,< ) este compatibil ,rezult ci Xs yewk(X)s x(y)

& Eox )@= (£ex )@, (¥) £ C(Y,= e k(=)< h(y),
(v‘)lel’aé—_—..'>zspy. -

a

Daci U este o submul{ime T -deschisd a lui X,atunci «'U)
este deschisd in Y gl deci existd f,g ¢ C(Y, < ) astfel incit
k(W) > {£> 0> g} . In particular, avem x(U)> {x(x)32 k(x)]>0>
>g [k(x)]} ¢l deocarece x sste ingdectivd avem
U2 4ix; (foX)(x) > 0> (gok)(x)}

Cum fek € r. ('3} goxer., rezultd c& U este
?.}-‘.IBGB’.EE..‘.&G.II,EVOI i T =‘l7[1 ,adic¥ V. este compatibil,

(= - a

Observatis 5. Fie X un spatiu topologic ordonat gi I
un con laticial Inchis compatibil pe X. Aga cum am vdAgut In Teoremsa
4,ip ac#st caz X admite o compactificare ordonatd (Y,«) .Din de-
monstratia Teoremei 4 reszultd ci C(Y, < )= ’l'\’ = {2;16 f'i

Prin urmare cenul laticial as'ooiat va fi
r‘=_{;°K ;;€E}= igszell=r

Observatia 6. Un spatiu topologic ordonat admite o compac-
tificare ordonat® dacd si numai dacd este aoiplet regulat.
Intr-adevir,dacd X este complei regulat,atunci
cb(x,g ) este compatibil gi 'in virtutea Teoremel 4 va admite o com-
pactificare ordonatd. Reciproc,dacd (Y,x) este o compactificare

ordonatd a lui X,atunci [}

o este compatibil i deci cu atit mai

mult C‘(X,s) va £i compatibil, adicd X este complet regulat.
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Ps multimes compactifiocdéirilor ordeobate a&le uwmul spatiu

sopologic ordopat X se iptroducs urmitoarsa relatie de preordine

(Il,xl) = (!2"‘2) dacl existd :!Z—a- !1 su proprietitile;

a) « este continuX,

») PR =i
Observatia 7. Dack (!1,31) s8int compactificiri ordonate
ale spatiulul topologic ordonat X, uwnde i=1,2 @i r ia sipnt conu-

rile laticidle asociate,atunci (Ty,k;) € (I,,K,) dsck g1 numai
dacg ' =< T

la 2e”

Definitia 8.0 compactificare erdonat¥ (Y,x) a lui X se pu-

megte compactificare Nachbin, dack ordinea sa este cea mai micd

ordine pe Y pentru care x:X —= Y este izomorfism in ordime.

Teorema 5. Fie (Y,x) o compactificare ordonatd a spatiului

topologic ordonat X gl fie F‘ copul laticial asociat . Dacd not#m

cu A= 4{2¢€ C(Y); Lok € c‘(x,.‘_),atunoi 1
1)” f” este cea mal mick ordipe pe Y fn raport cu care K

este igomorfism ip ordipe,

2) Yoy tEeCMY= T, -T,
3) (Y,k) este compactificare Nachbin daci ¢i numai dacd

Pag=la = Mg 0 CX, <)

Demonstratie, -

1) Evident "<
VN

eqte o preordine pe Y. Deocarece C(Y,< )c A,
rezultl cd A separdi punctele lui Y gi deci "f" este chiar ordine

pe Y. Este de asemepnea imediat faptul ci x < y dacd §i numai dacd

K < Yo
(x) = K(y) ’
)
Pie g ‘4 o0 altd ordine pe Y astfel fpoit K: (X, < )—>(Y, s,
este izomorfism in ordine si fie £ € C(Y, =,).Dack x,y € X ¢i x<7,
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atupel k(@) = 5 K()) => (Lok)(x) = (£ox)(I)=>2. keC\(X,= ) ea

Prin urmare avem C(Y, <, )Ca ,de unde rezultd acum ci
laeiu:v: u s, v

2) S& observim ci dacid M= r‘a- P‘, atunci M este o latics
vectoriald In Cy ().

intr-adovér,aaci f:fl-£2 gi £=§,-8,,atunci
v ‘=(’1 +‘2) Vv (‘1"’12)‘(124"2) “ r‘“ P& € M (38
tAg= - [(~D)V(-p)]€ T - T, =h.

Dac# notdm ou L= { £ € C(¥); £K € ;} ,atunci L este o
sublatice vectoriald a lui C(Y),care contine functiile constante gi
separd punctele lui Y,deoarece C(Y, < )c L.

Mai mult, deocarece K(X) este dens in Y, pentru orice f,ge L
avem

i £-gh =sup{ 1(£-g) (3)) 53 € Yi= sup { I(£-g) [k(x)]; x€ X}

=ff o k=go k)| ,0ceea ce ne aratd cid L este gi inchisi.
Din teorema Stone-Weierstrass rezultd cd L=C(Y) sau

P

ifoki2e C(M] = ifoks2 ¢ LU= M- T,

3) Dacd (Y,k) easte o compactificare Nachbin & lui X,atunci
ordinea de¢ pe Y coincide cu ordipea % ‘,88a8 cum rezultd din
afirmatia 1) din aceast¥ teoremd,

Dack £€ C(Y,< ) sl u = v,atunci us v gi deci 20w <£(v).
Din Seorema 2 results atunci ci £ €A .Prin urmare }f€ C(Y),
ftok € Cy(X,€)f = C(T, <) sl doci

D={textec(r,c)i={tokst€ CMINC,(Xy€) = Tp= M NG G

Reciproc,s# presupunem ci ra= I'"_ I". N Ch(X,s),ﬁtunci
dack f € C(Y) este astfel Incit f ok € Cy(X,<),existd g € C(Y,=)

astfel fnoit fock=go k. Cum K(X) este dens in Y, rezultd ca f=g.
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Rezultk o HC C(Y,<).Cum inclusiunea inversd este Intout-

desuna adevdrat¥,inseamnd o A =C(Y,< ) i adci " f” coincide
ou ordinea lui Y.

Cb.nqrvajil 8.Un apatiu topologic ordonat &dmite o compac ti-

ficare Nachbin daci gi numai /dao! ezte complet regulat.

Afirmatia resultd dip Observatla 6 gi din Teorema 5,pumctul

1.

Propozitia 6.Dacd X este spafiu topologic ordonat complet
regulat g1 (Y,x) este o compactificare ordonatd a sa, atunci (Y,x)
esto compactificare Nachdin dac¥ gi numai dac¥ oricare ar fi
fec,(X,=) , exlatd T¢ C(T,) agtfel fnolt T 1X=t.

Demonstratie. .

Recesitatea.Fie £ ¢ C-.(X,ﬁ ) 8l g2 k(X) —> R-definitid

prin gL k(x)]=£(x),(¥ ) x € X.Cum K(X) eate depns in Y,g se pralun-
gegte in mod unic la o funcyie continud ? € C(Y).Conform Teoremsi
S,dac¥ (Y,x) este compactificare Nackwin,atunci T"= F‘:L-—F‘ n
nc'(x.s) i deci ;n kK € r",dc unde reszultdi oi ?6 C(Y, <)«

Suficienta.Dack g ej‘:-—F. 0 6, (X,<),atunci existi

fcC(1,2) astfel Zncit g= f o k.Resultd cd g € r, el deci ok
(Y,k) este compactificare Nachbin a lui X,conform Teoremei 5.

Definitia 9.Deuf compactificdri Nachkin ale lui X se pumesc

o'chivalento daci:
(T1ak) & (Toek) 81 (T,,K) < (Tp,k)

Teorema 6.Dac¥d X este un spatiu topologic ordonat complet
regulat,atunci existd o cea mal mare compactificare Nachbin a sa,
unic¥ In afara unei echivalenfe.Aceastd compactificare ase noteazd cu
( fe X0k, ).

Demons tratie.
Deoarece X este complet regulat, rezultd ci C..-(x, < ) este
compatibil.Notdm cu ( pc X, < ) coipactiticarea o;~donati§ cores-

punzdtoare conului Cy (X, < ).Conul laticial Inchis asociat va fi
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chiar C..(X,s )oCum orice alt con laticial fnchis compatibil pe X
eate inclus in Cy(X,<),din Obaervatia 7 rézulti of (Y,k)< (Pc.x. K(;)
pentru orice compactificare ordonatd (Y,x) & lui X, '

Dack A ={2€ C(E.X) toxy € (X, <)} g1 tozestran
spaginl g X cu ordinea “f" satunci ( g X, ‘(,) va fi o compacti-
ficare Nachbin maximald,

Ovservatia 9,Din proposifia 6 rezultd c¥ pentru orice
[ XS G‘(x,‘ ) existd /2\ e ¢( @cx,s) astfel incit ?lx:r .

Observatia 1o.Fie X un apatiu topologic complet regulat ,Dac
considerim pe X ordinea dat¥ de o.‘:'alitate‘,atupci C‘(X,é)d};(x).Fie
(Y,k) o compactifioare Nachbin a lul X,Deocarece pentru orice x,y € X,

%=y dacd gi pumai dack K(xEk(y), rezultd c# ordinea pe Y este tot ega-
litatea.Agadar,orice compactificare Nachbin a lui X este de fapt o
compactificare topologicé a lui X.In particular Fex va coincide I

acest caz ocu compactificarea Shone-éach a luil X,
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SPATII SIMETRICE p-NCRMATE O 0<p&l

Wicalne FIXA

Iz sceegtf lucrsre se intreduce eeonceptul de spatiu simetrie
p-mermat, umde O<p<sl, exvre generzlizeezi metiunes de spsjlu si-
metrie mormat. (A se vedar de exenplu [4] .)

Pextru gpetiile .ninetriqe p-normate,eu O<psl, so e?t:.lxd
apel (férd a ge da demomstra}ii) urele rezultate ale lni I.C. Geh-
serg si M. G. Krain [4] , 7. arazy [1], [2] , ardtindu-se prins
tre sltele cd daucd indieii Bo_v.é P si Ap ai nrui sgpatiu gsimetrie
p-nerast de siruri B mu siwt trivisli atunei preieciia triemgulars
T derinita prir (Tx)E,D= {?éi’i) iv;:;eli £J este eontinud
pe spstiul simetrie p-meormat ceorespumziter Cx si reciproc.dacs
T este centinu4 pa Cx atunei imdicii Beyd nu simt triviali, Ik par
tisular Cq” eu g>1, 0<p<l , este ur spatiu simetric p-rorant
pentru cere T este comtinud, pe cind T nu este continud pe C’ y O

0<p<l.

Ur alt rezultat este c4 spapiile C" » O<p <1 , gint primare,

N

1 - Teoria gemerald s sprtiiler simetrice p-nermate,

O<ps<l.
Vom felesi iIn comtiruare terminelogie din [_4] si din [1] v
Fentru & introduce netiumex de .spa tiu simetric p-mormat ':7;1

0<p<l , evem nevaie de o kltd nojiune si mnume de ces de P-ROTH

gimetrica.

Definigla 1.1 O fumciie pezItivi |X|_ Qerinits pe un ides:
tilateral CC 3(22) (B(%) este spetiul tuturor operetoriler-
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linteri si eentinui pe '&‘.) se¢ Pumeste p-novmA simetricAd daes sre

urmitesrele proprietAyi:

b3) IX|:=0 dnc4d i numei dacd X=0C,

) IRXIG: I}\|~l)(|s pentru XEC, A € C.

3) (Propri-tatea de p-coavexitate) Pautru orice doui siruri
[512');1) (333‘\?=1 de mumere rezle si pentru erice sistem ertonormat

de vecteri dim 22 (‘f’i);i aTe legc imegulitstea : :
¥ b +3f e ¥ 3 (00l Yo P\
‘3.2';1”12""?2&') A CRICA TIPS

(Ate ?’é:[?ﬂi\ﬁign 3. |
&) |AXB|, £ Uall-|x|_+UBQ , pentru 4,BeB(L,) , x€c.-
5) Pemtru ur X unidimemsiorel avea
[Xlg =Xl = s(0).
Deed veor Imloeui pe &) rrim ralaties
L) IUI]B:IXUIa =lx\ bentf‘u erice X€C 9i orice operator

uniter U, aturci lxl' se muneste o p-normd uniterd.

Remaren 1.2 Se va ardta mel departe ¢4 denumirea de p-mermA
datd fumctiedl le’ este justifieatd Ir sensul cd vom arAts cd es
fndeplinegte inegalitates gererazlizat4 = triuagkiului

lX'le: < |X\i -f-lle pentiru orice X,YeC.
Vem arite de agemerea meil tirziu c#d pe spajiile simetrice p-nor-

mate separavile (eare vor fi numite spatiil p-unitere de mzirisi)

motiunile de p-mermd uniterd si de p-meTmA simetric4 ccinecid.

Deoccamdatd putem remerce urmdicrul rezultat evident. (l\ e veden

[4] ». &8 .)
lemn 1.3 Orice p—normi’simetric!l este o p-rormA invarianti,

De nsewense "ge dsnoastrerzi stendard urndtcerea propoziygie.
(A se vedes [4] p. 65-69 )

Propozigis 1.4 &) Fie IX]g e p-nored simerici pe C.
Atumei
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I, = [x¥],= @2, = [(®x)H/2], pextra erice xEC.
») Duc4d avem imdgalitaiile
sj(Y) < c.sj(l) s 3=1,2,3,...
uade X€C, Y este un eperater eempaet,iar ¢>0 este o comstants,
satume! YEL si, ir plus,
1Yl < e[x|,-
Dia propezigia 1.4 rezultd ed e p-RermA simetrick 'II]‘ de-
pinde rumai de mumerele simgulare ale umui nperator X | 8y @ , a-
dled din  8,(X)) = s;(X) o+ i=1,2,3,.. Tezulth ek X1 =150,
Dac4 C= ?, idesalul tuturer operatoriler de ramg finit, a-
tunci punind
\xi,= qa(sl(x),-z(x),...)
o {inem o Tunctiie @ definitd pe multimea siruriler descresecdteare
de numere pezitive care au cel mult un numAr finft de termeni ne-
muli.
Studiul seestei fume{ii este util pemtru & ardts ck ]X\s‘ve-
rified inegalitatea gemeralizath a triumghiului.
Fie ce spatinl giruriler de munere reale care ecoemverg la 0 si
T subspafiul lui cq Tormatl din pirurile eare au mumai um 'nnm&r
finit de termemi menuli.
Definitia 1.5 0 fuacjie remls @Lf):@(i_“)fzw.) definith pe ©
se numegte funcyie p-normamtdA dacs are preprietditile urmAteare:
1 B> o0dsca 3 F o0, 3e% '
II §[¢f):|o§\§f{y pentru o € R 31 3 ¢ e
T Bt nf)H) < (@GS4 BT enir Th e 2
Aeeagila proprietate peartd numele de p-convexitatea fuac-
e &, (Aili fr » pertru 3 resl, Imseemmd mumirul ['ﬂf ¢ n; )
Iv :;1_:(1,0.0,... = 1. ;

0 fumeyie p-zermemts g"’(?) =8 mumssts furziic simetrieX p-ner-
8

wentd, pressurtai fanetie s.p.n., dacd
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Vo e(%, 5 5,00,.)= @(';wml iyl > Bty 0,02,
unde 3= (_7 ) ec, iar T este o perlntaro a nul imii §1, 2,...,88.
1
Vem nota (7,3, - )_,§[ i H) peatra 7:(71;),::16 ¢ . .
Atunei Y verific# preprietAtils I - V fa care fnlecuim pro--
prietatea III prim imegalijatea
. S 5*’6)*\”@ pentru Jhel
Pria urmare Y este o fumetie simetricd mermantd Im sersul lui
[4] pl decl urmiteérea propozitie este o comseeinyh imedintd =
cemgideratiiler faeute im [4] p.71-74 .
Preseziyia 1.6 &) Dach |F<lhyl =1, 20
are lee \plntrn vecteril 7= (3 2)4 1 k= (‘11)4 1&4’. , stunci
®3) < 1)
o0
¥) (Gclc‘ralizo.zl e lemd a lui Ky Fam.) Presupurem ci {:(51')4‘;1‘
'z (‘z; J 164- Daci ;'L =20 15112‘223""30 7“
g ?‘
i< 153 L ’7 #*=1,2
atunei pemtru eriece rncria silctricl. p-nermentd P(7) aven:

$(3) <« ()

Citeedats se devedeste util sd defirim o fureyie simetried p-nor-
mant& numail pe comul ’I; format éim sirurile deseressitoare si pozi-
tive éin ©.

Pextru ? € ¢ vem neta au }* girul ? rearar jat descreseitor,

Evident ?*=(lfﬂ-d,l)§‘)“l“ U este o perautare a aumereler naturele

 atunei dim  V rezultk et P(3)=P(3*) 21 deci $ peate ri dedust
cunoge indu-i numai valerile pe fc\.

Lema urlﬁ.toaro, eare se obtime dim lema 3.2 -p.7% [ﬂ:] prin ace-
lagi preeedeu ca propezijia-1.6, ns arats ed § poate i determinati
de o fumetie definitd mumai pe /k\ eu proprietAyi In care imtr¥ nu-
mei elememtele lui ¥ .

A
lema 1.7 Fie %[}) o funcyis deTinitA pe k. Pentru ca egalitate:

BE)=30) | 3eé
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st deTimensea o ~uneiie simetriecd p-normantd sste mecessr gl sulfi-
ciem:t es sn fie imdeplinite condipiile:
A
I’ (3} > v pentru gek>;¢o. s
110 B(ti)= o« Pi) pentru £ >0 i Fe*
A
e )P < (B@f+ew)* Ihed

I 32 L‘; l": ):1
v Daeca 7:,"' 7-.(11“)4-e£ si
: Zq n=1,2, -
atumei £

$7) <.
Excmple 4o fumejii simetries p-mermsmte simt
B )= [l 81 @ )= (f'llalf’) i pentru ;ec , iar din
propezijis 1.6 n) este uger de remareat ef pextru erice fumepie
simetrisd p-mormanth P svem
& 1<d()ed ) zek.

Decl éo‘ este minimeld 9i P, este maximald primtrs fumepiille

»r

simetrice p-moTmRate.

In plus s& Temuraam ek dim preprietates III pi @im propezitim

1.6 a) rezulti e¥ b "
- £ =, A
B(i+9) < 23+ 80" portu 3 pel
Pria urmsre avem ineganlitates
B 0taf < 200 ezl gped,
cees ce implied ir particulnr er criee funcyie s. E.n.fm?ate con-

timud .

Doud fumeyii s.p.n. P(3) 31°F(?) simt echivalente dmex

%% ; Y
sup =" si sup ¥
see YO ©F el B0

2ste uger de remarest oh: 0 Famneliie s.p.l.i’mcste echivalentd cu

fumeyis minimulA dacA wi mumai dach

nup 9(1\,-1,";\);1’)0,0,\.)4 oo
n
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;1&(1) este echivelentk cu funeyis maxiguld dach si numai dscd

1
sup hir
n $(41,41,00,..)

V‘L
Teeremt urmiteare me va arita cerespondenta ce existh fntre

< =0 ,

~
fumetiile s.p.m. pe k si p-mermele imvuriamte pe F n
Teerema 1.8 Fie iAls 6 p-merxi invarientid pe T Atunet agali-
tates

P(s(a) = |Al, unde re® si sl = (.J(A));"l

definegte o fumegie s.p.n. $(?) . Invars duch P(I) este o funcyie
s.p.n., atunei egalitntesn ’

lAl§ = $(sw)) pentru re ¥
defizeste ¢ p-rerzi inveriantd pe F .

Dexmomstrayie Dacd ]A|s este o p-nerad invariamtd, atunci =ge-
litetes sj(A) =|J_(E) , J=1,2,... implick egalitatea lAls:|B\s,
cesea ¢e rTezultd ebservimd cA A :w'lB-Z, W 91 2 riind eperatori
uniteri definiti de relayiile 'WUwP}. = in s z.fi:\'/j ;A0

(Aici U ¢i V sint eperatorii pariiel izometriei dayi de des=com-
punerea pelmrid a lui A 9i B, iar .ﬁ- si \yi- sint sisteme nrtonor-
male de vectori preprii ai Ilui A si B.)

Atumnei putem scrie §U)=\§_7{(';‘fj)‘ﬁ14 unde- H:i)i este un sistea

ertenermat rfixat ei (3. un sir dim € .

)os:
iz
SA verifiedm prepriethgile I - V pentru § . Singurs dintre
ele sure este mri dificil da verificat este p"")pr’icfhteﬁ III.
Fie 5)2 € e. Atunoi
ORE TSP HOTATTIR P SALA .
=(#in esuzk o4 lA[ este 1nvurinnt! )—[2:; @ lﬁ)(fa
+l}:h (» ‘PJ)\PJ (du propriat:tu ff)z
|zu" i) ’P( AT ~B6PeN7).
Deci orl:c e funetie s.p.n. definitA pe c.

Reciproe rie § o fureyie s.p.R. de”initd pe e si sA punen
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thlg =& (sw)
peatru Aé’;‘7 .
S4 aratda ef |A|§ este o p-merThi imvarisnti, Proprietktils
D ¢l 2) sint imediate. Sd verifiedm 3 . Fis (f);, (fij‘JQ deuk
siruri de nuxere reale si bfi) un sistem eortomermst.
Atuoi
{Z[ 'f 3?)1/1’( ,‘f’,)‘ﬁ ‘f @((7 'H'r ’1/‘!’) ( @in preprietates III){
?(a)";@@)—lzs h*fﬂ%lg,-rlf- AL
Deck U este um eperster 1zaletr1e, atunei IUqu:_@(s(UA)
=P = hly o amaler ATl = laly .
Deci proprietatea 4') este imdeplinitn.
In gfirsit, pentru um opsrater umidimems_cnrl A, »ven cl(A)=’A|
ol 5,(4) = 0 pemtru j=2,3,... Deci |Alg s (M= StA {,0,0,..)=
=(8in IV 1 II) = (al= s;(4) .

Pria urmare teerema este demenstrata. -

Corelarul 1.9 Orice p-mormid imvarisita pe idealul ? esie o
p-zermi simetrici,

Demonstrsjie Fie IA\§ & p-morm’ inverisat# pe F si B,C eB,)
Deesrece 5 (BAC) <{BlIC]- 55 (&) i= 1,2,3,..., rezultk dim pre-
pozitie 1.6 &) ek

[BAC| = (e @ac)) <P (Bl 1¢I5 ()= 1BL.iC)- :i:(sm)ﬂm-lc\-m&._

Futen soum justifiecz Jenumire: de p-nerxi dat¥ anterier. !

Corolarul 1,10 Orice p-mer:t iln[. Pe =4 verificd inegalits-

tea generalizsth a triumghiului
W+ Bl <ial2+ B2 | aze
#i este, prin uramsre, e adevirata p-mcrai.
Denonstraria Conforz teoremei 2.7 - "2]) rezulti 4

Z dutne TP+ {.s-‘f’(B) . semtru &,Be?
3 .
Frin uramare din propriet=atex V! )

~ ieme 1.7 Trezulits =4
voF ; $3a+B)Pe P((s*A)+ 5P ®) l/p)p<(g.‘ rm III'-
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- lema 1.7)< @(.(A))’.,_ é(.[ﬁ))): ('A[;-%- lﬁlg *

S& remaredm Aacum c¢d arice p-mormA simetricd definitk pe F o
afld mereu gituetd Intre deud p-nerme speciale. llail pracis are lec
urmAteares prepoziie.

Propazigia 1.11 Pertru orice p-nerxd simetric4 definitd pe
un idexl C, avem

5, (X)X,
ier dacd dim X< eo atunei
xl, < (ZeP)He,

Degomstrayis Fie Y= 81(1)(.,\f)nf? , unde Y este un clement

fixat ia 62 cu 1|;.Fl(=1. Dim prepezitia 1.4 -®) si dir prosriets
tea 5 - defiritia 1.1 rezultd ch
sl(I): MYIl:[Yls < lxl‘.

Pe de alti parte, fie X :%.j(x) ( .,yj)\{)j ° aezvolw
Sehmidt 8 operaterului X. Dim corelarul 1.10 si rolesindY5S)a unei
p-norme simetrice rezultd ch

- AT # PP S
|x)£=|;;44~(x)(~;~f’z)ﬂ|4s§; 4 [EIUC AP AN -1’24‘ x). o

Defimigie 1,12 Un ideal bilateral C Im gpatiul BL{Z) pe eora

existd o p-nermA simetricX care-1 transfermi pe C iImtr-un spayiu

p-Benach se numeste idenl simetric p-mermet ssw, prescurtat, ideal

S.p.R.

Este uger de ardtat cd doud ideale s.p.n. cure ceimcid ca mul-

timi au mermele tepalegic echivulexnte.

Exemple de idesle simetrice p-nermate simnt C_, unde

~$xeB ; - = 1/p 3 .
c’_fxes[éz) ; \x\!_(iasgm) “"’i dech p este finit, is
CN=§IéB(-82)', X wn eperator compact si Xl =I[Il(§ .

Daecd p >1 Cp este ur spapiu Banach, iar dacd O < p <1, C_’
este um sgpatiu p-Banrach.

Vem prezenta in ecentinuare o metodd de & generu ideale sime*rine
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Fie 7 ur sir srsitrsr de numsTe reale care ceaverge la O,
zdica 3 g e . Notdm ou }(n‘-_.(}i)...]}ma,o,_} Daci § este o funmetic

s.p.5. atumel §im)))n este un gir crescdter de mumere pozitive,

Fie '1’;:%;6'0; l:p@({m)<°°} i vom extinde pe & 1la °g
puniné
&5 .—_lin ® G™ pentru % & 4,?
¢:é uTe uraftfterrcle proeprietifi:

e} 3.4 cey implie& }+Q€c§-

Iatr-adevir
2 G < & (TP )P 2™ (™)< = imen,
») Dacdi X ER 8i 7 € e atumei o(}’e c§ .
¢) Deex ?:Uj)je ‘s 4,-. 'Z:’('zj)q:: €c, verifiei eenditgia

n
St Eart oq2ye
3=1 4 4=14
stumci h apariine de asemenes lui ez -
Din - e) rezultd si o altd proprietate

@) 7:{%‘)1‘ c ‘5 implfc‘ cd fke(;;')é_&cé,

Este cler acum adi P extinsk la cé poesedH proprietdjile

I - V. Atunei e re vs nun! domeniul natural &l functiei s.p.m.

4
203.

Definitin 1.13 Perntru o funcjie s.p.n. $ vom construi mulyi-
REB C§ & operatoriler Xe C_, pentru care s(X):.(sj(I))J & cg:

Paatru erice XiéC.§ punea

Xl = s(a)) .
5 = $(sW)
Zste clar ck X ecé daef gi nuasi dec# s::p iIZRl§

I cste sume priniler = termeni din dezvolterres Schmidt a lui X,

=3(s(0) .

< o0, unde

i _ .
fer leé = l:n!lnlé
LrarsvosTen teoremd, snalogi teoremei 4.1 — . 80 - D&] , ne 4A
posidilitotes de & censtrui éiferite ideale S.p.R,
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Teorems 1,14 Fie ?/{) o fuaciie s.p.m. Atumel nul pimen CQ:
'eete um ideel s.p.n. eu p-norna simetried
iAI‘§ =, “\GQ = ¢ (-(A)) pentru Ae.C‘?-
Desonstrniie Fie Al,Aze c§ » atunei s(Al) t+ s(A) e g w!
din teorema 2.8 -(3] rezultd ck

igg(ArkAZ)& é'?“‘z)* %l?(‘z) pentru R=1,2,...

Atunci
»
B (etagr i) @) (ain vredeup s ap? D)
<(é¢tn III') < P (s(4)) (e P (s, )(”)P< “1|P,_ 91 e,

de unde rezultdi c& A;TA, €C o a4 l;<|All’+ (A_’|

3
E=ste elar ed gentru A& Cé $i K €C , avan o4 & C§ gi
IRAL} = IMIA|§
Bvident c§ este si un ideal wilateral, S4 arit4a scuam ch IA){F
este ¢ p-nornd gimetricd, Simgurd propriestaten 3) nenmeits pyiins
-
-ton;ic..rio 5= (,,1)1_“ ‘,' =(3, )1-1 doud giruri da numevs reel:
FH (1.0‘-)“-’:‘ un sistem ortonornnt fizet ia lp.
Atunsi

VF 0%+ gt = 8O B (e w20 86"
=hZigo ,P,)?,l +1F 7y (-,'fi)f,"*
Ia sfirgit voz lrltl (18 Ci

ua ¢ir Csushy ia c§ . Cenfera propezitiel 1.11 avea
HA Al = og(A A )& (14, -4, u§ s 0

este coxrlet gopohgu.' Ple (1) 5

Deei A, —> A in sp= jiul BL‘CZ) ol Aec,, . In plus,din envo-
laerul 2.3 - 9,30 - [4] , rezultd ed ) :
li.n sJ(An) = IJLA) §i=1,2,...
Pe de altf parte, cum P este continud pe 7, avem

F(4,(R), 8,(A)s - 4,(A),0,0,.) = {3‘,.. B (a,1A0), .., 8, (A),0,...) <
< AwPIAkl " pentru m =1,2,...

afﬁn/nzﬁxs
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Prin urmare “l§ & st}g IAklI,<°° sl deci A &€ C§, .
S4 arAtim cd AK'T’A in Cf . Fie £> 0 ¢i N un numir

natural ssetfel a4 pentru m,q ~> N avem
[Ag - Aq |, <& A '

Atumei P (8y(A, = A),...,s (Ag -4 ) 30,00 <&, n=1,2,...,
m,g > N. Deearece J(A - A )——9=J(A -4, pantrn j=1 2,..,
atumei $ (‘I(An = A) seeensg(Ag - 4),0,..)< £ ‘pentru a=1,2,..
si m>N. Deei la, - Al§ < £ pentru = >N,

S4 aetéa c4 M‘é verifie4 o preprietate importnnt_&. :

Proprietatea de deminanid Daecd A& C§ si B&C_, are preprie-

totea cA

o] n
2:s8(8) < 2lsfN) Yo - O
3= =1
3 Bl < |4
atuzel BeCy ol 1Bl J '45
Este clar de asemenea cA idealele s.p.n l 3i cq’ coin-
¢id ea mulr‘i'u dae4 ¢l numel dacdA func P‘iila S.P.B. ﬁ of §2‘ sint

schivalante.

Touw ual da 8 aplinnyie utila & propriataAtii de ﬁominanm.

Teorsma 1.15 Fie A ur opsrator dinm C§ i (P

distenr de proiecteri er‘cogonﬂli Atunci spsratorul

A= ZPAPJ

apartine de assmenea lui C at

- &
l»\l§ ES lkl{,.

Demonstrayie Fie AJ=PJ.A‘P_.APJ. . Atunoi A%A =
v

J)J piSen) X

ME.

k2
PJA PJAPf

I}
-

a

Pe de altd garte, vantru @in imaginea lui P mvem

(4 9)= (B P =CALTA)C WAL DGR S,Y) ) § = 40

Deeci 05AJ. < FJAI’M?'j 3l atugci, cornform lemei 1.1 - 5.7 -

-[3] , svea 5 (A)) &_g.((PJA*APJ) k=1,2,0.., §=1,2,...,0
Atunei

s’G) =
ﬁ

(®

a"/a(A‘A)& (eonrorm teoramsi 2.8 - [3]\
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P 2 S W /o %
%z ﬁ ) < (eenform (%)) = g%af‘ (P AP, =
“f g * ?(P A%Ap pe (deonzece g{ s (PA™AP,) ; kelifc

cis, (A‘A) ; xeuvj) < '?aﬁ/au A) = fis;u\) .
=1 B=

Din proprietatea de dominsnrt& rezultd acum cd A € Ci" si ok

l‘l{, lA‘q; -

Corolarul 1.16 Decd A& C§ atunci valorile proprii ;!‘.;' (&)

i=1,2,... satisfac relatia
%((RL(A)|~)|2£{4)I,_,,)5 M'{’ pantru A & CS.; 3

Demonstratia este aceengi cu eer » tacremei 4,3 -p.%3 - [1] i

o omiteam.

Vom prezenta meum o extensie = teorexei 5.} - .35 - [4] erre
re va £1 de folos in gidsires duslului unui jdesl s.p.an.

Mei Iatif vom denmonstra o lemt ce comstituie analegil lemei 5,1-
p. 33 - [8].

Lema 1,17 Fie un epsrator liniar gi cemtinuu A eare esta linita
slebd & girului de operatori (A.):;l din Cuu .

Dued

.;In sup IJ(A )= 0 (rospac;iv lim lin sJ(A y=0)

.tunci operatorul A este eccampect gi

ﬁs"u) fm, .P(A ) (resp. 2’.1‘(1) ﬁ lin .Pu ))
q=1
Demonstra g;e Procedind 1a fel-ce in lena 5.1 -p.'}—!u -B

se aratd c4 A este um operatoer caaylct gi ¢4, in plus

sJ(A)= lim s, (AIl T I=1,2,00.
Deci " 3'sP(A) = 11 n“% P(Ar ) < 3 1a s2(a) 1,2
c = m ] < a s » = ene
FEri ) Mres g1 4 Br Tisiwm al o BELA. g

Teorems 1.18 TFie §{;) © funetie s.p.a. neechivalents cu func-

iia minimels ((edied Cg # C,,) . Dacd uz ogerater A € B((’z) aste
limits 3la®4 a urul gir de operateri (A»n). din ci; 9i daca

sup (A |- <oo .
a A
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atunei operatorul A apartine de asemensa lui Cé sl
[Al, < sup |A_|
| l{> -pl nlp

Demenstratia care foloseste lema 1.17, urmeazq linia demoenstra-

tiei teoremeil E.i - 9.85 - (4] =i o omitem.

Corelerul 1.19 Fie C§ + C,, ; Dact (Pn):;l este un gir
monotem erssciter de. preiectori ortogenali finit dimensienali eare
tinde tare la identitate, adicd pentru care l,j;‘ Il Pﬂd-‘f‘ll:O
pentru ‘-{'6{{2, atunei K & C§ dacd sl numai dacsa

= s:p |P AR, < oo

$

Vom etudi’ weum s clsgs interessn®? g! 3Importentd de iderle
s.p.xn. 31 nume idealels s.p.m. separabile, sau folesind termine-
legia Iui J. Arazy [1] - p-spatiile unitare de matrici.

Vom considera o rfunciie s.p.nr. § si ideslul c§ - Vrm_nota
ou c% fnchiderea spajiului F fn Cz . Din lems 6.1 -p.57 -
B] , care rimine valabild si In acest caz, rezultd ch C; eate

format éin teti operatorii A‘écé pcntru care

o Bla 105 2400 bed) = 0
sau

1im A A)yeoo o = .
m/'.-»? (SM- 10 8n+2( )s »Sn4p(4) 9050500 i

Vom spune cA o furcyis s.p.r. este mononermalizeth dack este
indeplinita condiyia

Eﬁqac%(fhﬂ)?n-rl.’ "'> =0

sau, echivalant daed

pentru 7e.cé

";“ P (Fupar fnezir hrpwo'o)“):O _' pentru fecy
£ = (,'(; dacd si numai dacd P este mononermalizatiy,

Dacd §es‘c¢ Renenormalizati gi daed AeC

Deci C

& gseria Schnidt A o-
gseretorului A converge 1s A in normsa | |§ s

Orice funeyie s.p.R. csre nu esie reneonermalizaty ge va numi
Sinermalizatq, ;

—————— T e -
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Ix-aple de funcfii mononermaulizate simt furetille minimal#d si

meximeld.

" Ut ‘exemplu dc fune gie binormalizatk este urmAterul:

,‘4,)'115 » /- W= = .
5{})— ""‘f e ,4,"‘»("1 1=w1>,v£‘.;~.ac e f;:;" =cC *'\ ‘ZHW‘ = oo
2 /3 ;
Este clar c4 subspatiul C; este idenl s,p.n. «cgarshil

(vezi tecrsme 6.1 -p.83 - [_41) . Repetind demonstraiir teeremei
6.2 - ». 89 - [4] ekyinen
Tegrema 1.20 Oriece ideal s.p.n. separabil coineide au un enumit,

idssl €2 ,
P

Dup4 cum am vAzut fn coerolerul 1.10 e p-ncrlti‘invurinnt& pe ..’4:'
verificd inegulitatee generalizatd a triunghiului, Un rol importent
in demonstraren acestui fapt 11 joack preprietatea de p-cenvexitate .
a p-aermei.

Din serelarul 1.10 rezultd cd peatru p=1 , pe idealul ’.-f:’ &n-
sanblul proprietdyiler 1) - 5) este echivalemt cu 1) - 5) In care
pro;rigtaica 3) este inlacuitd au iregalitater obignnitl & triun- -
gaiului.

Se poste pune Intrebures dscd aceasti echivalentjd se pistreazs -
sl pentru €@ < p <l., Rdspuasul negativ le amcexsti intrebare n fost
dat de astemsticianul sovietic Rotfeld [8] . El a sratat ed
Co, 0" ; Té?(eg) P 1T, L= szrkl/'- :k(T)‘v-j este un contra-
exqmplu.’& Intrebares de msi sus.

Ls frel cu in teorems III- 12.1 - [4] e aratf cd duslul lui c,

O<p<l , sste B({’ ) ai ch corespendentge dintre o fumetionsld

liniard sl centinud F 2e C 3i_un eggg Aenlt‘z)ente dati de
forzuls F(X)= tr(Ax) o xec » dex | Fl = sup It.rg
Xel,
r

Deci netdr au Q(")O) func4ia §(3$)f (”ntrn ? & ?), é

f1iad o funcyie s.p.n., i decd punsa 2‘”(‘1)" w?{i_)_F %QJ‘?J ,

atunci } este o funciie s.R. ¢i »vem aralegul teeremsl 12,2 -["J:l

U]
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Teorema 1.21 Fic: §(}) [ fund;iab s.p.n. neechivalentd cu funetia

asximalf. Atunei forma generalk & unei funcyiomale liniare si con-
tinue F(X) pe spatpiul C; este dath de formula
F(X) = tr(AX)

unde A este un eperater dimn Cyx gl

)
- rAXl _ jal e .
)

iy .d
omonstrngio Fie A € Cp.# 9if X un operater dir T . Atunei
(®) ’

axeF g deet
|F(X)] =ltr AX [= [Z a ax)| & (conrorl eor. 3.1 -Lu]\s Zs.(AI)<
< (uu'. II 4.1 - Lu]§< ZsJ.U\). (%) < (aim definigia lui & m)‘

(a(x) @m (sla) = |x|§ |A|§(,; <o

Dar presup Q ci tlxll§\ , atumei -J(x) £ ¥ T=1,250005
de unde /’(:‘ﬁ\ jLL) , §=1,2,... 91 atunci, din propozitia
1.6 - rezulti cd §le/’(x))< ?(sj@))_ 1x|§ & 1.

Deci (xlr) < 1, si pris urmare |F(X)| < lxl=§ {Aly.‘ pentru
xe¥ . Dua‘xtc; 3i X, —>X in c; s
3l deei F(X_ )——> F(X) siatunel [F(XlgX \§.u\ lél- , prin urmare

, atuneci x —>X in c2

F(X) = tr(aX) ests o funecjienald linihr-l si continnl pe C; ol

€ )) nE iA|§«(’,'
Vom arita egalitaten .‘tn (%} . Pemtru aceastma se procedeazi c& in
5 (o)
ful -p. 131 falocuird pe 3J prin 3;“”‘

Mal deprrte demerstrasia comtinu4 ce in 74] s. 131-132,
- Eeal

Reasrea 1.22 . DaecA § este o Tunciie s.p.n., atunci aconform tee-
raxel ds n.m iaainte C% asta sepurat de dualul/_:fu 91 deci putem
considera gempletatul Mackey al sdu (nzi L5:\) C% . De nsemenen
se peate verifiass e4. @. este un p-spajin invariant 1a resranjAri
da .irari (v-zi [’7]) si prin urmare putem considera ecompletatul

:\lu Mackey ‘§ , eare este un spatiu invarfant la TearanjAri

sapara®il de siruri.
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Se posia pume intrebures decd nu cumva C;:cé, , unde prin
C; ém notet spatiul operstoriler compacii X cu proprietates ci
sj(x) € K. De remarcet c4 C; egte un ideal s.p.n. separadil.

P
Inestrebarea de mai sus este justificetd deoarece Cp =C

1
pentra 0L p < 1.
Y,
R#g;unsul este negntiv. Intr-adevar fie é(;)—(z\u g f‘) s
unde j ¢ k 3i (w )n=l este un sir poezitiv desgcrescAtor eu

Z' =0 31 lim w =0. Atunei, pemtru p=1/k, kKeW, k>1 sf
M=2 Mo e ¢

pentru v= (v’)‘ =1 un sir eu uulon!i proprietdyl ca si LIV

n - i ~ -
st pcltrn cere Zv ~ (_Z:-zi)k (4'7'-) nelN, .eé = o, unde

”»
YB)= “?_. A 3* (A se vedaen (5] 1.) Deet Ci =C_ cu metajiile
din [#] cap. III -§15, si prin urmare (C' = Cy (cu &celenst
—~ : < *

Retatii). Dar dmed C; :G%} = C,  clmc CV=(§1';)’?=(C;) =
:(teorena 1.21) = ch-z Ca (eu netatiile luiﬁl_]).

Dar este avident cd Cy # Cy» deoarece % 3 7" S "5 “-

§2 - Teorems de interpolare ¢i mpliecatii in idemle s.p,n.

In ucest peurxgraf vom indica posibBilitutes extinderii uner re-
zultate mle lui J. Arazy [I1 ,[2] privind ,in specinl teoreme
de interpolare in idenle s.p.n.

Rezulfltglo sint nuaRi enuntute, far a <= &a demonstratii,

De asexmenen unele nojiuni zu ver éni £i zxplicate ci se vs in-

dics donr leeul in cnre pet fi gdsite explicetii mai detslimte,
Fie & um p-spsjiu separadil de sgiruri inverisnt ls resranjari
(ps scuart un sprpiv. sinetric E-norr.::_t). atunei
By {Te'c,, i ®(T)ek dotnt cu ponorma [ITH = {s(Dlg}
este un idesl s.p.n. separabil,

Definim proiecyia triengulars ‘T"C —> Cp , oA £1ind

datd In felul urmiter: deesd ('n'ns.l , [t )I‘L sint doud beze
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ortonormate in 52 , in? A E Cx atunei A se identificd cu matri-
ces (‘.(n.n)) :on"l relativé la cele doud bazs, unde a(a,m) =
| s
=(ae 2, ) 9t .
e {-u.a) 143
D= 5 altfel. _
0 primi Intrebare sare se poate pume este cea privin.d eenti-

suitétee lui T. Respunsul este dat de

Teorems 2.1 Fie B un spagjiu sinetric p-normat. Pro!eéna
nluﬁlul. T este seatinud pe c, - 2nehk gl numai daecd indieil
Bayt ai lul B verified imegalitajile

1l & rg ¢q.< o o
(Pentre definfits indieiler Bepd = es vedea &e exemplu 12

Dack I este un p-spatiu Banack, o descompunere finit dimensie-

zali (prcscurtat 2.r.d.) & lui X in spagil (I‘):’:'l este um sir

(I‘):i 1 de subspatif finit dimensicnale ale lui X eu preprietatiea

o
ch orice xe X se serie unic sub ferma x =an eu xnexn. Cqind

oo =1
gerieres x = 2 X convergs necendiyionat, atunei (I )of se
e nla=1

gumeste d.f.d. neconditionatt s lui X,

Vem defini acum preieeiiile :cg —>cg date de

P (&) (i,3) =§ alt,y)  =ex(,j)en
3 - o altrel.

i Z =Sg ( TR max (1,J =n> , unde (ei,j)(k'lF{]:.k‘(Gﬂ
ea fa [17] se dsmonstreazi ed: :

Tearsas 2.2 Fie CE un p-spayin unitar de matrici, Urmdtenrele i

s3firmatii sint-echivalente:

1) T este mdrginit pe C
2) ¢

x° TR
* aste izomorf cu um subspajiu al unui spa yiu p-Bamrach cu
® d.T.d. necendijienatd. .

3} ¢, are e descompunere f.d. mecondi tionats,
u) o 1 esta @ Jdescompunere .4, nerondirienatd a lui-CE;
5) 1< 3 o1 '

g < @20
2
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Exemple de spatil Cx agtfol ﬁo!t 1< p' "q!<~‘ ol eare

sint nelecel-convexe sint spatiile (] , WRde p>1>q>C

’.q

Adedl Z’ q {leo. H lxl, q gx (.)‘l .(‘1/;)-1)1/1
uade (,'(ﬁ)l este girul (x(ﬂ)\ rearsnjest Oeserepsiter.

Reamintia ¢t un spatiu vectorial tepologic X se numegte primar

deed din faptul eA X = YOZ otumel e8u Y X , smu Z X,

Cu aceeapl demonstraiie ea In [2] se ponte demdastre terrem=.
Zeerenn 2.3 Spapiile c' » umde 0 <p<]l , siat prim'-.'

(1]

(2]

B3
i

&
(eJ

1
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o

: OPERATORI LINIARI CARIEMAN - ; A
MIRCEA CIRNU
INSTITUTUL POLITENIC BUCURSSTI

Se d¥ notiunea-extinsi de autor la generalitatea
prezentati In comunicare- de operator liniar Carleman gi-
citeva din cazurile sale particulare, care dovedesc sfera
largd de cuprlndere alcestei notiuni.

‘Fie S o multime, E si G spatii vectoriale topologi-
ce pe corpul K al numerelor resle sau complexe, F un Spa=-
tiu vectorial pe K format din functii definite pe S cu va=
lori iIn G. Un operator liniar U cu domeniul de definitie
D(U) inclus in E gi cu valori in F ‘se numeste Carleman
dacd existd o functie 4 numit# functie generstoare ssu ni-
cleu definitd pe S ou valori in spatiul vectorial L(E,G)pe
K gl tuturor operatorilor liniari si continui de 1la E la G,
astfel incit

1) D) C{e€E : tf(.)e(F}
(2) Ue(s) =¢(s)e, e€D(U), s€S.

Cazuri particulare de operatori liniari Carleman:

Operatorii liniari si continuis Daci F este spafiu
vectorial topologic cu topologia mei find decit topologia
convergentei punctuale gi U este un operator liniar gi con=
tinuu peste tot definit, atunci U este Carleman,

Exemplu: Operatorii liniari intre spatii finit dimen-
sionale. Daci U este un operstor liniar de la Rnla " cu
matricea asociatd A -||a1 Hl, el este Carleman avind ca nu-
cleu matricea A. Mai precls avem S—{l 2,...,m} y G=K, E_Rn

F =R ¢ = agqeee emuenn-aa“) E’, 1e€s.

Operstorii genersti de matriei_ infinite, care szeti-
oneazd intre spatii de siruri .
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Dacii S-(a,b) € R 1inzestrst cu misurs Lebesgue,
G=K, E=F =1L (a,b) se obtine notiunes datd de
Carleman in 1923. In zcestd situat;ie nucleul este o funct;ie
de doud variabile « (8)= K(s,.) € 12 (a,b),iar operstorul
are.forme Ue(3) = K\s,t)e(t)dt, pentru e in D(U) si s
2.Pets *in (3,b).

In cazul 3 = , E spatiu Banech F spat;m 8anach
compus ¢in clasge de functii m¥gurabile, .notiunea ds " operator
Carleman a fost dat de Jdanov, 1974, iar in_cazul cind Se
un spatiu cu misurd o -finitd, G= K, F= LZ(S),naf;iunea de
operator Carleman a fost dets de J . ‘Weidmann, 1975, .

Exemplu, Opsratorii Hilbsrt Schmidt de 12 un spa-

finu dilbert E la F = La(s) sint operatori Carlemsn cu nucleul

¢ () =Zn Ue, (sl & , dacd Z”Ue,jsK-gi 0 ir rest, unde

{e }este un sistem srtonormat din N(U)'L
Operatorii lini

diatribucii, U -Zi—».b" sint adjuncti de operatori Carleman
cu nucleele famiiii compozabile de distributii in sensul de=-
Pinitiei dste de R. Cristeseu, 156%. '

Cperatorii de convo;u*‘ie. Dsc# S este un seamigrup,
® un spafiu veciocrisl toprolegic, D un spatiu vectorial, B
este coumpus din funcfii Je 1a 51:—: D ginvarisnt 12 trsnsla-
tidle 12 dreapts T°, s€S , definite prin T e(t)=e(%-3) ,
t € S 3i 2re transleiiile continue. Un aparator u € L{E,F) ,
se nuregte. convslutor(E;F) dz=cd (use)(. )d;‘u(t e)€F ,
Operstorul de convolutie 1J definit de un convolutor W . 3i

orin U(e) = u % @ este Carleman cu nucleul yis)= T .ua&é
(Thu)e= ult®e) .

l'emg;u. Opsratorul &a derivare de ls z 12 o este
Carlemen cu nuclaul @(s) =T$ &7, unde &’este derivata
distridhiiei Jirac .
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Operatori liniari pe spatii de funcgiitvectornlo

de

Romulus Cristeascu

Rezumat
==

22222
Fie X un spatiu reticulat local convex gi‘P mul{imea tu-
turor seminormelor solide gi (T )-continue definite pe X,Fie Y un
spatiu liniar complet reticulat.Pentru t_aricc P €P vom nota cu Zp
mul{imea tuturor operatorilor liniari UsX—>Y pentru care multi-
mea {U(x);p(x) £ 1} eate (o)-mirginitd.Dacd U ¢ zp,vol pune -

Il il geup{] VGO sp(x) £1}.Vom nota 'z=;ézp

Fie T un spatiu locai~-compact gi xmltun tuturor pir-
%ilor compacte ale lui T.Pentru oricq B¢ vom nota cuﬂi mltimea
tuturor partilor boreliend” ale lui E giQ:BLE.:J‘Cﬂx .Vt_n nota cu M(T,X)
multimea tuturor functiilor £:T—> X cu proprietatea: exist¥‘E € JC
gi un .eir generalizat {IK%GA de funotii B-simple (care aplicd T
in X) aga ca~spt %C E gi care s& fie uniform-convergent cidtre f.
Spunem eé{tg'j&t\eate un sir aproximant pentru f.Mult{imea M(T,X) este
un spafiu reticulat local convex fn raport cu ordinea punctuald gi
‘topolo:ii datd de multimea seminormelor {';[ pe‘?} unde
P(£)=sup {p(f_’(t));t €T}.Pentru orice BeX notém

ur(m,x)={:e .Il('l‘.x);apt-tCl}

Fie acum mB-—>Z aditivd,cu proprietatea:VEe¥,Jpec P

astfel ca a@By) C z, iar mlyinea ’

{%lunui) I p3 (Ayseeesdy) Bopartiyie a lui l}
eate (o)-mércinit&.Von nota cu v‘(!,p) marginea superioari a aces-

tei multimi gi vom gpune cd m eate de tip_(vn).Daoa £ M(T,X) eate
R-gimpl¥,definim integrala I(f;m) fn mod obigpuit.Dack .f& M(T,X)

egte oarscare iar {fﬁ}ﬁéA este un gir aproximant oarecare,punes -
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I(fim)= (f )_}?A I(td-. sm) (lini..h cu regulator existind i nede-
pinsind de girul aproximant).

Integrala I(.ym) este un operator liniar pe M(T,X) cu
proprietatea ci pentru orice BeJ restrictia sa la HB(T,X) eate
un operater (po)-mirginit.

' Reciproo,dacd UsM(T,X)—= Y este un operator liniar pen—
tru care restrictia Ug la l,(!.‘,!) este un operator (po)-mirginit
(V B €30 ,atunci existi o functle aditivd m: B —wZ,de tip (va)
astfel ca U=I(.,n) ¢l || Ug unp' =v_(E,p) ori de cite cri membrul

gting (al ultimei egalitityi) are asens.

In particular, se¢ poate {ine seama oid spatiul co(r.x)
al functiflor () continue cu suport compact (care aplicd T
fn X) este un subspafiu liniar reticulat al spagiului M(T,X).

De exemplu, un operator liniar (po)-mirginit pe cocm.x) cu valori
fn Y se poate prelungi pind la un operator liniar (po)-mirginit
pe M(T,X).

Bisliogratie

Romulus Cristescu,0rdered veotor spaces and limsar
operaters.Abacus Press,1976.
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Siruri Vitali convergente

Gh. Grigore

In [4] si [2] s-a degajat ca instrument de lucru, o teoremi
de tip Lebesgue-Vitali de derivare a unor misuri, teoremi In care
am fnlocuit sistemele Vitali cu gir;xri éeneraliiate Vitali.

Pie T o milfime, T o G-algebra de pirt{i ale lui T, m o
misurdi pozitivi definiti pe ‘T e Vom numi partit{ie a lui T un
_sistem finit A= {E,...,E } de mmltini din T astfel fnost
B; N Ey = @(3#), kai = 7, m(E;) > 0. Vom nota cu © familia
tuturor partiyiilor lui T gi o vom ordona dupi finegs. Pie {A.,j
un gir generalizat cresciitor de partifii gi fie RB- {El Eébq -uA]
Vom nota cu%s familia reuniunilor mumirabile de milfimi din 53,

finitia 1 Spunem oX girul de partitii {A.L‘oate total

(1) v)EeT i y‘e %0 exists «¢A gi B, o reuniune de mulyimi
din &y aga ca m(EAx ) <E.

(2)V 2¢T cum(2)=0 g1 €20 @)Be% aga ca B2Z gi m(B)< €

Dacd A€  vom nota WAl = mex m(E)

. Bed

Definifia 2 Vom spune ci girul de partifii {0 ) este un
gir Vitali dack este total, crescitor gi lim WA% o
Teorema care urmeazi generalizeazi un rezultat din f_’-”_]
Teorems 1 Dack { O} este un gir generalizat de partifii,
crescitor gi ocu proprietatea (1) iar misura m mu are atomi
atunci 1‘1‘5 | Aql=0 '
Fie X un spatiu Banach gi L§T,X) spatiul funct{iilor m-inte-
grabile Bochner cu velori fn X. Pentru f € L(T,X) fie
&= s}'a‘wn( gredmde  « S%e)s gi4n (e,
Teorema 2 Dack f ¢ L(T,X) gi {O4] este un sir Vitali atunei
]im f‘(t)‘- £(+) m-a.p.t. §i li.m ver (£* - f: )=0
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Teorema 3 u./..ommpe? gi pentru fiecare
iﬂ
x, ¢ T fie E:_‘Aq ,I.GE,:.Atunci 1:‘|‘.n %i)’ existi a.p.t.

gi este egali cu densitatea pir{ii m-absolut contimui a lui k.

Bibliografie
1] Ismat Bog—dh. @rigore n;presentatu unor operatori
liniari (sudb tipar )
‘{2] on. Grigore Representarea unor operatori liniari (mo)-
mArginits Analele Univ. din Craiova 2-1974 lo3-1lo7
{3] . Halmos Measure Theory New York 193d
B CE Wuak , B, Qpber Unmopoa, dfa u mpoughoguat
ik Hayka M ockBa 4964,

Universitatea din Dicuroqti
Pacultatea de matematicid

o By

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



-9/~

HASURI VECTORTALE PR LATICI
_ Stelian GEind
Institutul de Arhitectur# Pucuresti

In tot acest rezumat ¥ va fnsemna un grup topologic separat,
complet si comutativ, in care operatjia va fi notats aditiv ei
elementul unitate cu 0 , X o mul{ime nevids arbitrari,q:\’) mud{i-
mea tuturor partilor lui X ,Zcﬂ?)o latice de multimi, adich e
mul{ime de pArti cu proprietfitile 1)peX ; 2) ApeL =4 4np € L
gi A-X func{ie modulari, adioa-o functie cu propri.ot!tiio
1IN0 5 2) A(Av8) +Aa08) = A)+A() , ¥ A B : '

Prin ¢-misurd vom inteiege o functie numirabil aditivi de-
multime gi cu valori in % . Pentru orice functie : & R0-> Fvom nofa

Aoy =14 E x| 9@ = pans) v ¢\, v aex}

In lucrarea [2], noi am generalizat not{iunile de misuri,
interioarsi gi exterioarf, la eagul functiiler o yeldoul: tx ¥ A
in maniéra de mai jos.

Definitia 1.1 Punctis ¢:f%0~ X se numegte sesmi-misurs fnte-
rioars dsck 1)9@-0 3 2)((4.),CPXN), At g) = L wm,) = PP)

Dacs, In aceasts definitie , conditia 2) se inlociegte cu
condit{ia mai tare urmidtoare: ) )

2') (4], CTx), A, 44 ) = L o) = pim).
atunci vom spune ci ¥ este o misurd interioard

Definitis 1.2. Functia $:%) =¥ se numeste semi-miisuri
extericars dack 1)y (@)=o0 3 2 ((4.), <%0, ATx) "fﬁﬁ*(ﬁl“f’(x’-

Dack , in aceastd definitie, condifia 2) se fnlocieste cu

conditia mai.‘ tare urmitoare : .o )
2') (8, CPx) , AL TA) = Lia pA.) = A
atunci vom spune c# \P este o misur# exterioard.

(da. 587982 fase.7
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De asemenea , in lucrarea 2], noi am demonstrat teoremele
urméitoare, care generalizeazd binecunoscuta teoremi a lui
Carathéodory.

Teorems 1.3. Pie ¢:PX X o semi-misurs interioars, & = V"f si
Ao =§acx @) (), c R okl iwat A=5 A}

Atunci avem 1)£ este o algebri de multimi Sif/ﬂ este 0 -
misurd. 2) (A)_ C &R, 4,74) = G o) =4
3) ((A). € Ar, Al =(%f(a))., este convergent .

4) ﬁvuh o latice de multimi, JdeﬂrQi 'f'/d este o functie modulaxs .
5) Daci{ este o misurd interioars, atunci & este ¢-algedbrd si v7 &

Observatie Punctia Cf{* va £fi numitd in continuare (¢ -miisura
generati de Y o

'!eo‘rena 1.4. Pie 1.»-'9!)() =% o semi-miisur#® exterioar#, 3= "/:'o si
B~ ’{rbcx [ @)(A)o © B s ostld Funet! ,-arnrs |3
Atunci avem 1) % este o algebri de multimi qi‘f este o
r-misurs. 2) (R, C By, B, 40) = B Yin) =M.
3) (o, %), CABr,0T) = ((¥@.),, este convergent.
4) B este o latice de mulyimi,BcF. ei‘f’/g( este o functie modulari.
5) Dacd'p este o miisurd exterioari, atugei B eete r-algebrd gi B -3,
Observatie Punciia \f’% va fi numitd fn continuare s-misuré
generatd de \ .
Du{;l. cum se aratd In['Jgi[4] , orice V'-misura/w‘é -~ 3% unde
¥ este un clan care poseds proprietatea c# pentru orice sir
monoton (£.) ct, gizful O’(E.)) este convefgent, se poate prelungivla
0 -misuri pe o ¢ -algebri . Astfel, de aiei si din proprietitile
2) si 3) din teoremele de mai sus, rezults €& cfesi functiile
gi} sint numai semi-mZsuri, interioari gi respectiv exterioari 3
acest fapt nu reprezintd un impediment pentru generaree, cu aju-

torul lor , a unei G~-mZsuri pe o 0 -algebri.
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.

Scopul luerérii pe cere o rezumkim aici si eare va apare fn
Revue Roum. de Math. pures et appl. , este de a arita fn ce mod
se pot construi, ploci:nd de la functie modulard A y semi-misuri
si mﬁ_suri interioare si exterioare fn sensul definitiilor 1.1.
8i 1.2. gi de a da eonditii necesare gi suficiente In care ¢= .
misurile generate de ele prelungesc peA.

2« Pentru realizarea acestui deziderat vom presupune tn plus
c# functia A posedd fn plus proprieti{ile umitoare !

I){ (ED). €L, ELT) = (A () aet e..-mr-r

(ENCZL,ELG) = L A(E.) =2
gi vom folosi urmitoarea lemli care este binecunoscuts (V.L[41)

Lema 2+1. e (% )ie(tym ®ir generalizat fn % . Daci pentru
orice gir crescitor @,)cI , sirul (13_)- este un sir Cauchy ,
atunci () z ) este un sir Cauchy gomnuut;

_ Pentru orice multime ACX , vom nota-?."-@'{fe“'lfc"} si
vom ordons aceastd multime cu relatis de inclugiume. Atugei & &)
este o multime dirijatd si din provrietetea (7) si lesma 2.1. ,
rezultd ci (A(E))“z-m este un sir Cauchy geheralizat tn X gi deci
convergent. Notind limita sa prin V(4) , obt{inem astfel o functie
Y:AX) = ¥ cu proprietates evideats v/, =A..

Teorema 2.2. Avem 1) ¥ este o semi-miisuri interioars.

2) (A, < 20, A1) = (BA)) Gesspud).
3) Jaed ASX afive: A€ Sy & Ae) = V(EnA) v V(EM) vec:e‘

) LCHy & Abed asn = 7(8~4) = X8 - A4).
Observatie Dacl £% ##%, atunci .pentru orice gir menmotn (E.) C<”
cu limita E€o’, avem A(E)-Ak)decarece S$n baza teoremelor 1-3;
2.2.,\'[“'09“ o o-misurf si \’b«“\. In particular rezults ci A
este numirabil aditivi pe < . Afirmatia invers¥ nu esse insi

adeviirath, dupk cum arat¥ exemplul urmiitor
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Pie B multimea numerslor reale, X~ (1] <R, Q"{(""'] | e (‘5'3‘}
gi A x™ [0 X0 fuimes §= (5] €5 xenad & ente o latice sta-
bildE fn raport cu operaiia de intersesctie numSrabilf. De asemenea,
este evident ci A este o functie modulark si c# pentru orice gir
(). (X, E.LE avem A(s,) >A(£) iar pemtru oriee gir (K) GlEtmirul A(%)
este convergent; dacs FeX  , atunmci--avem chiar- alE,) A, 7

Totugi, dacd A=(%als-(ablunde o<a <6 st , atumci A(B)-A(*) =
-b-a >o‘ia» Y(B\4) s1(¢)>q deci nu avem X< By .

Teorema 2.3.° “waf este stabili In report ocu operatia de
intersect{ie num#rabild gi dachk A posedd fn plus proprietates

O ((E), € L ELLE) »m@;‘ A(e.) =ACE).
atunci Y este o m#suri interioard.

Observatie Exemplele tipice de latici ee satisfac conditia
din teorema 2.3; sint laticea X a pigrtilor compacte ale unui
spatiu topologic separat si laticea Fa piArtiler fnchise ale aceluisi
spatiu. De asemenea remarcim ck daci fn teoremele 2.2. si 2.3. ,
mult{imea X este un spatiu topoloéie separat ei X% X Sk, s,;&nnii.
Fedty dups cum rezulté imediet din afirmatia 3) a teoremei 2.2;
¥ai mult , dacd y ests s-algebra mulyimilor boreliene ale lai X
9i ¥ este misuri interioard, atunci B ¢4y , clei ¥y este s—algebrd
(v.teorema le3e ) .

In propozit{ia urmiitoare vom de o conditie suficients pemtru
ca & € /6 . Pentru aceasta vom introduce o notiune noul si vom
generaliza not{iunee de volum regulat ( v. [ﬂ,ﬁyl 5 §5’§ ).

Definitia 2.4. Tunctia «:&™~> P(X) se numegte operatorf de regu~
larizare peitru laticea &  dack : 1) X(A)SA, VAEX

2) (ABEEX, ASa(BNE ) = FFeR®, asllrlal ACa(FICFSX@BINE.
3) ApER” = AN () EXC

Observaiis Cu notatiile din observaiia fleutd la teorema 2.3;,

este evident ci daci X este un spatiu local eompaet gi separat, iar
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agﬁ,)‘(_ , atunci restric'gig operatorului interior laﬁr este un
operator de regularizare pentru X . De asemenea, dack X este un
spatiu nomalqiaﬂ?,' atunci restrictia operatorului interior la
Y este un operator de regularigare perntru .

Definitia 2.5. Functia modulars A X~ % ge numegte volum
regulat dac#é existé un operator de regularizare« pentru laticea
astfel fncit pent.x;u orice A4€X’ gi orice vecinitate \ @ lui 0 §n ¥
existd M €<°, aga fneft A S(%) gi AA)-AE) €V pentry orice Ec X ,
astfel fncit ACECA.

Propozitia 2.6. Dac#d{>¥este un volum regulat cu proprietates
1), atunciX’c . . .

3) In continuare vom a#ita in ce mod se pot comstrui ,_nlec@mi
de la functia modulars A , semi-misuri si m#isuri exterioare. Pentru
aceasta vom presupuna ciX Eg?’ si c& A posed¥ proprietatea urmstoare

I»){Qe_) CX, Ell) = (A o8 Comsrgen?
(€N €%, EAX) = ﬁ.u A = AX.

Pentru orice A< X vom ordons mulyimea X (A) {EG-?'H(E}:u nhtin
duald incluziwii. Atunci f(ﬂ)nte o multime filtrantl ¢i din lema
2.1. gi ipoteza II rezultd c& G\(ﬁ))‘&n‘?lto un sir Cauchy generalizat
fn ¥ , deci convergent. Notfnd limita sa prin /(t) obtinem astfel o
functie /,.-%;) - X ocu proprietatea /"/&’ -

Teorema 3yle Avem: 1)1( este o semi-misuri exterioars.
2). (4.‘) CPxT, AL) »/uf4~))~u€ emw«rl
3) Dacs ASX , atunci A cvg > AG0T A(E) =p(Evh) Sp(EVA) vé&cx
4) Dgc!i:?’este stabili la reuniuni num#rabile gi Anoacd! fn plus
proprietatea :

Gy ((ea), €, ELTE) gm@: ACELY = ACE).
atunci/l este misur# exterioari.

Obgervatie O latice importants care satisface conditia din efir-
matia 4) a teoremei 3.1. este laticea multimilor deschise ale unui

spatiu topologic .
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In continuarea lucriirii se dau condiyii necesare si suficiente
pentru ca funotia A s fie prelungibild la o funcile modulard care
si Indeplineascd conditiile din teorema 2.3; i din afirmatia 4) a
teoremei 3.1. ’
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O _TEOREMA DE REPREZENTARE CU APLICATII IN

TERMODUINATNICA

de Eufrosina M&nzatu

-Rezumat -

Lucrarea pornesgte de la ideea ca al doilea
postulat al termodinamicii exprimat brin ecustia calori-
ca de stare, care precizeazi dependenta energiei jnterne
& unui sistem in stare de echilibru ls un moment rotat t
de parametrii externi s$i de temperatura 8 & sistemului -
este o dependentd functionald : B
U=F[gl, cu g=g(% )=(a;(z),8(T)), s €(-0,t],i=1,...n
cu F functionald continud pe spatiul locazl conex notat
U(- o0, t] al functiilor vectorizle indefinit derivapile g:

n+l

(-2,t) > R inzestrat cu familia de seminorme:

lglJ\: sup \/Z af(z)+92(z). A >0 real.
zeft-oco,t) 4
In ipoteza ci F este diferenyiabila Fréchet

intr-un punct fixat g, € O(- o ,t),notind cu 8F diferen-
tizla Frechiet corespunzétoare, se demonstreazéd : ’
Teoremz : Existd un A >0 si o funciie vectorie
ala f(%© )=(bi(~c),q,( u)),bi$i7/fur]c;ii de pétrat inte-
grabil pe (t-X,t] ,ase incit o Flgy:h] adnite in punctul
h=92-g1€ L{=-o0=,t]}pentru care gjz(aji,ej),j=1,2,gz(t )=
=Ql(“c }pentru TE (-0 ,t=1},0 reprezentare integrald de

forma :
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T n ’ /
§F(gy 10,-911= :S.){ 12;1[321(3)-311('5))}31(! J+l6,(2)-8 () ]9l B} dz

Formula lui Taylor da,in notatia\JQ-F(QZ],\JisFLglj$i cu
ipotezele suplimentare c3 functiile bisi qau derivata a.p.t.
continui pe [t- X,t)si c& azt(t)’ali(‘)'Qz(t)’91(*)‘

: 4
V-V, Sif-itaa(z)-an(z)]t-bi(zﬂ +[6,( 0=, (2 [~ ()] Jom +
; t-

+ Rngligé‘Qll
cu
. Ry08738,794]
lim —éT—i——ﬁL—l—— =0
23,79 9, tg,- ;11lA
Renungind la termenul complementar Rl,aceasté formulad re-

prezintad egalitatea lui Gouy(echivalentd cu principiul II al
termodinamicii pentru proc-se complet reversibile)deoarece

variatiile a,; =-a,;ale psrametrilor externi(deformirile)in pro-
dus cu fortele (-bi) integrat pe perioada de timp cit au avut

loc deformarile se poate interpreta cu lucrul mecanic efectuat

de sistem prin trecerea de la o stare la altz;valoarea dife-
rentiald - q;(u)dc reprezinta entropia de= 3;_ a gistemului,

B, -8y diferenta temperaturilor in cele doud stari.
SISLIOGRAFIE

1, 8ruhat G.,Cours de physique générale-Thermocynamigue,
Paris,1938.

<+ viarinescu G.,Espace,vectoriels pseudotopologigues et
théorie des distributions,3erlin,1363.

2. Manzatu £.,Contributii la studiul topologiilor adai=-

sibile....,5tudii $i carcetari mateunutice,
29/5,1977. .
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O TEOREMA DE PRELUNGIRE A UNOR OPERATORI AFINI

Octav Olteamu N

Institutul Politehnie Bucurestd

Se d& o teoremi de prelungire a unui operator afin, cu
pistrarea proprietiéifii acestuia de a fi majorat de un opoﬁtor
concav gi mim;rat de un operator convex . N

Notatie PFie X un spatiu linier real si ng X o submul-. A
t{ime convex#. Vom note: '

1n oy =y ¢ pay|apen€ay p PER, wepet ]

Zeorem#i Fie X un spatiu liniar , Y un spatiu liniar pre-
ordonat , ACX qonyok;, ,:A—QY un pporator concav, p:AF—-Y‘ un ’
operator convex, astfel fneft p<q . Fie B C A o submultime
convex# 51 h:B—Y un oﬁntor afin astfel fncit '

Plp<h < Up . .

Atunci -existd o submuliime convexii A; CA astfel incit
BCA)G AClind) gi un operstor afin hy:A,—Y astfel fncft

1) e‘aln =4 »
2) HA, < ﬁ, <9 l‘l.

Biblio e .

1) Peressini, A.L. Ordered Topological Vector Sspoes,
New-York , 1967 . -

2) Schaefer, H. Topological vector spaces, Mac Nillen,
New-York , 1966 .
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m.rmrnoimsx DE SPATII RETICULATE CVASINORMATE
Mireea Popoviei si Ovidiu Sandru

Oénsiderim familis {B,]  de spatii liniate,cvasinormste cu
cvasinormele q; subomogeme ( q;(xx)<a(x) daed ki<i) .

Fotlia 1,,(I,2) = {'x-(:n:,),el | 2 cBy o mp gy(x) < o b
ol a(x) » swp qy(x)

Definitia 1 Dacl %/ este un ultrafiltru peste I , nimim ultra-
produsul mtiuoi-{xi}mtutiul oft 1,(L®)/N, , unde A
este subspatiul lui 1, (1,E;) foema# din acei x= (xi) pentru care
Us ag(x;) = 0 . Notdm ultraprodusul cu (E)y-

Proposzitia 1 mtnp?edu-ul (Bi)r‘er este spatiu liniar cvasinormat
cu cvasinorma subomogeni.

Defini{ia 2 Spunem ci un spatiu reticulat E este spatiu reticulat
cvasinormat dacd cvasinorma este solidi.

Propozitia 2 ﬁ].tnprodusul de spatii reticulate cvasinormate
este spatiu reticulat cvasinormat.

Proposiyi#83 Pie Smgi‘:'.-a o familie de svayii s-reticulate cvasinor-
mate si (x,), eNQ(E;)a. Dack x, - x h\fE')’l( , atunci pentru fiecare
:: :é)e:i::a'gié':l Exil):"&’ By #i xg CE; astfol fnoft x/ % xX'tn B,

~ n

Propozitia care urmeazi conduce la generalizarea urmiitoarei
teoreme & lui Krivine @

PMe L o latice Banach K-izomorfi latiginl. cu lp {p A). Atunei
lp este finit reprgzontabil laticial fn L .

Propozitia 4 Fie L o latice Banach K-izomorf® laticial cu I.p Loy
(p21) . Atunci LpIO,ll este finit reprezentabil laticial fn L .
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APLICATII ALE NUMERELOR DE ENTROPIE
ALE UNUI OPERATOR

Nicolae Tita gi Horiana Tudor
Universitatea din Bragov

In lucrare se studiazi m¥sura necompacitéfii. unui
operator liniar cu a.;lutorui numerelor de entropie ei' a nu-
merelor lul Ghelfand gi Kolmogorov [1] , [2] , [3] .

Fie L(E) mul{imea operatorilor linieri gi mirginifi
T : E—> E, unde E este un spatiu n-omt.

Numerele de entropie se definesc astfel :

e (T)- int{G>0 |13 TsTpsever g € E a.i,

TUcy{yi-o-G'U}} » 0=1,2,..., U={x€eE, Nz < 1}, q<n.
In [1) se arati ci misura de necompacitate P (1) a
operatorului T (in sensul lui G.Darbo) ute egal¥ cu

E(T)= 1im en (t), in cazul cind E eete spatiu Hilbert si
n-»co

T =1%_ In lucrare,cu E(T) se noteazﬁ mésura de necmpa-
citate a unul operator pe un apaﬁiu némat oareeare,cu
cln(‘.l‘) si J (T) se noteaz¥ numerele lui Ghelfand si res—
pectiv Kolmogorov, iar cu d(!) -nlin a.(T).

Tinind cont de proprietidtile numerelor en(T), dn('r)
g1 § (1) (3], 12]) si de relatta '
¢! B(1) ¢ a(M) ¢ € E(T) , (%)
unde C e o constent¥ independent# de E, rezult unele re-
latii pentru E(T).
1. E(T4T,) & E(T,)4E(T,)
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2, E(T, ?2) < E(Tl) E(‘l‘z)
3, B(T+S) = E(T) < T este compact
4o E(Py @ T,)&E [B(Ty) IT,0 + UTy) E(Tp)], unde K
eneocmﬂmﬁ,nmeommﬁtwuﬂﬂi'é<6<ﬁ.
Relatia 4 se obfine tinfnd cont de () gi de expre-
sia n;merelor dn(Tldb Tz) ( B1). Celelalte relatii se ob=-
tin din proprietdtile numerelor en(T) date. de :
Lem¥, Numerele de entropie verifici relatiile
1o ey p (1+1,) g ep (T9)+ ep (Tp) , mym=l,2,...
2. . ®nn (Tl T2)< °m (Tl) ®n (TZ)
Pentru demonstratia relatiel (2) se procedeazi astfel.
Pie 6, > e (1) st G'2>en(m2). Din definifia lui e (T,)
rezultd cd pentru xeU existd Jy€ E gi Xe U estfel ca
Tlxqi+61i » lgigacm
Atunei : T, T, x =T, ¥y +6'1 L
Din definitia lui en(‘]!z) rezultd ci existX vy eE
l1€jgr<n ¢i x*é U estfel inecit
; : . *
LIx = Tyy,+ 6 (yy+ 65X =23, + 6, vy +6,6, %
Deci s & _ . -
(1,7))0 < igl. jl;{{yi + 7y +6,6, v}, ¥y =T, 9y
- si _y-d =91 yd
Lum q+rdm-n, %inind cont de definit{ia numerelor en('l')
se obfine (2). Relatia (1) se justific¥ analog.
Bibliografie,
1 D.EDMUNDS, H.TRIEBEL : Eniropy Numbers for Non-Compact

Self-Adjoint Operators in Hilbert Spaces, Math.Nachr,
100, 213-219 (1981).

2 DBeCARL : Math.Nachr, lo3, 39-43, 1981,

3 NL,TITA : Consecinte ale aplicirii n-diametrilor in stu=-
diul operatorilor linieri, Ses.St.Univ.Craiova, 1971.
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OPERATORI KARGINITI PB LATIOI BANACH
de .
Geurge Zurcitu

1. Dacll E este o latice Banach ( 1.B.) , este uger de ariitat
of pentru A CE urmitearele afirmatii sint echivalente : '
DY 250 3 uer*: Acen ¢ [uu]
u)# £>0 3 next 3 (x| -a)*|¢ € o Nzxea
114) N €50 3 uert “ Iz| =jx|auigcé , ¥ zear,
unde By utohhnhlto!nﬁtllulul.

Mnoll.n. i ACE, Aanuw
ginitd dacd verificd una din cendifiile de mai sus .

3. Dack B este 1.B; g1 ACE , atunci , sultimile $ 4, sed,
7y ,' ce(seA), se(ces) sint a.e-mirginite de fndati ce ericare
dintre ele este l.o-drﬂn“l °
tearsle afirmatii sint echivalente :

1) A este ase~miirginiti ;
ii) A este relstiv slad cempacti
S._Defigitis Pie B spatiu Banach , P 1.B. 91 T € L(R,P) .

T se numegte wm duce mulf{ini nermiec

mirginite in mulfimi a.e-mirginite .
6: Ou 4, este clar ci daci E s.B. iar F L-spatiu , atunci
T € L(E,F) este a,e-nirginit dnci gi numal dacd este slad cem-
T }'.tninc cent de caracteriséizile eperateriler slsd cempacti
definiti pe 0(S) ( veei [2] 6.) gi din 6. edyinem ¢
Teorems Fie E gi F latici Banach gi ? € L(E,P) . Dacd ¢
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2 i, -y S

este un oper-tor a.o-nirginit y 8tunci

:l.) 2 aplicl ‘orice gir o-mirginit diajunc tntr-\m gir
nornic -convergent ;

11) !'aplicl erice gi.r monoton s—nlrginit fntr-un gir
n.ﬂi.c oonvorgont S IR TIt oy s

ui) 27este un. opurstor do t:l.p B - ( vesi [2], 2.

T este wn opor&tor,abaplut eontinuu dacl gi mn.i dacd T’
este um eperater -a,e-mirginit gin 3 LTI A R

10. Dacd .7 este un eperater 2ig,-, atuno:l. g a.plioa mil -
Yimi \v|-tetel mirginite In mulyimi normic cempacte .- .-

1.1. Zeoreni Fis B 1.8. 9i !éL(!) pezitiv cempact gi fie
S e B—-)B v 0‘8 ! .Atunci e

-1) S este un eperator. l.o-ilrga.n_.it 3

11) S aplicd o-i.ntorn.lolc ‘in malyimi . kr\—total ulrgin:lte
111) S este-un operater. abselut . conﬂ.m -3

iv) 83 este un eperater compact . -( vesi 91 ['_3__\ )
Bmlo@mn >

. e = . oo mea EA

\_1] Prulin,n.n.,'!opolod.oal Riessz Spaoo- lnd loln.ro rhnory"
: o Cambridge at the U.Pnu.lQ'M .- e
&) Mou:.ucu.c.,-omnton slab.cempacii-..." ,su:-'quu Lin.

. Ordenate !oy.,,!r.Z(lQSl)Bragov . sorate
(31 Llipruntil,cO.D.,Burkinahaw,O.,“Posltivo Cempact Operaters

in Banach Latices",Math.Zeisch.Heft 3, 1980 .
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- SEMIGRUPURI POZITIVE PF LATICI LOCAL CORVEXE v

. " MIHAI VOICU
- INSTITUTUL DE CONSTRUCTII BUCURESTI -

Pie X un spatiu local oonvex gi P familia se-
minormelor continne pe X. '
Familia. B, ¢ L (X),2>08e numegte resolvanti dsoX veri-
ficHd ecuagia
Ry £- Buf = (4-2) By Ruf.
Defe2 .
0 resolvantf Ry ,2>0 este de tip Ly ( L oo ) dack :

lim R, f£= 1m 2R, £=2) v{eX.
2-»01 4 % (),-»aoa a )’ f

Obgervatie .
Dack Ry, 1>0 este de tip L,, notém ou Vi D —s X
opcratorul definit astfel : V£ -ih Ry, £,2 € D,
V se numegte oogcncratorul asociat.
Dacd Rq, 1>0 ests de tip Lo » notim ou A : hp— X
operatorul definit astfel Af = :&1:.” a(a R;\ £-f), Jen,
A se numegte generatorul asociat.
Def.3
Spunem ci& familia P, 6 L(x, t )o este mm semigrup de ola-
sd Co dacd 3
Lo Py Py= Py
2¢ P = I
H Py T = B2,
Not#m cu Vi D —> X, generatornl infiniteszimal al semi-.
grupului. i
£ = lim __1_1»,‘ Tt e D
VE = € :
€>0 '

FPie X o latice local convexk ( inm semsul din /1 /),
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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Rq» 23>0 o familie rezolvantd de tip L, g1 L 9i ViD —X

gensratorul asbciat; Urm#toarele afirmatii sint echivalen-

te:

1) R, este pozitiv, pentru orice A >0

2) £€D,250 g1 (AT =V) LA( -T2 ) 50 =» {40

3) 2€D,2>0 g1 (AI-V) ¢ s« 0 =» {0

Teorsma 2

Pla I‘ o latice local convexd,secventional complatK,Pt,

t > o um semigrup de clasid co gl V: D—>X generatorul in-

finitezimal, Presupunsm ci sint indeplinite conditiile:

1. Pentru orice p¢ P, exiasti q ¢ P, astfel incit p(Pt )<

q (£),V(t> 0, £ €X)e _

2, InV = X. Atunci urmdtoarels afirmatii sint echivalente:

(1) P, este pozitiv,pentru orice t » o

(2) £€D,250 gt (AI-NEA (-V2) ¢ O => fso

-Bibliografie~
/1/. Cristescu Be = Spatii limiare topologice. Bd.Acad.
~ RSR, 1974;

/2/. Sato,Ken-iti, - Positive pseudoresdlvents in Banach
latticcs; J.-Pac.Sci.Univ.!okyo,Scct;
I 17 (1970). '

/3/. Voicu M, - Familii rezolvante pe spayii local
convexe. St.cerc.mat.29,2 (1977).

/4/+ Voiocu M, - Operatori asociayi rezolvantelor pe
apagii local convexes. St.cerc.Mat.
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SPATII BANACH SEPARABILE CU DUAL NESEPARABIL
' Constantin Volintiru
- Pacultatea de xatmucd Bucuregti

Dack X este un spatiu Banach real separabil cu dnalul x
neseparabil, se poate demonstre urmitoarea afirmatie :

" Pentru orice €> 0 existld un gir baric (x,)CX gi x *e x*
astfel fnoft 1x*il = 1 ei

Uxl =1, x(x)) > 1-¢
po_ntru-oriu néN .»

0 interpretare a acestui enunt ute ageea ol dacd X uto e~
parabil cu dual nt.epar.bil, atunci contine uproapa 1zonetr.lc
conul pozitiv din 21 3

Regultatul acesta este o altermativi la contraexemplele obti-
nute fn [1) 1a ipotega ( Banach ) c& dacl X este un spatiu Banach
sepdrabil cu dual no'lepusbil, atunci tlc: - )

Bibliogpafie :

1. J. I.i.nﬂ.mtnm. C:Stopu Examples of separable svaces
which do nmot contein £ and whowe duals are non-separable.

Studia Math. T.LIV (1975) .
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M-PRODUSE TENSORIALE PERFECTE DE LATICI BANACH PERPECTE
Dan Vuszg
INCREST Bucuregti

Pie B o latice Bamach ; notém cu Ex spatiul formelor limiare
w=-cgontinue pe E 8i cu C(E) idealul elementelor x € E pentru eare
restriciia lui E la 1deaiul generat de x este cw-continui .

0 latice Banach perfectd eate & latice Banach E pentru care
aplicatia canonici E —'3" este izometrici si surjectiei. |0’|—to—
pologia unei l,tiei Banach perfecte E este topologia dati de semi-
normelex—f£(|x{) unde £ € B: .

Piind date dou#i latici Banach perfocfe 31,1-22, E-produsul lor
tensorialE, 8,8, in sensul lul Levin mu este In general latice Ba-
nach perfectd ( de exemplu , 31-!2=L..(£o.a)) 3 apare deci necesars
introducerea produsului tensorisl perfect 31@”32 care s& fie latice
Banach perfectil.

Fie E,, E, latici Banach perfecte; notim cu.l;x(s,,gjapatiul opere~
torilor To —nirqiniti 8i w=continui U: Bl—ilz . Introducind pe acest
svatiu nomma [ju(l = § Aupjleo |xe€ il devine latice Banach perfectd
notém cui(:.,!,)tnchidoro‘ subspatiului operatorilor de rang finit din
,(:{a_,s,_) fn {¢|-topologia lui < (E,,E).

Prin definitie , 31@,432 = L. (2,8) 3 B & E, este subspatiu
tn 2,8 B, .

Teoria M-produselor tensoriale perfecte este dezvoltatd in lu-
crarea " The perfect M-tensor produet of perfect Bsnach lattices™ ,
Preprint-INCREST Nr.35/1982 si a fost vrezentati fntr-un ciclu de
expuneri in cadrul seminarului de Spatii liniare ordonate topclogice.
Ultimul rezultat din aceastd lucrare a fZeut obiectul prezentei co-

municéri.

Pie 31(1-1,2) latici Barach perfecte gi fie F; un ideal fnchis
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continut fn C(Ei) « Atunci subspat:?.ul fnchis generat de nHe 1'2
in E]_@ME2 este un ideal in L,(E%5) continut n .G‘(E,a., E).
Demonstratia folosegte teoria modulelor tare reticulati si
unele procedee ale lui Dodds gi Fremlin .
Rezultatul de mai sus permite precicarea nnof rezultate ale
lui Nicolae Pope referitoare la M-produsele tensomiale . -

RN
13— nxYh .

‘\ \ ! ,“ 4
A\N o /
A\ I g T 74

- O | rol .
N _ _
i =
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Referate prezentate la seminarul gtiintific de
Spatii liniare ordonate topologice
.in mnul universitar 1981-1982

1.Romulus Cristesou - Topologii cu proprietatea lui Fatou.
i - ¥ultimi (o)-precompacte si topologii pre-
Lebesgue . ’
2.Gh.Grigore~ Spatiul lui Schwrtz cu ordinea punctuali.
J.C;I:I.culonu- Iatici eu topologii (o)-continui.
- Operatori -continui.
4;0;01t0m-0pontox'l. ~liniari.
' .5.G.P8ltineanu~ Teorema lui Hewitt pentru apatii topologice ordonate
6.Nicolae Popa - Spatii Orlicsz.
7.M.Popoviei - Ultraproduse de latici Banaeh.
8.0.Sandru - Teorema lui Dvoretzki.
0 generalizare a unei teoreme a lui Krivin.
9.G.Turcitk - Operatori pozitivi compact{i pe latici Banach.
10. M.Voicu - Semigrupuri pozitive pe latici Banach .
11l. C.Volintiru- Spatii Banach separabile cu duasl neseparabil.
' Proprietatea Radon-Nikodym in spatii Banach.
12.Dan Vusa - Caracterizarea laticilor vectoriale folosind seminomme
solide extinse. . .
- M-Produse tensoriale perfecte de latici Banach.
13.Ismat Beg{ Pakistan ) - Reprezentarea integrali a operatori

Autor;i referatelor au prezentgt rezultatele fntr-uns ¥a
multe gedinte ale seminarului.
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