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Prefata

Prefata

Prezenta lucrare reprezinta primul volum destinat ca suport al cursului de Analiza numerica,
curs de un semestru pe care autorul l-a tinut in ultimii cinci ani la Facultatea de geologie si geofizica a
Universitatii din Bucuresti.

Capitole din acest material pot fi cu succes folosite de studenti si la cursurile de Matematici
generale, Topografie, Statistica geologica, Informatica ( de exemplu : rezolvarea sistemelor liniare,
vectori si valori proprii, aproximarea functiilor, polinoame Cebasev, sirun definite recurent, calculul
aproximativ al integralei unei functii, scheme cu diferente, rezolvarea ecuatiilor diferentiale, proceduri
Monte Carlo ).

In acest volum se urmareste prezentarea unor tehnici de baza privind analiza numerica.
Urmatorul volum este destinat solutionarii efective pe calculator, prin intermediul unui limbaj de
programare, a unui mare numar de probleme ce apar frecvent in practica, in special in domeniul
geologiei si geofizicii.

Pe ldnga o tratare clasica a erorilor de calcul am evidentiat situatii inedite, gasite de autor, in
care rezultate teoretice cunoscute nu pot fi implementate identic pe calculator. Astfel datorita
memorarii in calculator a valorilor numerice cu un numar finit de cifre semnificative, propnietatile de
comutativitate, asociativitate si distributivitate caracteristice operatiilor aritmetice de adunare si
inmultire cu numere reale nu se mai pastreaza intr-un calcul automat. Neglijarea acestui aspect poate
conduce la erori grave de programare, erori greu detectabile deoarece ele apar extrem de rar.

Intr-un context asemanator este studiat comportamentul sirului de reduse ale unei fractii
continue. Trunchierea unei fractii continue la o redusa de ordin n nu este insa analoga cu trunchierea
unui numar real prin pastrarea a n cifre semnificative ale sale. Remarcam astfel situatia in care sirul
reduselor unei fractii continue ar putea sa nu convearga. Acest fapt nu este insa adevarat si pentru sirul
de aproximatii succesive ale unui numar real, aproximatii a caror precizie difera prin numarul de cifre
semnificative ce sunt utilizate.

Am evitat pe cét posibil prezentarea unor demonstratii matematice greoaie care nu contribuie
la o rezolvare practica a problemei studiate. In acest context mentionam abordarea diferentiata a unor
probleme de convergenta ce necesita de regula efectuarea unor demonstratii complexe. Datorita
facilitatilor de calcul dictate de sistemele actuale de calcul deosebit de rapide, nu este intotdeauna
necesara stabilirea conditiilor teoretice care sa garanteze manifestarea unui fenomen de convergenta.
Convergenta unui proces poate fi relativ usor verificata pe calculator iar in cazul nerealizarii ei
algoritmul de calcul poate propune o multitudine de alte date de intrare posibile cu care sa se incerce
realizarea convergentei procesului in cauza.

In lucrare sunt evidentiate si situatii in care acest mod experimental de solutionare a problemei
convergentei trebuie tratat cu mare atentie. Mentionam in acest sens dificultati in a demonstra din
punct de vedere practic, bazindu-ne numai pe rezultatele unui program de calcul, convergenta seriilor
numerice infinite ( de exemplu, prin intermediul unui program sa confirmam experimental faptul ca

seria S = Z% este divergenta, rezultat cunoscut din punct de vedere teoretic ).
k21
De multe ori nu este neaparat necesar sa se obtina efectiv un sir convergent catre solutia
problemei numerice respective ci sa se gaseasca o aproximatie foarte buna a solutiei. Acest lucru

poate fi realizat si prin procedee euristice, bazandu-ne pe resursele uriase ale calculatorului : o viteza
de calcul foarte mare precum si o capacitate de memorare enorma.
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Privind problematica abordata in aceasta lucrare, pe ldnga evidentierea unor aspecte teoretice
cu justificarile corespunzatoare, mentionam si o tratare din punct de vedere algoritmic mergandu-se
pana la implementarea algoritmului in limbajul BASIC precum si interpretarea si comentarea prin
tabele comparative a rezultatelor rularii programului respectiv.

In actualul material nu s-a urmarit prezentarea unor algoritmi sofisticati ci s-au sugerat mai
multe moduri de rezolvare a problemei care sa conduca efectiv la obtinerea unei solutii. Permanent s-a
avut in vedere dezvoltarea unei metodologii de lucru.

Pe parcursul lucrarii sunt date multe exemple si facute diverse comentarii. Privita in ansamblu
intreaga problematica are insa un numitor comun, anume modul de abordare constructiv, folosindu-se
nemijlocit calculatorul, pentru solutionarea problemelor de analiza numerica. Procedurile prezentate
sunt pe scurt comentate din punct de vedere teoretic si experimental. Sunt propusi diversi algoritmi
analizandu-se atat punctele lor slabe cat si performantele, posibilitatile de a evita erorile de
programare, modificari ale variantei initiale care sa permita utilizarea unui set extins de date de intrare.
Uneori sunt sugerate posibile generalizari.

Datorita spatiului restrans alocat acestei lucrari, aspecte importante ale analizei numerica nu si-
au gasit locul ( ca de exemplu rezolvarea ecuatiilor liniare si neliniare ). De altfel si probleme practice
deosebit de utile in geologie si geofizica au fost total neglijate in actualul volum, urmaénd a fi studiate
intr-o lucrare separata. In acest context mentionam necesitatea studierii unei problematici privind :
estimari de arii si volume, prognoza, modele statistice, utilizarea graficii pe calculator, alocare de
resurse si operarea cu liste, clasificare, analiza datelor experimentale, etc.

In cadrul seminariilor de analiza numerica tinute de autor, pe langa programarea efectiva, in
limbajul BASIC, a algoritmilor studiati au fost analizate diverse tehnici de programare structurata,
impunerea unui stil de programare, realizarea unei interfete prietenoase cu utilizatorul. Prezentul
volum nu trateaza asemenea aspecte, ele urmand a fi pe larg discutate intr-un alt volum.

~ Avandu-se permanent in vedere dezvoltarea capacitatii de analiza si a abilitatilor de programare
pentru studenti, algoritmii de calcul studiati au fost efectiv implementati in limbajul Quick Basic ( MS-
DOS, Qbeasic, versiunea 1,1 ) si apoi executati pe calculator. Rezultatele rularilor au fost amplu
comentate si analizate comparativ in raport cu alte variante posibile.

In intreaga lucrare s-a urmarit cu perseverenta ideea centrala a analizei numerice. In acest sens
de cele mai multe ori nu ne intereseaza obtinerea unei solutii “exacte”, teoretice ( eventual cu o
infinitate de zecimale ), daca aceasta solutie nu ar putea fi folosita efectiv in practica. In schimb
suntem profund interesati in gasirea unei solutii aproximative a carui prag de eroare poate fi oricind
adaptat unor noi cerinte.

In incheierea acestei prezentari tin sa multumesc parintilor mei pentru suportul moral pe care in
mod permanent mi |-au acordat .

Bucuresti, octombrie 1998 Stefan Stefanescu
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Eron de calcul

ERORI DE CALCUL

1. Erori relative si absolute

Datorita unor cauze multiple, in locul unei valori exacte x este folosita o aproximatie a sa x*.
Se introduce astfel eroarea €, ce exprima diferenta dintre cantitatea reala x si aproximatia respectiva

x*,adica e, = x - x*. Datorita necunoasterii de cele mai multe ori a valorii exacte x, in realitate
este dificil de a stabili marimea erorii €, utilizind formula precedenta .

Vom nota prin A, eroarea absoluta ce este definita de expresia A =|x - x*|. Eroarea
relativa 8, va fi data de expresia 8, = A, /|x|. Daca eroarea absoluta A, este mica atunci x ~ x*
fapt ce justifica calculul experimental al erorii relative 8, dupa formula &, =A, /|x*|.

Suntem interesati de a stabili relatii intre erorile absolute si relative atunci cand se efectueaza
diverse operatii asupra cantitatilor x, y cu care se opereaza.
Propozitia 1. Sunt satisfacute relatiile

A, _A +A Ax.ySAx+Ay Ax_ySIX*IAy +|y*|Ax+AxAy

Ay S[IX*IA Iy ATy - A) 1y ]

8 _8 +8 +88 Sx/y=(8x+5y)/(1-8y) (1)
Demonstrane In urma unui calcul elementar deducem :

By = 1(xFy) - (X*+y*)[ = [(x-x*) + (y-y*)| < |x-x*| + |y-y*| = A + A

Ay = 1(x-y) - (xX*-y* )| = [(x-x*) - (yy*)| < |x-x*| + |y-y*| = A + A

A = [(xy) - (x¥y*)| = [x* (7-y*) + y* (x-x%) + (x-x*) (v - y¥) | <
< Ix*[1y-y* | +1y* [1x-x*] + [x-x*|[y-y*| = [x*|A, + [y*| A, + &4,
Byy= 1(xly) - (x*y*)] = [y* (x-x*) - x* (y-y") /[y y*]
< (v Lx-x* 1+ 1x* y-y* D/TCY* | - &) 1y* 1]
S (Ix* 14, + 1y AT Y| - 8)) 1y 1]
5, = A JIxtyt] < (Ix*[A, + Iy |A, + A A)/(Ix*[1y*]) = 5, + 8, + 8,5,
5, = A /X 1y* | < [IX*TA, + 1y 18,1/ [(y*] - &) [x%]] =
= (&,/1y* |+ [A/Ix* D/ (1 - A 71y*]) = (8, +8,)/(1 - 8,)

Fie z=f{x,y). Cunoscand aproximatiile x* si y* alelui x, respectiv y, sa determinam
eroarea absoluta de aproximare a lui z .

Propozitia 2. A, M”’A +M7a, @)

unde : Mx(l =sup{|f (aB)l x*San,y*SBSy}

Y= ap (157 @B)] . x*sasx, y<psy )
)( B), yw(a B) fiind derivatele partiale de ordinul 1 in raport cu x, respectiv y ce sunt
calculate in punctul (a, B).

Demonstratie. Presupunem, de exemplu , x* < x, y* <y . In evaluarile urmatoare vom aplica
formula lui Lagrange :

fixy) - flx*y*)

(

[ﬂx y) - flx*y)] + [fl()x".y) fix*.y*)] =
f (a.y)(x x*) + £ (x*B) (y-y*)
unde a € (x*,x) si Be(y*,y). Asadar
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(0 (h () ()
fxy) - fx*y*) | < |, (@) Hx-x*| + £ 0P y-y*| <M A+ M A
Observatia 1. In aplicatiile practice eroarea absoluta A, este calculata dupa formula
() (1) .
Az ~ I f" (x*' y*) ' A"‘ + I f}' (x*‘ y*) | A"! (3)
Justificarea acestei formule rezulta prin utilizarea in demonstratia Propozitiei 2 a aproximarilor
1 1) (1) (1) - - . .
fx( )(a,y) ~ fx( (x*y"), f_’v (x*,B) = f‘ (x*,y*) ce sunt adevarate in cazul in care derivatele partiale
de ordin 1 ale functiei f(x,y) sunt continue in dreptunghiul { (s,t) | x,<s<x, y,st<y }.
Aplicand Propozitia 2 pentru diferite cazuri particulare regasim unele rezultate anterioare

Corolarull. A <A + A Ax_y <At A
. ’ 1 ’ 1)
Demonstratie. Fie z=1f{x,y)=x+y. Inacest caz fx( )(a,B) =1, fv( (a,B) =1 pentru
1 1 n . '
orice a, B € R sideci M_t( ) = My( ) = l. Aplicand Propozitia 2 rezulta

a m .
A, = AL, SM A +M7TA =A A

Considerdnd z = f(x,y) = x -y, in urma unui calcul similar se obtine AX_.V SA t+A .

Corolarul 2. Daca z=g(x) atunci A, = Ay S M)A, unde M, este maximul

. . . .. . 1
modului derivatei functiei g(x) pe intervalul (x*,x), M, = sup { |g( ()|, x*<a<x }
Demonstratie. Rezultatul mentionat se obtine daca in Propozitia 2 vom considera f{x,y) =
R o 1 Iy 1) C o i
g(x) . In adevar, in aceasta situatie avem f;( )(a,B)=g( (o), fy( (a,B) =0 sideci Mx()= M,
) T _ ) 0 _
M, "=0 fapt ce implica gy = B, S M A + My A'S =M, A, .
Caz particular. Daca 1<x<2 atunci A epy S € A, deoarece pentru g(x)=e", IS

x<2, rezulta M, = sup { |ea| , 1<a<2 } =¢

2. Erori ale solutiilor sistemelor de ecuatii liniare

Nu intotdeauna se pot gasi procedee eficiente de micsorarea erorilor de calcul. Este insa util de
a cunoaste eventualele surse de eroare pentru a se evita crearea “conditiilor favorabile” de aparitie a
lor. In continuare este evidentiat un asemenea aspect.

Aplicatia 1. Vom studia variatia solutiilor unui sistem liniar de doua ecuatii cu doua
necunoscute atunci cand in locul valorilor reale ale coeficientilor sistemului sunt utilizate aproximatii
ale lor. .

Un calcul elementar ne arata ca solutiile x,, x, ale unui sistem liniar de doua ecuatii cu
coeficienti reali ,
8- X; +a;,;.%=0b
a, .%X; + a,,.x,=b, )
sunt de forma
x;=[by.ay - by a,}/[a,, ay-a, ay]
x,=[by.a, -b, .8, )/[a,. a,-a, a,] (5)
Obtinerea valorilor efective ale solutiei (5) pentru sistemul (4) este realizata de programul
BASIC listat in continuare.

REM Erori la solutionarea unui sistem limar
INPUT "Linia } : "; all, al2 bl INPUT "Linia 2 : "; a2l, a22, b2
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Erori de calcul

x1 = (bl *a22-b2 *al2)/(all * a22 - al2 * a2l)
x2=(b2 *all -bl *a21)/(all * a22 - al2 * a2l)
PRINT "Solutie : x1 ="; x1;" x2="x2

Exemplul 1. Prin calcul direct deducem ca solutia urmatorului sistem de doua ecuatii liniare
X, + 2x,= 5
3x, +4x, =11 (6)
este x; =1 si x,=2 . Rularea programului BASIC prezentat in Aplicatia | a condus evident la
aceeasi solutie (1, 2) a sistemului (6).
Exemplul 2. In practica coeficientii sistemului liniar (4) pot fi supusi unor erori de calcul
Vom analiza acest aspect considerind urmatorul sistem liniar
Xt 2x, =5
ay % tapx; = b, (7)
asemanator sistemului (6) prin pastrarea nealterata a primei ecuatii.
Sistemul (6) se obtine din (7) pentru a,, =3, a,,=4, b,=11.
Variind cu circa o zecime coeficientii celei de a doua ecuatii a sistemului liniar (6) se obtin noi
sisteme liniare de forma (7) ale caror solutii nu difera “prea mult” de solutia “fara eroare” (1,2) a
sistemului (6). O sinteza a rezultatelor obtinute este prezentata in Tabelul 1.

Tabelul 1. Variatia solutiei (x, , x,) a sistemului (7), simuland erori la preluarea
coeficientilor celei de a doua ecuatii din (6).

a |ap| b, X X, 81| 22| b, X X;

30140| 110 1.000000 2.000000{ 30140 11.1 1.100000 1.950000
30| 40| 109 0.900000 2.050000| 3.1| 401 11.0 0.909091 2.045455
291 41| 11.1 1.000001 2.000000] 301 4.1 11.1 0.894738 2.052631
30139 109 1.095238 1952381{ 31|39 11.0 1.086957 1.956522
291 40 109 1.000000 2.000000( 3.1 401 11.1 1.000000 2.000000

Urmarind rezultatele din Tabelul 1 am fi tentati sa credem ca o eroare de cel mult 0.1 impusa
coeficientilor sistemului liniar (6) ar antrena neaparat o eroare in jurul pragului de Q.1 pentru solutia
nouiui sistem rezultat. Un asemenea rationament gresit, nefondat din punct de vedere teoretic, este
adesea promovat in practica datorita necunoasterii suficiente a modului de compunere a erorilor.

Exemplul 2. Vom relua studiul precedent luand si alte cazuri in considerare. Rezultatele sunt
centralizate in Tabelul 2. Exista astfel variante pentru care o variatie de 0.1 a coeficientilor celei de a
doua ecuatie a sistemului (6) antreneaza erori ale componentelor solutiei de peste 0.4 ( Tabelul 2 ).

Asadar trebuie intreprins un studiu teoretic al erorilor rezultate prin rezolvarea sistemelor
liniare atunci cand coeficientii acestor sisteme sunt supusi unor erori sistematice.

Exemplul 3. Considerand in sistemul (7) a, =25, a,,=45, b,=11.0 se obtine solutia

x;=-1, x,=3 . Fata de sistemul initial (6) valorile coeficientilor a,, si a,, au fost moditicati cu

05 Noua solutie (-1, 3) rezultata in acest mod difera pe componente cu 2 , respectiv -1 unitati in
raport cu solutia (1, 2) a sistemului (6).
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Tabelul 2. Componentele x, , x, ale solutiei sistemului (7) pot fluctua cu mai mult
de 0.1 in cazul in care valorile coeficientilor a,, , a,,, b, variazacu 0.1.

8 | 8| b, e | X2 ay |8z | b, X X;

301 40( 11.0 1.000000 2.000000| 3.1 40| 109 8181815 2.090909
30139] 11.0 1.190476 1.904762| 3.0 4.1 | 11.0 0.789474 2.105263
30139 11.1 1.285715 1.857143 1 29| 41| 109 0.764706 2.117647
29| 39} 11.1 1.421053 1.789474{ 3.1{ 4.1 | 109 0.619048 2.190476

Aplicatia 2. Erorile privind solutiile sistemelor liniare sunt cu mult mai mari in situatia unei
proaste “conditionari” a sistemului in cauza. Evidentiem faptul ca solutia sistemului liniar este supusa
unor ercri mari atunci cand determinantul matricei asociate acestui sistem este aproximativ nyl .

Concret, in cazul sistemului liniar (4) de numai doua ecuatii, determinantul d este dat de
expresia d=a;,.a,, - a;,.a,; . Atuncicind valoarea determinantului d este aproape nula rezulta
ca dreptele de ecuatii a,; .x, + a;,.x, - b, = 0 ,respectiv a,, .x; + a,,.x, - b, =0,
sunt aproximativ paralele. Coordonatele punctului de intersectie al acestor doua drepte reprezinta de
fapt solutia sistemului liniar respectiv. In situatia in care cele doua drepte sunt “aproape paraleie”
pozitia punctului de intersectie al acestora ( si deci solutia sistemului ) se va modifica foarte mult chiar
la 0 usoara schimbare a pozitiei initiale a dreptelor ( la o usoara modificare a coeficientilor a;, l1<i,

) <£2). A se vedea in acest sens si forma (5) a solutiei sistemului (4) unde se imparte cu cantitatea d .
In concluzie, valori aproximativ nule ale determinantului d antreneaza fluctuatii mari ale
solutiei sistemului liniar chiar daca intervin alterari relativ mici ale valorilor coeficientilor sistemului.

Exemplul 4. In Tabelul 3 vom evidentia fluctuatiile mani ale solutiei unui sistem “prost
conditionat” de forma

X+ 2x,=35
2x, +41x, =102 (8)
Sistemele (6) si (8) admit aceeasi solutia (1, 2), dar sistemul (8) este mai “prost conditionat”

decat sistemul (6). Determinantul sistemului (8) este egal cu 0.1, o valoare de 20 de ori mai mica

decat modulul determinantului sistemului (6). Coeficientii celor doua sisteme au valori cam de acelasi
ordin de marime.

Vom prezenta comparativ solutii ale sistemului liniar (7) atunci cénd cele doua ecuatii ale
acestui sistem definesc drepte aproximativ paralele ca in cazul sistemului (8) unde a,, =2.0,
a,,=4.1, b,=10.2. Datorita proastei conditionari a sistemului (8), considerand in sistemul (7)

a, =20, a,,~4.1, b,~10.2, solutia (1, 2) a sistemului (8) este substantial alterata la variatii
relativ minore ale valorilor coeficientilor a,, , a,,, b, ( Tabelul 3).

Observatia 2. “Proasta conditionare” a sistemului (4) dictata de o valoare aproximativ nula a
determinantului sau principal d trebuie insa privita dintr-un punct de vedere relativ. In adevar, o
impartire a ambelor ecuatii ale sistemului (4) cu o constanta ¢ nu modifica solutia initiala dar, in
schimb, antreneaza o micsorare de 02 ori a determinantului sistemului.

Devine astfel clara necesitatea efectuarii unui studiu sistematic al erorilor ce apar in procesul de
solutionare a sistemelor liniare. Este utila introducerea unor indicatori invarianti la transtormari

- 10 -
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Eroni de calcul

matriciale care nu afecteaza solutia sistemului liniar. In plus acesti indicatori trebuie sa evalueze
amplitudinea variatiilor solutiei sistemului ai carui coeficienti sunt supusi la modificari.

Tabelul 3. Fluctuatia solutiei (x,, x,) a sistemului (7) in situatia unei proaste
conditionari ( cazul sistemului (8) ).

a, | a2 | by Xg X; 8 | a2 | b X X;

200 4.10] 10.20 1.000000 2.000000 ] 2.10| 4.001 10.20 2.000000 1.500000
200 4.15}10.20 2.333338 1.333331 11951 4.15] 10.15 1.800005 1.599998
2.0014.10110.10 2.99999 1.00000512.0014.101 10.30 -1.00001 3.000005
190 4.00] 1030 -3.000001 4000000 1.95]14.05)1025| -1.666659 3.333333
203 (4.07]10.15 5.000048 | -0.000024 | 2.03 |1 4.07| 1020 | -4.999762 4999881
2.0514.05]10.20 2.999999 1.00000512.05]14.15110.15 8.999990 | -1.999995
2.10(4.191 10.20| -55.00143 30.0007212.10(4.19|10.10| -75.00182 40.00091

Observatia 3. Putem studia fluctuatiile solutiei (x;, x,) a sistemului (4) folosind inegalitati

de tipul (3). Mentionam mai multe dificultati privind o asemenea abordare :

- Un grad relativ ridicat de complexitate pentru functiilor f, , f, utilizate pentru a calcula
componentele x1, x2 ale solutiei, _
x; = fia .85, 8y,8;) = [by .2y, -by.a,]/[a, a5 -2, a,]
X, = a1, 815,35, 85) =[by.a; - b, 2y 1/[a), .2y, -2, a,]
- Necesitatea tratani unitare a perechii de valori (x 1+ X;) sinu o interpretare unilaterala, ce
presupune studierea separata a erorile produse asupra fiecarei componente x ;» Tespectiv x,
- Extinderea acestui studiu in cazul unui sistem liniar general, de n ecuatii cu n necunoscute.
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ERORI CE APAR LA INTERPRETAREA UNEI “BALANTE”

Operarea in calculator cu un numar finit, relativ mic, de cifre semnificative conduce nemijlocit
la nesatisfacerea proprietatilor obisnuite de asociativitate si distributivitate ale operatiilor aritmetice de
adunare-scadere sau inmultire-impartire. Necunoasterea acestor aspecte favorizeaza aparitia unor erori
de programare foarte greu detectabile in aplicatii.

In acest paragraf este sugerat un nou mod de abordare atunci cind se intentioneaza
implementarea unor proceduri de tip “balanta” aplicatate seturilor multidimensionale de date numerice

1. Prezentarea problemei

La proiectarea de aplicatii pe calculator se impune adesea luarea unor decizii in mod automat
in functie de realizarea sau nerealizarea unei anumite “balante” raportata la un set precizat de valori
numerice. Asemenea actiuni apar frecvent in viata de zi cu zi. Astfel, in activitatea contabila,
verificarea efectiva a corectitunii unor sume numerice se realizeaza adesea prin schimbarea ordinii de
insumare a termenilor respectivi.

Un exemplu concludent il constituie desfasurarea unor operatii aritmetice cu valorile numerice
Viis 1<i<m, 1<j<n, aleunuitabel bidimensional V.

In activitatea curenta, in tabele multiplu-dimensionale de tipul V , se efectueaza “centralizan”

pe fiecare dimensiune in parte, prin calcularea sumelor 1, 1 <i<m, “pe linii”, respectiv a sumelor ¢

, 1<j<n, “pecoloane”, adica:
L=vytv, vyt t+yv, 1<i<m
cj=vlj+V2j_-tv3j+”'+vmj 3 1<)
De multe ori, in final se evalueaza si “totalul general” t ce presupune insumarea tuturor

valorilor v, jo 1<i<m, 1<j<n, aletabelului V. Putem deduce valoarea totala t prin adunarea

rezultatelor partiale 1,,1,,1;, ..., 1, ce au fost obtinute “pe linii”, t =t, =1, +L,+1,+ . + L,

, sau si prin insumarea celor n rezultate partiale ¢, , c,, c;, ..., ¢, ce au fost anterior calculate “pe
coloane” , t =t , = ¢, +c,+c;+ ... +c,.

Verificarea corectitudinii operatiilor aplicate unor date numerice din tabelul bidimensional V
se realizeaza indirect prin urmarirea echilibrului balantei dintre totalul t;, obtinut “pe linii” si totalul

t.,; calculat “pe coloane”. Mentionam insa si posibilitatea efectuarii de calcule aritmetice gresite cu

setul de valori v, jo 1S i<m, 1<j<n, calcule ce pot conduce cu totul intdmplator la realizarea

unei “balante corecte”, prin verificarea egalitatii t,, =t_,.

In cazul tabelului bidimensional V, realizarea balantei t,, =t se bazeaza nemijlocit pe
utilizarea proprietatilor de comutativitate si asociativitate ale operatiei aritmetice de adunare a
valorilor numerice v, j

De cele mai multe ori efectuarea operatiilor aritmetice complexe se realizeaza in practica cu
ajutorul calculatorului. Calculatorul insa opereaza cu un numar finit de cifre semnificative atribuite
valorilor numerice respective. Datorita acestei restrictii, in calculele aritmetice pe calculator apar erori
de “rotunjire” si de “trunchiere” ( a se vedea, de exemplu, Donald E. Knuth : Tratat de programare a
calculatoarelor - Algoritmi seminumerici. Editura Tehnica, Bucuresti, 1983 ). Prezenta acestor erori ar

- 12 -
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putea afecta proprietatile de asociativitate si distributivitate ale operatiilor antmetice de adunare-
scadere si inmultire-impartire.

In cele ce urmeaza vom incerca sa stabilim daca pe calculator se mentine proprietatea de

asociativitate a operatiilor de adunare si inmultire cu valori numerice si daca avem proprietatea de
distributivitate a operatiei de inmultire in raport cu operatia de adunare.

2. O varianta de solutionare

Vom desemna prin R, multimea valorilor numerice reale ce pot fi memorate in calculator. In
mod evident multimea R, este finita si deci diferita de multimea infinita R a numerelor reale.

Intentionam sa stabilim daca pentru orice elemente a, b, ¢ ale multimii R, se mentin
urmatoarele egalitati :

at(b+c)=(at+tb)+c P1 : Asociativitatea operatiei de adunare
a*(b*c)=(a*b)*c P2 : Asociativitatea operatiei de inmultire
a*(b+c)=(a*b)+(a*c) P3 : Distributivitatea inmultirii fata de adunare

Verificarea identitatilor (P1)-(P3) prin enumerarea tuturor posibilitatilor ( a, b, c), unde
aeR,, beR,, ceR,, estepractic imposibil de realizat datorita unui numar astronomic de
cazuri ce vor trebui luate in considerare. Negarea veridicitatii uneia dintre proprietatile (P1), (P2) sau

. . . 3 . a .

(P3) revine la a gasi un triplet (a,, by, cy), (ay,by,¢y) € Ry, astfel incat sa nu fie satisfacuta
egalitatea mentionata de proprietatea respectiva. Infirmarea praprietatilor (P1)-(P3) ridica aceleasi
dificultati tehnice prin numarul imens de triplete (a, b, c) ce vor trebui parcurse, cu singura

deosebire ca algoritmul de verificare se va opri dupa primul caz ( “fericit” ) in care egalitatea in cauza
nu mai este satisfacuta.

O enumerare secventiala “regulata” a indicilor a, b, ¢ nu este de dorit a se realiza. Motivam
aceasta decizie si prin faptul ca valon mici ale indicilor a, b, ¢ nu conduc la aparitia unor eron de
“rotunjire”, egalitatile (P1)-(P3) nefiind in acest caz afectate.

Valori “comparabile” ca marime atribuite termenilor a, b, ¢ ar putea micsora eficacitatea
operatiunii de depistare a unui triplet (a,, by, c,) care sa nu satisfaca relatia de egalitate studiata.

Din punct de vedere practic, prin efectuarea unor nenumarate teste pe calculator, am constatat
ca nerespectarea cerintelor mentionate nu a condus, dupa ore intregi de calcul, la obtinerea unui triplet
(a,, by, cy) care sa nu verifice una dintre proprietatile (P1)-(P3). Dcoarece nu au fost luate in
considerare toate cazurile posibile, negasirea unui astfel de triplet (a,,b,, c,) nu confirma si nici nu
infirma veridicitatea egalitatilor (P1)-(P3).

Avindu-se in vedere aceste considerente am preferat eliminarea unei regularitati in parcurgerea
elementelor domeniului Roj . Propunem in acest sens o selectare “la intdmplare” a valorilor a, b, c .
Astfel elementele a, b, ¢ vor fi generate in mod aleator in multimea R, in acest sens putdndu-se

utiliza una dintre procedurile specializate in producerea de numere intdmplatoare ( a se vedea, de
exemplu, lucrarea lui Ion Sacuiu si Dan Zorilescu : Numere aleatoare - Aplicatii in economie,
industrie si studiul fenomenelor naturale. Editura Academiei, Bucuresti, 1978 ).

Tindnd seama de aceste observatii, algoritmul de verificare a egalitatilor (P1)-(P3) poate fi
proiectat in once limbaj de programare.

In vederea solutionarii prezentei prob'eme am optat pentru scrierea algoritmului de veriticare in
limbajul BASIC . Aceasta alegere este motivata si de faptul ca BASIC-ul este cel mai vechi limbaj de
programare de “nivel inalt”, programarea in acest limbaj fiind facila pentru o gama larga de utilizatori (

l. = l3 -
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atat de economisti, matematicieni, ingineri, ct si de informaticieni sau umanisti). In plus limbajul
BASIC este livrat adesea impreuna cu sistemul de operare DOS fiind astfel prezent pe foarte multe
calculatoare si deci accesibil. Luind in considerare toate aceste aspecte rezultatele programelor ce vor
fi prezentate in continuare vor putea fi cu usurinta reproduse pe aproape orice calculator.

Mentionam ca fiecare limbaj de programare de nivel inalt are cite o procedura specializata in
generarea de valori pseudoaleatoare ce sunt uniform repartizate in intervalul (0, 1 ].

3. Implementarea si rezultatele algoritmului de verificare

Algoritmul ce urmareste verificarea proprietatilor (P1)-(P3) a fost programat si rulat in limbajul
MS-DOS Quick-Basic, versiunea 1.1, programul astfel obtinut putand fi preluat fara probleme in
oricare dintre versiunile Quick-Basic ulterioare ( eventual Visual Basic ).

Pentru simplificare expunerii vom considera ca domeniul R, cuprinde numai acele valori

numerice reale ce sunt memorate in calculator in precizie dubla.

Procedura RND din limbajul Q-BASIC realizeaza generarea de numere aleatoare uniform
repartizate in intervalul (0, 1] . Aceasta procedura utilizeaza 0 metoda multiplicativ congruentiala
pentru producerea termenilor pseudo-aleatori x,, x, € (0,1], ne N, valorile x, satisfacind
relatia

X,,; = d.x, ( modulo M)

Constantele d si M sunt selectate in urma aplicarii unor teste statistice complexe ce vizeaza

proprietatile statistice ale termenilor x, , n € N, dedusi recurent.

Tindnd seama de modul de proiectare a generatorului RND rezulta ca pentru obtinerea unui
sir { x, }, de numere pseudo-aleatoare este nevoie sa se precizeze valoarea de inceput x, a acestui

sir. Asadar peniru producerea unor secvente diferite x,,x,,...,x, , ... generatorul RND de
numere pseudo-aleatoare ar trebui initializat, de fiecare data indicdndu-se “samanta” sa Xp -

In continuare intentionam de a pune in evidenta, prin exemple concrete, anumite caracteristici
privind particularitatile de desfasurare in calculator a operatiilor aritmetice .

3.1. Operatia de inmultire cu calculatorul nu este asociativa

Daca U;, U,, U; sunt trei numere pseudo-aleatoare produse cu ajutorul generatorului RND
vom considera valorile a = U,, b = a4 +U,, ¢c= a6 + U;.

Urmarim sa verificam daca, in acest caz, expresiile aritmetice e | » €, iau valori diferite,
e,#¢e,, unde ¢, =a.(b.c), e,=(a.b).c.

Urmatorul program va evidentia faptul ca operatia de inmultire cu calculatorul a numerelor
reale a#, b#, c# ( considerate in precizie dubla ) nu este asociativa.

CLS: INPUT “Initializare generator =", x% : RANDOMIZE x%
n = 30000 : m =0 ,

FORj=1TOn: a# =RND : b# =a# * a# * a# * a## + RND
ch=a#*alt*a#*at*a#t* a# + RND : el#=a# ™ (b# *c#): e2# = (a# * b#) * c#
IFel#<>e2# THENm=m+ 1. PRINT "j=",j;" a=";a#

NEXT j

- 14 -
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PRINT "In "; m; " cazuri din *; n; " nu s-a verificat asociativitatea inmultirii"

Rulénd acest program BASIC s-au evidentiat cazuri in care nu este venficata proprietatea de
asociativitate a operatiei de inmultire ( valoarea expresiei el# este diferita de valoarea expresiei e2#
). Pentru a putea fi regasite cu usurinta toate aceste situatii de exceptie, au fost listate atat valoarile
a# =U, ce au fost folosite in calcule cat si pozitia j a termenului pseudo-aleator X, =U, utilizat,
precizandu-se de fiecare data “saménta” x, a generatoruluiu RND . Prin executarea programului
prezentat s-au obtinut rezultatele :

Initializare generator = ? 32456

j= 718 a= .1698784828186035 j= 4552 a= .3435925245285034
j= 5837 a= .188832700252533 j= 6928 a= .9925082921981812
j= 6958 a= .2716565132141113 j= 8029 a= .3550838828086853
j= 9614 a= 5.150461196899414D-02 j= 10714 a= .1855247020721436
j= 11837 a= 2.134740352630615D-03 j= 12153 a= .4234206080436707
j= 14438 a= .960261344909668 j= 16021 a= .7946633696556091
j= 19756 a= .8023220300674438 j= 20670 a= .8730692863464355
j= 21447 a= 2427275776863098 j= 25030 a= .8427858352661133
j= 25474 a= .4021952152252197 j= 28301 a= .3995298743247986
j= 28919 a= .6338456273078918 j= 29717 a= .8280267119407654

In 20 cazuri din 30000 nu s-a verificat asociativitatea inmultirii

In urma acestui rezultat aparent surprinzator, ne asteptam ca si alte proprietati ale operatiilor
aritmetice sa nu fie verificate pe calculator.

3.2. Inmultirea cu calculatorul nu este distributiva in raport cu operatia de adunare

Datorita erorilor de “rotunjire” din calculator, nu intotdeauna avem distributivitatea inmultirii
fata de adunare.

Vom pastra in programul BASIC anterior aceleasi valori a,b,c (a = U,, b = aJ + U,,

c = a6 + U; , unde U, U,, U; sunt valori aleatoare uniform repartizate pe intervalul [0, 1]),
schimband insa corespunzator forma expresiilor aritmetice e, si e,. Avemastfel e, =a.(b+c) ,
e,=(a.b)+(a.c).

Ruland noul program astfel modificat, pentru diferite valori de initializare x,, ale generatorului

RND , s-au obtinut triplete de numere (a, b, ¢) ce nu verifica proprietatea de distributivitate a
inmultirii fata de adunare. Pentru cazurile de exceptie gasite sunt listate valorile a = X; IR

Initializare generator = ? 22334

j= 4735 a= .7724292874336243 j=.7931 a= .8537970185279846
)= 13397 a= 9158830046653748 j= 21198 a= .6997551918029785
In 4 cazuri din 30000 nu s-a verificat distributivitatea inmultirii

Initializare generator = ? 29123

j = 5087 a= .9845359921455383 )j= 13970 a= .4067223072052002
In 2 cuzuni din 30000 nu s-a verificat distributivitatea inmultirii

’ 18 -
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Initializare generator = ? 28876

j= 2764 a= 361341118812561 j= 7574 a= .3680839538574219
j= 8167 a= .700153648853302 j= 20046 a= .5844826698303223
j= 29106 a= .3929646015167236

In 5 cazur din 30000 nu s-a verificat distributivitatea inmultirii

3.3. Operatia de adunare cu calculatorul nu este asociativa

Pentru a demonstra ca operatia de adunare pe calculator nu este asociativa s-a utilizat un
. . - . - J 6
program similar cu cel deja prezentat in sectiunea 3.1, darincare a=U, b=a , c=-a ,unde U

este un numar aleator uniform repartizat in intervalul (0, 1].
De asemenea forma expresiilor aritmetice e, si e, a fost adaptata corespunzator Efectuand

aceste modificari s-au obtinut cazuri U pentru care, datorita erorilor de rotunjire pe calculator,
valorile date d< expresiile e, =a+(b+c) si e,=(a+b)+c suntdistincte. Asadar operatia
aritmetica de adunare nu este asociativa pe calculator, fapt confirmat experimental de rezultatele
executarii noului program BASIC propus :

Initializare generator = ? 22222

j= 24121 a= 1.935356855392456D-02

In 1 cazun din 30000 nu s-a verificat asociativitatea adunani
Initializare generator = ? 16162

Jj= 2637 a= 7.551133632659912D-03

In 1 cazur din 30000 nu s-a verificat asociativitatea adunarii
Initializare generator = ? 6666

j= 24889 a= 1.935356855392456D-02

In 1 cazuri din 30000 nu s-a verificat asociativitatea adunanii
Initializare generator = ? 10203

j= 24527 a= 6.588995456695557D-03

In 1 cazuri din 30000 nu s-a verificat asociativitatea adunarii

Rularea ultimului program considerdnd diverse initializari x,, a pus in evidenta foarte putine

cazuri de exceptie. Nu de putine ori au existat secvente intregi de cate n= 30000 triplete de valori
numerice ( a, b, ¢ ) pentru care s-a verificat in totalitate proprietatea de asociativitate a operatiei de
adunare. In vederea evidentierii unor situatii de exceptie a fost schimbata de mai multe ori “samanta”
X, a generatorului RND de numere pseudoaleatoare.

-

4. Concluzii

Operatiile aritmetice desfasurate pe calculator presupun utilizarea unui numar finit, relativ
restrans, de cifre semnificative pentru valorile numerice, aproximarea numerelor efectuandu-se prin
“rotunjire”. Intr-o astfel de situatie, la evaluarea unor expresii aritmetice pe calculator, nu sunt
respectate intotdeauna proprietatile obisnuite de asociativitate si distributivitate ale operatiilor
aritmetice cu numere reale.

Prin exemplele de test propuse a fost semnalata aceasta “anomalie”.

- 16 -
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Mentionam faptul ca sunt relativ putine cazurile in care, pe calculator, nu sunt adevarate
proprietatile (P1), (P2), (P3). Necunoasterea acestei particularitati a calculatorului poate insa conduce
la erori de programare grave, foarte greu detectabile deoarece se intampla extrem de rar, numai in
unele “situatii de exceptie”.

Tinand seama de aceste observatii, la proiectarea aplicatiilor de tip “balanta” nu se va efectua
testarea egalitatii a doua expresii aritmetice €, si e, printr-o instructiune de control de forma

“daca e; =e¢, atunci actiune ... “
ci se va prefera varianta

“daca |e;-e,|<¢ atunci actiune ... “
unde € este o cantitate pozitiva, relativ mica, destinata sa anihileze efectul erorilor aritmetice de
“rotunjire”.

Problemele mentionate pot apare frecvent in practica in operatiuni ce vizeaza interpretarea
automata, pe calculator, a rezultatelor unor “balante contabile” in functie de care sunt luate anumite

decizii ( Stefan Stefanescu : Erori de calcul la evaluarea unei balante, Studii si Cercetari de Calcul
Economic si Cibernetica Economica, vol. XXXIII, nr. 2/ 1999 ).
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TEHNICI DE SORTARE

In literatura de specialitate intalnim o mare varietate de proceduri de sortare ce sunt analizate
in raport cu performantele pe care le realizeaza, ca de exemplu durata medie a unei sortari, numarul cel
mai mare de operatii necesare unui anume tip de sortare , memoria interna si externa utilizata de
algoritmul de sortare.

Vom prezenta in detaliu cdteva tehnici ce stau la baza algoritmilor de sortare ( sortare prin
insertie, aflarea minimului relativ, interclasare ) fara a descrie si analiza unele proceduri subtile si
performante ce urmaresc sortarea elementelor unei liste ( de exemplu proceduri probabiliste ce tin
seama de distributia initiala a datelor de intrare, algoritmi rapizi bazati pe principiul “divide si
stapdneste” , implementarea unor proceduri recurente). Detalii suplimentare privind descrierea unor
noi algoritmi de sortare pot fi obtinute consultind monografia lui Donald E. Knuth, “ Tratat de
programare a calculatoarelor - Sortare si cautare “, Editura Tehnica, Bucuresti, 1976.

1. Sortare prin insertie

In cazul in care se doreste sortarea ( crescatoare ) a celor n elemente ale unui vector V putem
opta pentru tehnica insertiei fiecarui nou element V(m+1) intr-o pozitie corespunzatoare. Concret, sa
presupunem ca in vectorul V s-a reusit sortarea crescatoare a primelor m elemente, m < n . Initial
m = 1. In acest context urmeaza sa stabilim noua pozitie a elementului curent V(m+1). Elementul
V(m+1) va migra succesiv permutind cu elementele V(j) situate pe pozitii din stinga sa, j = m, m-1,
m-2, k+1,k, k 21, operatiunea oprindu-se in momentul in care V(k-1) < V(m+1) < V(k) . In urma
acestor operatii de permutare a componentelor lui V este gasit locul corespunzator elementului
V(m+1) astfel incit, in noua situatie, primele m+1 elemente ale vectorului V sunt ordonate
crescator (adica V(1) <V(2) < V(3) <... £ V(m-1) £ V(m) < V(m+1) ). Aceasta etapa se va repeta
pentru fiecare element V(m+1) nou introdus, unde m=1,2,3, ..., n-1.

Aplicatia 1. Listam programul sursa ce realizeaza sortarea prin insertie a primelor n
elemente din vectorul V . '

REM Sortare prin insertie
DATA 1,4,-5,2,4,2,7,5,3,8,9,-4

INPUT "Numar de date="; n : DIM v(n)
REM Citeste datele de intrare
FORj=1TOn: READ v(j): NEXT j
FORmMm=2TOn: w = v(m): j=m-1
WHILE ((j > 0) AND (v(j) > w))
v(j + 1) = v(): i=j-1: WEND
vi+t1)=w: NEXT m
PRINT "Rezultate : "; : FORj=1TOn: PRINT v(j); ", ";: NEXT

Exemplul 1. Vom executa programul de sortare proiectat in Aplicatia 1, considerdnd o
dimensiune variabila n a vectorului V. Mentionam faptul ca valorile vectorului V sunt retinute intr-
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un bloc de date, din care, in momentul rularii programului, sunt citite succesiv n valori numerice. In
continuare prezentam rezultatele de test.

Numar de date =7 11
Rezultate:-5 , 1, 2, 2, 3, 4
Numar de date =7 12
Rezultate:-5 , 4, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 7, 8, 9

Observatia 1. Metoda descrisa poate fi extinsa si in situatia utilizani memoriei externe, de
exemplu in cazul sortarii a n inregistrari ale unui fisier, sortarea efectudndu-se dupa un camp dat ce ia
valorile V(1), V(2), V(3), ..., respectiv V(n) . In acest context, pentru micsorarea volumului de
calcule, este de dorit sa se efectueze un numar cat mai mic de permutari ale inregistrarilor fisierului
respectiv. In acest scop inregistrarile ce trebuiesc sortate vor fi aduse pe pozitiile corespunzatoare
numai in faza finala, anume atunci cand au fost deja aranjate in ordine ( crescatoare ) toate numerele
V(m) de identificare a inregistrarilor prelucrate.

Observatia 2. Sugeram si o posibila imbunatatire a performantei prezentei proceduri. Astfel,
tindndu-se seama de distributia initiala a datelor de intrare, se anticipeaza aproximativ ( in mod
determinist sau probabilist ) pentru fiecare element V(m), 1 <m < n, viitoarea sa pozitie ce ar trebui
sa rezulte in urma operatiei de sortare. In acest mod se poate reduce volumul de calcule prin evitarea
efectuarii unor permutari suplimentare ale componentelor vectorului V.

\

2. Aflarea minimului relativ

Daca dorim o sortare ( crescatoare ) a celor n componente ale vectorului V vom putea
aplica si urmatoarea procedura axata pe aflarea minimului valorilor unei multimi date.

Luandu-se in considerare toate cele n elemente ale vectorului V se determina in primul rand
cel mai mic element V(k,) ce va fi apoi adus in locul elementului V(1) prin efectuarea unei
permutari intre V(1) si V(k,). In etapa urmatoare se obtine minimul V(k,) al elementelor lui V de
pe pozitiile 2,3,4, ... ,n, V(k,)=minimum { V(2), V(3), V(4), ..., V(n) }. Dupa aflarea valorii
indicelui k, elementul V(k,) va fi trecut in vectorul V pe pozitia a doua printr-o permutare intre
elementele V(2) si V(k,). In general, prin determinarea succesiva a minimului V(kj) ,1<j<n-1,
relativ la multimea { V(j), V(+1), V(j+2), ..., V(n) } si aducerea elementului V(kj) pe cea de a j-
a pozitiein V ( printr-o permutare a elementelor V(j) si V(kj) ) se obtine in final o0 ordonare
crescatoare a componentele vectorului V.

Aplicatia 2. Programul urmator exemplifica procedura de sortare crescatoare bazata pe
aflarea minimului relativ al elementelor unei submultimi.

REM Sortare prin determinarea minimului relativ
DATA 1,4,-5,2,4,2,7,5,3,89,-4

INPUT "Numar de date ="; n : DIM v(n)
REM Citeste datele de intrare

FORj=1TOn: READ v(j): NEXT j
FORm=1TOn-1: kmin = m:

FORk=m+1TOn
IF v(k) < v(kmin) THEN kmin = k

; -y -
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NEXT k

IF kmin <> m THEN vmin = v(kmin) : v(kmin) = v(m): v(m) = vmin
NEXT m
PRINT "Vector sortat : "; : FORj=1TOn: PRINT v(j);", ";: NEXT j

Exemplul 2. Prezentam rezultatele de test obtinute prin rularea programului BASIC din
Aplicatia 2. Valorile componentelor vectorului V sunt citite succesiv dintr-un bloc DATA prin
intermediul instructiunii READ.

Numar de date =? 5

Vectorsortat: -5 , 1, 2, 4, 4,
Numar de date =? 10
Vectorsortat: -5 , 1, 2, 2, 3
Numar de date =7 12
Vectorsortat:-S, -4, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 7, 8, 9,

3. Sortare prin interclasare

Vom prezenta un algorim de interclasare a doi vectori A si B de dimensiune m, respectiv n
, cu elemente numere reale, unde A=(a;,a,,...,a,), B=(b,,b,, ..., b, ). Este esential ca cei
doi vectori A, B ale caror valori urmeaza a fi interclasate sa aiba elementele ordonate crescator, adica
a;<a,<a;<.. <a,, respectiv by<b,<b;<.. <b, . Vom construi vectorul V care sa contina
toate elementele vectorilor A si B siin plus elementele lui V sa fie aranjate in ordine crescatoare.
In final dimensiunea vectorului V devine m+n . Aducem urmatoarele precizari : '

Indicii i, j, k definesc pozitia elementului curent din vectorii A, B, respectiv V .

Initial i=1, j=1 si k=0.

Vom analiza pe rand perechile de valori ( A(i),B()) pentru 1<i<m si 1<j<n. Astfel
daca A(i) <B(j) atunci vom opera modificarile k =k+1, V(k) = A(i), avind grija ca in final sa fie
actualizata valoarea curenta a indicelui i, adica i=i+1. Asadar valoarea elementului A(i) va fi
retinuta in vectorul V pe pozitia k . In mod analog, in situatia in care A(i) > B(j) vom efectua
operatiile k =k+1, V(k)=B(), j=j+1, valoarea B(j) fiind astfel atribuita componentei curente
V(k) . Daca A(i) =B(j) atunci vom efectua secventa de instructiuni : k =k+1, V(k) = A(i),
i=i+l, k=k+1, V(k)=B(), j=j+1, ambii termeni A(i), B(j) fiind inclusi printre elementele
vectorului V.

In final se ajunge la una dintre situatiile j>n, sau i>m. In acest caz toate elementele A(s),
i £s <m, respectiv toate elementele B(t), j <t <n, vor deveni in mod automat elemente ale
vectorului V. Prin aceste operatii vectorul V raméne ordonat crescator.

Aplicatia 3. Algoritmul de interclasare descris anterior este implementat in limbajul BASIC .
Componentele vectorilor A si B ce urmeaza a fi interclasate sunt retinute intr-un bloc de date ce
reuneste toate secventele de date definite prin instructiunile DATA ale programului.

Listam programul sursa de interclasare.

REM Interclasarea vectorilor A si B ordonati crescator

DECLARE SUB intercl (x!(), y'(), z!(), m!, n!)

DECLARE SUB scrie (x!(), p!) : DECLARE SUB ordinecr (x!(), p!)
m=7: n=>5: DIM a(m), b(n), v(m + n)
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DATA 1,5,9,17,23,24,25 ‘ Valorile vectorului A

REM Citirea vectorului A

FORi=1TOm: READ a(i) : NEXT i

PRINT "Valorile vectorului A: ";: CALL scnie(a(), m)

CALL ordinecr(a(), m) ‘ Verificarea ordonarii crescatoare a elementelor vectorului A
DATA 2,3,5,19,23 ‘ Valorile vectorului B

REM Citirea vectorului B

FORj=1TOn: READ b(j) : NEXT j

PRINT "Valorile vectorului B : ";: CALL scrie(b(), n)

CALL ordinecr(b(), n) * Verificarea ordonarnii crescatoare a elementelor vectorului B
CALL intercl(a(), b(), v(), m, n) ‘ Interclasarealui A cu B

REM Editarea vectorului V

PRINT "Interclasare : ", : CALL scrie(v(), m + n)

SUB intercl (x(), y(), z(), m, n)
REM Se va realiza interclasarea vectorilor X si Y ce au dimensiunile m, n
i=1: j=1: k=0
DO WHILE (i <= m) AND (j <=n)
IF x(i) = y(j) THEN
k=k+1: z(k) = x(1): i=it+l

k=k+1: z(k) = y(j): j=j+1: GOTO 1
END IF .
IF x(i) < y(j) THEN k=k+1: z(k) = x(i) : i=i+1; GOTO 1
IF x(i) > y(j) THEN k=k+1: a(k) =y() : j=jt+1: GOTO 1
1. LOOP
DO WHILE (i <= m)
k=k+1: z(k) = x(1) : i=i+1
LOOP
DO WHILE (j <= n)
k=k+1: z(k) =y(j) : j=j+1
LOOP
END SUB

SUR ordinecr (x(), p)

REM Se verifica ordonarea crescatoare a valorilor elementelor vectorului X
REM Dimensiunea vectorului X este p
FORk=2TOp

IF x(k - 1) > x(k) THEN PRINT "Eroare, valorile nu sunt in ordine crescatoare": STOP
NEXT k

END SUB

SUB scrie (x(), p)
REM Editarea vectorului X de dimensiune p

FORk=1TOp: PRINT x(k), ", “;: NEXT k : PRINT
END SUB
.l » 2' =
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Observatia 3. In urma procesului de interclasare, in matricea finala V aceeasi valoare poate
apare de mai multe ori. Procedura de interclasare presupune in mod obligatoriu ordonarea crescatoare
a vectorilor A si B . In caz contrar, prin aplicarea algoritmului descris, componentele vectorului V
ar putea in final sa nu fie ordonate crescator. Subrutina ordinecr ne va avertiza printr-un mesaj,
dupa care va intrerupe automat executia programului, in situatia in care elementele vectorilor A si B
nu sunt ordonate crescator.

Exemplul 3. Executarea programului prezentat in Aplicatia 3 a condus la urmatoarele
rezultate de test :

Valorile vectorului A: 1, 5, 9, 17, 23, 24, 25,
Valorile vectorului B: 2, 3, 5§, 19, 23,
Interclasare: 1, 2, 3, 5, 5, 9, 17, 19, 23, 23, 24, 25,

Observatia 4. Procedura de interclasare a valorilor a doi vectori A si B poate fi cu usurinta

extinsa si in cazul operarii cu mai multi vectori . Vectorii ce urmeaza a fi interclasati, ordonati in
prealabil, ar putea fi memorati in coloanele unei matrici auxiliare.
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Fie sirul { x, },, ai carui termeni sunt legati printr-o relatie de recurenta de tipul

otk — f(xn’)(r|+l')'(n+2’ ’xn-fk-l’n+k) neN (1
si care, in plus, respecta conditiile initiale
X =c , 1 <)<k (2)
unde forma functiei f( .t t, ) este data iar constantele ¢;,c,,c;, ..., C, sunt precizate
Relatii (1) si (2) sunt suficiente pentru determinarea tuturor termenilor sirului { x, }, . In
adevar, stiind valorile x|, x,, X;,..., X, obtinem valoarea x;,,,unde x,,,=f(x;,x,,x;5,... ,x;)
Urmeaza apoi a fi evaluata valoarea x,,, aplicdnd formula x,,,=f(x,,x;,x,,...,%.,,) , dupa
care se calculeaza termenii X;,;, X, 4, , X4y, .- S.amd.
Aplicatia 1. Fie functia liniara f de k argumente,
unde a,, a,,a;, ..., 3 suntnumere reale.
In acest caz relatia de recurenta (1) devine
Xpek = 31 %y + A Xury + a3 X4 2 tot ) Xy+k-2 + R (4)
Programul urmator editeaza primii n + k termen ai sirului { X, } I utilizdnd formula (4).
Valorile x,, x,, X;, ..., X, sunt introduse ca date de intrare.

REM Siruri numerice obtinute prin relatii de recurenta
REM x(ntk) = f{x(n), x(n+1), x(n+2),..., x(ntk-1))

DECLARE FUNCTION f! (x!(), a!(), k!, m!) : INPUT “Numarul valonilor initiale = “; k
INPUT “Numarul termenilor sirului X ce urmeaza a se calcula=*“;n:  DIM a(k), x(n + k)
PRINT “Specificarea parametrilor functiei f”

FORj=1TOk: PRINT USING “a(##)=",j,: INPUT a(j) : NEXT j

PRINT “Precizarea celor k valori initiale ale sirului X”

FORj=1TOk: PRINT USING “x(##)=",j; : INPUT x()) : NEXT

REM Determinarea termenilor x(k+1), x(k+2) , x(k+3),... , x(k+n)
FORj=k+1TOk+n: x () =f(x0, a(), k, j) : NEXT

REM Editarea primilor n+k termeni ai sirului X
PRINT “Primii “; n + k; * termeni ai sirului X"

FORj=1TOk +n: PRINT x(j); “ “;: NEXT ;. PRINT
FUNCTION f (x(), a(), k, m)

$s=0: FORj=1TOk: s=s+x(m-j)*ak+1-j): NEXT j
f=s: END FUNCTION

Consideraind k=2, n=15, a,=a,=1 si x,=1, X, =2 programul va edita primele
17 valori ale unui sir de tip Fibonacci ( sir in care valoarea unui termen este suma celor doi termeni
anteriori ). In urma testarii programului BASIC s-au obtinut rezultatele :

Numarul valorilor initiale =7 2
Numarul termenilor sirului X ce urmeaza a se calcula=? 15
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https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Sirun definite recurent

Specificarea parametrilor functiei f a(1)=7 1 a(2)=7 1
Precizarea celor k valori initiale ale sirului X x(1)=71 x(2)=17 2

Primit 17 terment ai sirului X
1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

610 987 1597 2584
Observatia 1. Valorile parametrilor a,, a,, a3, ... , 3, ce definesc functia f pot sa nu fie

constante ci sa depinda efectivde n .
In continuare vom analiza siruri { X } ;@ caror termeni verifica egalitatea (4). Acestor siruri

li se va atasa ecuatia caracteristica P(x) =0 , unde
k k 2
P(x)=x - ax -a,x -..-33X -aX -3 (5)
a,eR, aeR, ..., a, eR.
In aceste conditii avem :
Propozitia 1. Daca sirurile {x, }, , {y, }, sunt solutii ale ecuatiei (4) atunci pentru orice
aecR, peR sinul {z }, verificarelatia (4),unde 2z, = ax, + By, ,VneN.
Justificare. In adevar,cum {x, }, . {y,}, suntsolutii ale ecuatiei (4), adica
Xnek = 31%, ¥ X0 T 830 Yot 3 X2 T 8 X
Ynek = 31 Yn + 3 Yn+1 + a3 Yp+2 toot Y1 Yn+k-2 + U Yn+k-1
pentru orice n € N. Considerind a € R, B € R, din egalitatile anterioare deducem
axn+k+Byn+k = al(axr1+Byn)+ a, (axn+l +ayn+l) tot ak(axn+k-l +Byn+k—l )
Tindnd seama de definitia termenului z, avem
Zpik T 9 2, t 2z, + 32,3 tot Y.l Zprk-2 + Y Zyikg
adica sirul { z, }, este solutie'a ecuatiei (4).

Propozitia 2. Daca ecuatia caracteristica P(x) =0 are o radacina t atunci sirul { X, ),

definit prin x, =t ! , h € N, este solutie a ecuatiei (4) .

Demonstratie. Deoarece valoarea t, nu neaparat numar real, este radacina a polinomului P
(x) definit de (5) , atunci
k k-1

k-2 2 _
t 'akt - ak_lt = ... = 83t - azt 'al _'0
. . n . .
Inmultind aceasta relatie cu t  se obtine egalitatea
n+k n+k-1 n+k-2 n+2 n+l n

ce este adevarata pentru orice n € N .
Cu notatia x, = t" , expresia anterioara se rescrie in forma
Xpeg = (3).%, Y 85.%, ., ta;. %, ,t. .. +a.x,.,)=0
adica sirul { x, }, este solutie a ecuatiei (4) .
Propozitia 3. Daca t=A (cos(B) + i.sin(8)) este o radacina complexa a polinomului
caracteristic (5) atunci sirurile {y, },. {z,},,unde y = A" cos(n®) , z, = A cos(n®)
V n € N, sunt solutii ale ecuatiei (4).

Demonstratie. Cum t este o radacina a polinomului caracteristic (5), conform Propozitiei 2
. n n - . -
rezultacasirul {x, 6}, , unde x, =t = A (cos(nB) +i sin(nB)) , este o solutie a ecuatiei

(4) sideci

+k -
l" (COS ((n+k) e) + 1 8in ((n+k) e)) = xn+k = aI X, + a) x:l+l + 83 xiH) toF 4 xu-k-l =
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—a, [\ (cos(n6)+i sin(n8))]+a,[ X" (cos((n+1)8) + i sin ((n+1)6))] +
+a, [N (cos (n+2) 8) + 1 sin (n+2) 0)) ] +...+ a [ A" (cos ((n+k-1) 8) + i sin (n+k-1) 8)) ]
Cum coeficientii a,, a,, a;, ..., 8, sunt numere reale, identificind partile reale si partile
|ma§mare din egalitatea anterioara in care se c:gereaza cu numere complexe, ’rﬁi}xlta
cos ((ntk) 0) = a, A" cos (nB) + a,A cos((ntl)0) +...+ a A cos ((ntk-1) 6)
* sin ((ntk) 6) = a, A" sin (nB) + a,A i sin ((n+1)6) + ... + a, X"H‘- sin ((n+k-1) 6)
adica sirurile y, = A" cos (nB) si z = A" cos (nB) , n e N, sunt solutii ale ecuatiei (4).
Propozitia 4. Daca t este o solutie reala dubla, a ecuatiei caracteristice P(x) =0 definita
de relatia (5) atunci sirul {y, },,unde y, = nt” , n€ N, este solutie pentru ecuatia (4).

Demonstratie. Cum t este o solutie reala, dubla, a ecuatiei caracteristice P(x) =0 atunci t
va fi solutie dubla si pentru polmomul Qx),

n+k n+k-1 n+k-2 n+2 n+l n
Q(x) = x - 4 X -8 X - - AgX -azx - a;X
Prinurmare Q (t) = 0 si (aQ(x)/ax)(t) , unde
8Q)/ox = @+kyx" - (n+k-1) 2, x - @) a,x" - na,x""
si deci
(n+k)xn+k - ak(n+k-l)x"+k-l - .- 2y (n+2)xn+2 - a, (n+l)x"+l - alnx" =0

adica sirul y =n t" , ne N, este solutie pentru ecuatia (4).
Urmand un rationament analog, aplicdnd Propozitia, 1 si utilizand derivatele de ordin superior
ale polinomului Q (x) rezulta

Propozitia 5. Daca t este o radacina reala, multipla de ordinul p, p € N,, a polinomului

caracteristic P(x) definit de expresia (5), atunci sirul {y, },, unde y, = S(n) t” , n€ N, este solutie

pentru ecuatia (4), unde S(x) este un polinom oarecare, cu coeficienti reali, de grad cel mult p- 1.
Observatia 2. Propozitiile 2-5 ne sugereaza o procedura pentru a obtine solutii ale ecuatiei

(4), fara insa ca aceste solutii sa verifice restrictiile (2). Stiind solutii ale ecuatiei (4) si aplicand

Propozitia 1 putem construi noi solutii care in final sa satisfaca si conditiile initiale (2). Astfel, in cazul

o e 1 2 .
in care se cunosc k solutii “independente” { xn() Yoo { xn() | SRR | xn(k) },,» ale ecuatiei (4),

vom defini sirul {y, }, ce depinde de k parametri b jobs j<k,

1 2 3
= blxn() t b2xn() + b3xn() toot bk-l xn(k Y + bk n(k) , n21
Conform Propozitiei 1 sirul {y, }, astfel obtinut este solutie a ccuatiei (4). Parametrii b o
1 €j <k, vor fi determinati astfel incat sa fie satisfacute conditiile (2). Deducerea coeficientilor b ;,

1 £j <k, se reduce la solutionarea unui sistem liniar de k ecuatii cu k necunoscute ,

( 3) (k-1) k)
byx; " +b,x; " +byx;T + L +b,,x; +byx;  =c¢
....... ( I).(z)(j)(k-’)(k)—

Sirul {y, }, definit prin intermediul coeficientilor b., 1 <j <k, este solutie a ecuatiei (4) ce

verifica in plus si conditiile initiale (2), adica y;=¢, 1 <jsn.
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Exemplul 1. Sa determinam forma sirului { x,, },, definit recurent de relatia

X,,,=5X,,; - 6x,, cuconditiile initiale x, =1, x,= 5.

. .. 2 ..
In acest caz se obtine urmatoarea ecuatie caracteristica t -5t+6 = 0 cu radacinile
;=2 si t,=3. Deci solutia generala { x, }, aecuatiei X ., =5X,,; - 6 x, este de forma

X, =at ," + Pt 2" =a2" + B3 " unde parametrii o, B sunt numere reale. Vom determina
valorile a si B astfelincat x, =1 si x,=5. Rezulta astfel sistemul liniar de doua ecuatii in

necunoscutele o si B,

a2l+p3t =1
a22+p3%2 =5
de unde se deduce a=-1 si B=1.
Prin urmare solutia { x_ } aecuatiei x,,, = 5x,,; - 6%, ce satisface conditiile initiale

X, =1, x,=5 este de forma x, = 3" . 2" ,n21.
Prezentam rezultatele rularii programului BASIC din Aplicatia 1 privind determinarea primilor
15 termeni dinsirul { x, }, ce este definit recurent conform relatiei x,,,=5x,,,-6x,, n=1,

astfel incat x, =1, x,=35 :

Numarul valorilor initiale =? 2

Numarul termenilor sirului X ce urmeaza a se calcula=? 15

Specificarea parametrilor functiei f a(1)=? -6 a(2)=? 5

Precizarea celor k valori initiale ale sirului X x(1)=71 x(2)=75

Primii 17 termeni ai sirului X '
1 5 19 65 211 665 2059 6305 19171 58025 175099
527345 1586131 4766585 1.431614E+07 4.298118E+07 1.290091E+08

Ultimele trei valori din sirul anterior nu au fost listate cu toate cifrele lor semnificative
deoarece in programul respectiv vectorul X a fost definit ca fiind de tip real, in precizie simpla.

Urmatorul program va estima termenii sirului { x, }, aplicdnd formula x, =3 ".2" nz1

’

calculele desfasurandu-se in precizie dubla. Functia g# este definita de relatia g# (n) =3 "2

DECLARE FUNCTION g# (n!)

REM Editarea valorilor unui sir definit explicit printr-o formula de calcul

INPUT "n=";n: FORj=1TOn: PRINT g#(), " ";: NEXT j
FUNCTION g# (n) : gh=3#"n-2#"n: END FUNCTION

Rezultatele rularii ultimului program BASIC ( pentru n =17 ) confirma aspectele teoretice
mentionate. De aceasta data valorile termenilor { X, },, sunt listate cu un numar suficient de citre
semnificative :

1 5 19 65 211 665 2059 6305 19171 58025 175099 527345
1586131 4766585 14316139 42981185 129009091
Exemplul 2. Vom deduce forma sirului { x,, }, definit recurent de relatia

x"'2=4x",l - 4x",unde X;=X,=-4

Ecuatia caracteristica atasata relatiei recurente x, ,, = 4 X+ - 4x, estedetorma
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t2 -4t + 4 =0 siareradacinile t; =t,=2. Asadar conform Propozitiiei 5, solutia generala
. n n
{x,}, ceverificarelatia x, ., =4x,, 6 - 4x, este data de expresia x, =at, + fBnt, ,

) . . .
adica x, = (o + Bn)2' , unde parametrii o, B sunt numere reale. Valorile a si B vorfi
obtinute impunandu-se satisfacerea conditiilor initiale pentru termenii x; si x, . Din sistemul

{(a+ﬂ)2'=—4
(@a+2p)2?% = -4
rezulta a=-3 si f=1.
Prin urmare solutia { x, }, a ecuatiei x, ,,=4x,,, - 4%, ce satisface conditiile initiale
x,=x,=-4 estedeforma x, = (n - 3)2" ,n21.
Prin executarea programului din Exemplul 1 pentru n =15 unde functia g#(m) este de

forma g#(m)=(m-3) 2" rezulta urmatoarea secventa de valori
4 -4 0 16 64 192 512 1280 3072 7168
16384 36864 81920 180224 393216

Rezultate similare sunt obtinute folosind programul BASIC din Aplicatia 1 pentru deducerea
succesiva a termenilor sirului { x, }, ce satisface relatia x,,,=4x,,, - 4 x,, cu conditiile initiale
X, =x,=-4,

Numarul valorilor initiale =? 2

Numarul termenilor sirului X ce urmeaza a se calcula=7 13

Specificarea parametrilor functiei f a(1)=? 4 a(2)="7 4

Precizarea celor k valori initiale ale sirului X x(1)=2 4 x(2)=7 -4
Primii 15 termeni ai sirului X

-4 -4 0 16 64 192 512 1280 3072 7168
16384 36864 81920 180224 393216
2

Exemplul 3. Sirului { x, }, este definit recurent de refatia x,,,=2.3 1 X 0y - 4%,,
cu conditiile initiale x,=2.3' 7+ 1, x,=2.3"" 7+ 4.
“2t + 4 = 0, curadacinile t,
, t, numere complexe, t,=2(cos(n/6) + isin(n/6)), t,=2(cos(n/6) - isin(n/6)).

Asadar solutia generala { x, }, aecuatiei x, ,,

) . 2
In acest caz ecuatie caracteristica este de forma t - 2.3

=5x,,; - 6x, estedata de expresia
1. o e
X, =a2 " cos (nm/6) + B2 " sin (nm/6), unde parametrii o, p sunt numere reale. Parametrii

a, B vor fi dedusi din conditiile initiale x,=2.3 2y 1, x2=2.3’/2+4,adlca a=2, =1

. , , - 1/2 . -
Prin urmare solutia { x,, }, aecuatiei x,,, = 2.3 X,s; - 4x, cesatisface conditiile

. 1/2 12 nel n o,
initiale x, =2 .3 1, x,=2.3 +4 este x, =2 cos(nm/6) + 2 sin(nn/6),n21
Prezentam rezultatele rularii programului proiectat in Aplicatia 1 in vederea calcularii primilor

15 termenidin sirul { x }, . Mentionam faptul ca sirul { x, }, este definit recurent conform relatiei

172 1/2 1/2
X,0252.3 X, -4x,,n21 cucondiiileinitiale x,=2.3 " +1,x,=2.3 " +4

Numaru! valorilor initiale =? 2
Numarul termenilor sirului X ce urmeaza a se calcula=7 13

Specificarea parametrilor functiei f a(1)=? -4 a(2)=17 3.464102

.27 -
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Sirun defimte recurent

Precizarea celor k valori initiale ale sirului X x(1)=7 4464102 x(2)=7 7.464102
Primii 15 termeni ai sirului X '

4464102 7.464102 8.000004 -2.143578 -39.42559 -127.9999 -285.7025 -477.7029
-512.0015 137.1862 2523.233 8191991 18284.96 30573.01 32768.16

pot fi calculati si direct dupa formula x_ = g#(n), functia g#(n)

Termenii sirului { x,, },,

avand expresia g#(n) = 2 n cos(nm/6) + 2 " sin (nmn/6), n21. Vom considera procedura
g# (n) utilizata in Exemplul 1 avind forma

FUNCTION g# (n) : u=n*3.141592/6
gh=2#~(n+1)* COS(u) +2#~n * SIN(u) : END FUNCTION

In aceasta ultima varianta se obtin valori x, comparabile cu cele deja deduse prin folosirea

.. 12 . o . .
functiei f{t,,t,)=2.3 t, - 4t,(Aplicatia 1 ). Micile diferente numerice rezultate in cele doua

variante prezentate sunt datorate preciziei impuse. Spre exemplificare listam primii 15 termeni ai
sirului { x, }, calculati cu ajutorul functiei g#(n), anume

4.464101643175619  7.464102646500394 8.000005022663265  -2.143578591661494
-39.4255946008054 -127.9999598186655  -285.7025159297139  -477.7027673975264
-512.0009643511954  137.1875948786918 2523.235655111217 8191.994856785956
18284.96170854884 30572.98978680572 32768.10286411136

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Sistenme de ecuatil hmare

SISTEME DE ECUATII LINIARE

In cadrul acestei sectiuni vom indica metode pentru obtinerea solutiei unui sistem liniar de n
ecuatii cu n necunoscute. Aceste proceduri vor fi apoi aplicate la inversarea matricilor sau la calculul
valorii unui determinant. Vom trata si problema “solutionarii”” unui sistem linear cu mult mai multe
ecuatii decat necunoscute.

1. Rezolvarea unui sistem liniar

Fie urmatorul sistem liniar de n ecuatii cu n necunoscute :
% ta,x, tagx; o ta X, ta,x =b
8%, tagpnX, tagxytotay X, tax =b,
ag x; *ag %, taggx;t ot oag, X+ oagx, = by
a X, * ay,% tagx;+ ... +ta x,+tax =b (1)
a,,;x; ta,x ta;x;+ ... ta
O solutie a sistemului (1) este un set de n valori numerice x,, x, ,..., X, ce verifica toate
ecuatiile sistemului, coeficientii 2 si b, 1<),k < n, fiind numere reale date.
Sistemul (1) poate fi scris si sub forma matriciala Ax = b unde A=(ay ) <j ksn

b = (bj),SjS", x=(xj)15j5n, adica

(ay) a a3 Ap-1 A (x) (&)
azy 4z an Ayn-1 G| | X2 b
ay) ay axp A3p-1 a3 || X3 by
= |- (2)
ajy ap a3 .. Qi) A || X bj
kanl apn2 A9p3 9nn-1 9nn) \Xp/ kb,,)

Precizam faptul ca sistemul (1) admite solutie unica daca determinantul matricii asociate A
este nenul, det (A) #0 .

1.1. Formula lui Cramer

O metoda generala de rezolvare a sistemului liniar de ecuatii (1) este data de procedura lui
Cramer in care obtinerea solutiei x = ( x 1+X24. %1, X, ) sereduce la calculul unor determinanti.

Aceasta tehnica nu este in general implementata pe calculator deoarece necesita o procedura
specializata in calculul valorii unui determinant. Astfel componenta x,, 1 <k <n, a solutiei x a
sistemului (1) este data de formula

=29 .
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Sisteme de ecuatil hinare

X, = det (A, )/ det (A) (3)
unde matricea A, , 1 <k<n,este obtinuta din matricea A prin inlocuirea coloanei k de vectoru:!
coloana (b, ,b,,b;,..., b,) al termenilor liberi, adica

((a  ap ) S B WS ap,
a;  an a1 b @ W
A = (4)
An_11 n-12 An_1k-1 Bn1t An-1k+1 An-1n
anl an2 Ank-1 b, An k+1 9 J

Din (3) rezulta ca solutia x = (x;, X,, ..., X, ) a sistemului (1) exista si este unica daca
determinantul sistemului este nenul, adica A =det (A) 20 .

1.2. Sisteme triunghiulare

Un caz particular interesant de sistem liniar este sistemul inferior sau superior triunghiular in
care matricea A asociata are nule toate elementele de deasupra diagonalei principale, respectiv de sub
diagonala principala. Gasirea solutiei unui sistem triunghiular se realizeaza succesiv, prin metoda
substitutiei, valoarea X; a unei necunoscute obtinuta din una dintre ecuatii fiind apoi folosita in toate
celelalte ecuatii.

Cazul 1. Pentru exemplificare vom considera sistemul superior triunghiular

axptapx, tagx; v ta,,x, e, %, ta,x, =b
8%y Y ayXy ot Ay aX t A%y T agyX, =b,
aggX; ¥ Ay, %t 2y, %, T a,x, = b;
........................................................................................ (5)
an-2,n-2 Xp.2 + an-2,n-l Xn-1 + an-Z,n Xn = bn-2
an-l,n-l Xp.1 + an-l,n Xp = bn-l
3nXn = bn-2

Sistemul (5) va admite solutie daca det (A) # 0 fapt ce revine la verificarea relatiei

a; ayaz..a., ,a, =0 adicatoate elementele diagonalei principale a matricei A sunt nenule. In

aceasta situatie valoarea x, este obtinuta din ultima ecuatie dupa care aceasta valoare este utilizata in
penultima ecuatie pentru aflarea lui x, , s.a.m.d. In general, avand din ultimele n-j ecuatii valorile X,

» Xy » Xp.2s -+ X4y S€ deduce si componenta x; a solutiei x, j=n-1,n-2,...,3,2, 1, in acest sens
folosindu-se cea de a j-a ecuatie a sisternului triunghiular (5).

Deci x,=b, /a,, iarpentru 1<j<n-1 avem

Xj = (bj - aj, + ] xj+l - aj,j+2 xj+2 T T a_/',n-l Xp-1 = aj,n Xy )/ay (6)
Aplicatia 1. Bazat pe formulele (6) programul BASIC urmator determina solutia unui sistem

triunghiular de forma (5). Este semnalata situatia in care sistemul (5) nu admite solutie ( din (6) nu

poate fi dedusa valoarea X; atunci cand a,;=0).

REM Solutia sistemelor superior triunghiulare

DECLARE SUB ssuptri (al(), b!(), x!(), n") : INPUT "n=",n: DIM a(n, n), \(n), ben)
PRINT "Matricea A " " Imtializarea matricii A

VO
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FORj=1TOn: FORk=3TOn: PRINT" a("y"" k;"y=",. INPUT, a(, k)
NEXT k : NEXT)

PRINT : PRINT "Vectorul termenilor liberi ; "

FORj=1TOn: PRINT" b(" ;" =": INPUT ; b(j) : NEXT j PRINT
CALL ssuptri(a(), b(), x(), n)

PRINT "Sistemul superior triunghiular de "; n; " ecuatii are solutia :" * Listarea solutiei
FORj=1TOn: PRINT USING "X(##) = ### ## , ", ), x(); : NEXT j
PRINT "Verificare solutiei gasite. Eron : " ‘ Precizarea erorilor

FORj=1TOn: =0

FORk=jTOn: s=s+a(, k) * x(k) : NEXT k

s=b()-s: PRINT "Er";j,"="s;" , ", NEXT j

SUB ssuptri (a(), b(), x(), n)

IF a(n, n) = 0 THEN PRINT "Sistemul superior triunghiular nu admite solutie": ~ STOP
x(n) = b(n) / a(n, n)

FORj=n-1TO 1 STEP -1

IF a(j, j) = 0 THEN PRINT "Sistemul superior triunghiular nu admite solutie": ~ STOP
s=0: FORk=j+1TOn: =s+a(j, k) * x(k) : NEXT k

x()) = (b() - s) / a(j, j) : NEXT) : END SUB

Pentru testarea programului prezentat in Aplicatia 1, dupa aflarea solutiei x a sistemului liniar
Xx=(%X;,X%,,...,X,), secalculeaza eronle €, 1 <j<n, unde
€ =b-a;x -a,% -. - a X - . -ax | Q)
In cazul particular al sistemului triunghiular (5) deoarece a; =0 pentruorice 1 <i1<j<n
relatia (7) devine
€ = b - - X - Xy -8, X, . o |
Exemplul 1. Vom utiliza programul BASIC anterior pentru un sistem superior triunghiular
Ax=b unde n=4 si a;,=-7, a;, =9, a;;=2, a;,=3, a,,=-5, a,;=-8, a,,=3,
a;;=4, 85,=1, 24=9, 8y =2y, =35, 2, =a,=2,;,=0,b,=-4,b,=7, by;=4, b,=6
Prin rularea programului s-a obtinut solutia : x=(-1.90,-2.33,0.83,067).
Erorile g, 1 <) <4, date de (7) au valori foarte mici , anume : €, =-1.430511E-06 ,
e,=4.768372E-07, ¢;=0, €,=0 . Este astfel confirmata indirect corectitudinea programului
BASIC propus in Aplicatia 1.

Cazul 2. Rezolvarea unui sistem inferior triunghiular se va desfasura intr-un mod asemanator.
Asfel solutia sistemului triunghiular

8% = b,
8y %X, ¥ ayx, = b,
a; X, +oa5,x; ¥ ag;x3 = b,

....................................................................................... (8)

an-),l X, + an-?,) x2 * an-),J x3 + + an-),n-) xn-) - bn-)

uu—l,l X, + an-l,) X; + an-l..i X; ot an-l,n-2 Xp-2 + an-l,n-l Xn-1 = bn-l
ulll xI + au] x) + an! xJ oot au,n-J xn-) + au,n-l xn-l + arm xn = bn
va fi dedusa recurent dupa formulele
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= (b - g%y - a,% - - X - a %)/ 8; , 25jsn 9)
Cum detcrmmantul sistemului (8) este dat de produsul det (A)=a, a,,a;;...a,,
(8) va admite solutie unica de forma (9) daca det (A) # 0, adica a;# 0 pentruorice 1<i<n.
Aplicatia 2. Programul BASIC listat in continuare determina solutia x=(x,,x,,...,x,) a
sistemului inferior triunghiular (8), semnaland si situatia in care acest sistem nu admite solutie.

sistemul

REM Solutia sistemelor inferior triunghiulare
DECLARE SUB sinfiri (a!(), b!(), x!(), n!)

INPUT "n=";n: DIM a(n, n), x(n), b(n)
PRINT "Matricea A :": ‘ Initializarea matricii A
FORj=1TOn

FORk=1TOj: PRINT" a("j"."k"=": INPUT ; a(j,k): NEXTk: NEXT;
PRINT : PRINT "Vectorul termenilor liberi : "

FORj=1TOn: PRINT" b("j;")=";: INPUT;b(j): NEXTj: PRINT
CALL sinftri(a(), b(), x(), n)

PRINT "Sistemul inferior triunghiular de "; n; " ecuatii are solutia :" : ‘ Listarea solutiei
FORj=1TOn: PRINT USING "X(##) = ### 4 |, ", §; x(§); : NEXT j
PRINT "Verificare solutiei gasite. Erori : "

FORj=1TOn: s=0

FORk=1TOj: s=s+a(, k) * x(k): NEXT k

s=b(j)-s: PRINT "Er";j;"="s;" , ";: NEXT

SUB sintftri (a(), b(), x(), n)

IF a(1, 1) = 0 THEN PRINT "Sistemul inferior triunghiular nu admite solutie": STOP
x(1)=b(1)/a(1, 1) : FORj=2TOn

IF a(j, j) = 0 THEN PRINT "Sistemul inferior triunghiular nu admite solutie": STOP
s=0: FORk=1TOj-1: s=s+a(j, k) * x(k) : NEXT k

x()) =(G) -s)/ a(,j): NEXTj: END SUB

Verificarea acuratetii solutiei obtinute s-a realizat prin listarea erorilor €., 1 <j<n, date de
formula (7), adica
g = b -a,% -a,x, -8 Jl Xip = 8%
Exemplul 2, Vom rezolva sistemul inferior triunghiular Ax=b unde n=5 si a,, =-3
8y =7, 8p=4, 85=1, 8;,=-9, 85,=7, 8,,=2, 8,,=4, a,;=6, 8,,=8, a5, =5,

*

85,=6, a53=-4, 85,=-2, 85;=9, 8, 8,358,785 8); =8y, T 8y=2;,=a;,=2a,;=0;
b,=8, b,=0, b;=-5, b,=7, b;=8.

Prin executarea programului BASIC prezentat s-a obtinut solutia x avdnd componentele
x=(-2.67,4.67,567,-504,0.60).

Erorile g , 1£j<5, estimate dupa formula (7) sunt foarte mici confirmand indirect

corectitudinea programulun descris in Aplicatia 2. Astfel €=(0,0,-9.536743E-07,0,0)
Observatia 1, La scrierea programului ce utilizeaza termenii & a unei matrici triunghiulare

A se poate economisi memorie calculator prin retinerea din matricea A numai a partii inferior sau

superior triunghiulare ( ce poate contine eventual elemente diferite de zero, restul elementelor fiind
deja nule ).

.
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1.3. Matrici A simetrice

Vom studia modul de rezolvare pentru sistemul liniar A x = b atunci cand matricea A este
simetrica, adica = By oricare ar fi 1 <j, k <n. Pentru inceput vom presupune ca atat elementele
matricei A si ci cele ale vectorului b pot lua valori numere complexe.

" _ 0] . .. _ T .

Transpusa C~ =(c,, ), aunei matrici C=( Cik )jk cu m linit si n coloane este o matrice
cu n linii si m coloane ce se obtine prin “inversarea” in matricea C a liniilor cu coloanele, adica

ckj(') =cy, ¥ j.k,1<j<m, 1<k<n. Seobservacamatricea C este simetrica daca si numai

daca C(') =C.

In mod evident (W )() = W oricare ar fi matricea W .

Propozitia 1. Pentru orice doua matrici Y = ( y‘.j) Z=( Z )J.k , 1<i<n, 1<j<m,
1<k<p, avem egalitatea (Y Z )(l) = 70y

. N
Demonstratie. In adevar elementul wy, 1< k<p, 1<i1<n, al matricei Z() Y() este de
forma

®

U ]

_wW © W © o o _

Yo T Zy Yo T Yo Yo Yi bt Y g Y T

=Y Ze Y Yo Za Y YisZu v o T YimZuk T Vik

unde v, este componenta de pe linia i sicoloana k din matricea produs Y Z adica elementul de pe

pozitia (k, 1) din matricea (Y Z )() ( transpusa matricei Y Z).
Propozitia 2. Daca A este o matrice simetrica de dimensiune n atunci exista 0 matrice

superior triunghiulara C de dimensiune n, cu coeficienti numere complexe, astfel incat
(]

A=C"C (10)
Demonstratie. Tinand seama de forma triunghiulara a matricilor C si C(‘) , unde
(en a2 a3 Cln) (ey O 0 0)
0 ¢y o C2n 2 2 0 0
C=|0 0 oc3 C3p c) =
Cln-1 €2n-1 Cp-tp-1 O
k 0 0 0 Cnn/ \ CIn Can Cn-Ln  Snn/ *

. . () . . .
din egalitatea A =C"~ C rezulta urmatoarele relatii ce sunt adevarate peitru orice 1 <jsks<n,
CriCie ¥ CojCu T C3iCq o T 0y Gy TG0, < A,
Printr-o rearanjare a acestor relatii in succesiunea

12

¢, = (a;) i = ayle, . 2<k<n (1)
_ 1:2 2 <i

Oy (a”. T T YA T cj_,'jcj_l.j) , <j<n

Cx = (B - ey - €€k 7 C3;Cm 7 - - cj-l.jcj-l.k)/cjj ; 2sj<ksn

_ i .
¢x = 0 pentruorice }<k<j<n
deducem 10ti coeficientii Cur s j <k = n, din partea superior triunghiulara a matricei C
Observatia 2. Reciproca Propozitiei 2 este de asemenea adevarata. In adevar orice matrice

. 0] . . .
W detorma W=Y"Y unde Y este o matrice patratica oarecare ( nu neaparat matrice
triunghiulara ) este o matrice simetrica, aceasta deoarece

PR R
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oYY = (Y =Py =W

Propozma Daca A este o matrice simetrica atunci aflarea solutiei snstemulun liniar
A x =b se reduce ia rezolvarea a doua sisteme liniare triunghiulare.

’ Al
Demonstratie. Folosind relatiile (11) construim matricea C astfel incit A C C, (
Propozitia 2 ). In acest context sistemul linear A x =b se rescrie in forma c”Cx =b solutia

x rezultand din rezolvarea a doua sisteme lineare triunghiulare, anume : C y=b, Cx=y
Observatia 3. Daca matricea simetrica A are elemente numere reale atunci nu este

intotdeauna posibil de a se gasi o matrice superior triunghiulara C avand numai elemente numere

reale, astfel incit sa se verifice egalitatea A = C(t) C.

Exemplul 3. Consideram matricea A de dimensiune 2, unde a,,=a,,=1, a,,=a, =a.

. 2 2 .
Din conditiile (11) rezulta: ¢;; =1, ¢,,=a, ¢;;=0, ¢, =1-a . In cazul in care |a|> |

atunci elementul c,, nu poate avea o valoare numerica reala.
Imposibilitatea gasirii unei matrici triunghiulare C, de numere reale, astfel incat sa avem

descompunerea A = ct C este pusa in evidenta prin obtinerea unor valori negative pentru

expresiile a;;, a L= €€y CpiChim e = €y iCip s Daca c;; sunt numere reale atunci

expresiile mentionate ar trebui sa ia valori nenegative deoarece sunt echivalente cu ¢ 11 » Tespectiv
2<j<n.

Aplicatia 3. Urmatorul program determina solutia numerica reala x a sistemului Ax = b

l’ b
= o n o e e . ( . :

precizand mai intdi vectorul y ca solutie a sistemului inferior triunghiular C() y = b iar apoi

rezolvand sistemul Cx =y de forma superior triunghiulara. In situatia in care nu se poate gasi o

solutie reala x programul se opreste cu mesaj de avertizare,

REM Solutia sistemelor simetrice

DECLARE SUB sltn (al(), b!(), x!(), n!) : DECLARE SUB s2tri (a!(), b!(), x!(), n!)
. DECLARE SUB descsim (a!(), c!(), n!)

INPUT "n=";n: DIM a(n, n), c(n, n), x(n), y(n), b(n)

PRINT "Matricea A :" ¢ Initializarea matricii simetrice A

FORj=1TOn: FORk=1TOj

PRINT" a(“j" " k"=": INPUT ; a(j, k) : a(k, j) = a(j, k)

NEXT k : NEXT j

PRINT : PRINT "Vectorul termenilor liberi : "

FORj=1TOn ' '

PRINT" b(";5;")="; : INPUT ; b(j) : NEXT : PRINT

CALL descsim(a(), c(), n) ‘ Obtinerea descompunerii C a matricei A

CALL sltri(c(), b(), y(), n) * Rezolvarea sistemului C'y=b

CALL s2tri(c(), y(), x(), n) ‘ Rezolvarea sistemului Cx=y

PRINT "Sistemul simetric Ax=Db de"; n; " ecuatii are solutia :" * Listarea solutiei

FORj=1TOn: PRINT USING "X(##) = ### ## |, "}, x(); : NEXT

PRINT "Verificare solutiei gasite. Erori : "

FORj=1TOn: s=0 .

FORk=1TOn: =s+a(j, k) * x(k): NEXTk :

s=b()-s: PRINT "Er"; 5, " =" s," , ".: NEXT j

SUB descsim (a(), c(), n) * Descompunerea natricei simetrice A informa A = C'C

- 14 -
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REM Matricea C este superior triunghiulara
IF a(1, 1) <0 THEN PRINT "Sistemul simetric nu are solutie reala”  STOP
c(1, 1) = SQR(a(1, 1))

FORk=2TOn

IF a(1, 1) = 0 THEN PRINT "Sistemul simetric nu are solutie reala™ STOP
c(1,k)=a(1,k)/c(1, 1): NEXT k

FORj=2TOn: s=0

FORt=1TOj-1: s=s+c(t,])) *ct]) NEXT t

s=a(,j)-s

IF s < 0 THEN PRINT "Sistemul simetric nu are solutie reala": STOP
c(j, J) = SQR(s)

FORk=j+1TOn: s=0

FORt=1TOj;-1: s=s+c(t,j) *ct k) NEXT t

IF c(j, j) = 0 THEN PRINT "Sistemul simetric nu are solutie reala": STOP

c(j, k) = (a@, k) - s) / <(j, J) : NEXT k

NEXT; : END SUB

SUB sltri (c(), b(), x(), n) ‘* Rezolvarea sistemului C'x =b

REM Matricea C este superior triunghiulara

IF ¢(1, 1) = 0 THEN PRINT "Sistemul triunghiular 1 nu admite solutie": STOP
x(D=b(1)/c(1, 1)

FORj=2TOn

IF c(j, j) = 0 THEN PRINT "Sistemul triunghiular 1 nu admite solutie": ~ STOP
s=0: FORk=1TOj-1: - s=s+c(k,j) *x(k): NEXT k
x()) = (bG)-8) /¢, j) : NEXT; : END SUB

SUB s2tri (c(), b(), x(), n) ‘* Rezolvarea sistemului Cx=b

REM Matricea C este memorata superior triunghiular

IF ¢(n, n) = 0 THEN PRINT "Sistemul triunghiular 2 nu admite solutie": ~ STOP
x(n) = b(n) / ¢(n, n)

FORj=n-1TO 1 STEP -1

IF c(j, j) = 0 THEN PRINT "Sistemul triunghiular 2 nu admite solutie":  STOP
s=0: FORk=j+1TOn: s=s+c(, k) * x(k) : NEXT k

x() =(@G)-s)/c(,)): NEXT ) : END SUB

Exemplul 4, Sa rezolvam sistemul liniar A x=b, unde A este o matrice simetrica de
dimensiune n=4 ,cu: a; =1, a, =a;;=-2, a,=13, a;,=a,;;=3, a;,=2,;=-9,
a;3=19, a;;=a;,;=2, a,,=a,,=8, a,;=a;,=-13, a,, =49, terrmenii liberi fiind
b,=3,b,=-5, b,=7, b,=-12.

Ruland programul prezentat in Aplicatia 3 s-a obtinut solutia x = (50.95,4.35,-9.40, -5 53)

Eroarea totala € rezultata in urma aplicarii acestei metode este foarte mica fapt ce contirma
corectitudinea implementarii efectuate. Astfel componentele €

dupa formula (7), au luat valorile :
€, = 9.536743E-07, €,=0, €;=4.768372E-06, ¢, =-8.583069E-06

1 <j<4,aleeroni €, calculate

15 -
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1.4. Metoda Gauss

Din sectiunile anterioare a reiesit ca sistemele liniare de tip ( inferior sau superior ) triunghiular
pot fi cu usurinta solutionate. Ideea metodei lui Gauss consta in aplicarea unor transformari sistemului
de ecuatii liniare (1) astfel incét sa se ajunga la o forma triunghiulara.

In primul rand vom preciza doua transformari ce nu afecteaza solutia sistemului (1). Astfel :

T1. Daca se inmulteste orice ecuatie j, 1 <j<n, a sistemului (1) cu o cantitate ¢, c=0,
atunci solutia x a sistemului (1) nu se modifica.

T2. Solutia sistemului (1) se pastreaza daca la o linie j a acestui sistem se aduna orice alta
linie t ce este inmultita cu o constanta arbitrara d ( nu neaparat nenula ).

; 1 1 1 1 2 2 2
Fietablourile A” = (2,” ), b= (6", A% = (2,7, , b?

2 .
1 <k <n, ale caror elemente sunt obtinute din tablourile A si b dupa formulele

a}k(l) =caj‘k’ lskSn, bj'(]) = ij ; cz0

ask(l) =ay, 1<k<n; bsm =b,; Vs, 1<s#j<n

axk(Z) =ay * dajk’ 1<k<n; bt(2)=bt+dbj ;

ask(z) =a,, l<k<n, bs(s) =b,;, Vs, l1<szts<n (12)

pentru j,t fixati 1<j,t<n, t#j.
Observatia 4. Prin aplicarea transformarilor de tip T1 sau T2 sistemului (1) rezulta sisteme
de ecuatii liniare ce admit aceeasi solutie. Concret, pastrand notatiile din (12) solutiile sistemelor
_ ) @ _ .ad 2 (2 _ (2
Ax =D A”'x " =b A'x" =

b (13)
. . 1 2
verifica egalitatea x() = x() = X.

Notam prin G matricea extinsa obtinuta prin adaugarea la matricea A a unei ultime coloane

determinata de vectorul coloana b al termenilor liberi, adica G=(Ab) , G=( Bk )jk , 1<£)<n,
1<k<ntl; 8u=3,, 1susn; gj._n+l=bj.

Aceasta notatie conduce la simplificarea expunerii, aplicarea transformarilor T1 si T2
desfasurandu-se in mod unitar, numai asupra matricei G. In acest mod se evitata tratarea diferentiata
atablourilor A si b.

Initial matricea G este de forma ( A b ). In cazul in care g 11 # 0, prin aplicarea transformarii

- . 0 . . . T . .
T1 in matricea G = G() ( impartirea primei linii cu g ;1 )» rezulta o noua matrice Gw in care g ! ,(l) =

1. Din matricea G prin transformari succesive de tipul T2 (lalinia j a matricei 6" se aduna

. . 1 -1) ’ ; . .. 3

linia 1 multiplicata cu - aﬂa , 2 <)< n)se obtin pe rind matricile G(Z) , G() RN G(") in care
?) &)} m . & )

elementele 8, 83 .-.8,; devinperandnule. Inacest mod, dupa n pasi, in matricea

G" rezultata avem gﬂ(")=0, 2<j<nsi g, 1(") =1, adica
( M 1 D ) ( h I D)
1 gis gf3) gl(n) g{,r)wl 1 g1 31(3) g{n) gl(,)n+1
o |8 B2 B g sina o g & &2 &P
= r ) _ ’
GU=lgn g2 &3 &n Haa| V=g gy gy &n  &n+l
‘Lg"l En2  8n) 3nn En,n+)) \8nl 8n2 &n3 Enn  Bn,n+l

- 36 -
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D\ H) M
(1 gf? gﬂ) gf,',) gf,,)m 1 gfz 813 Lin  Lln+l
2 2 2) (2 (2) (2
0 gﬁ? g%) gﬁn) g%,,)m 0 g7 &3 £n  82n+l
3 3 3 (n) _ 3 3 3 (3
G = 0 gg) g%) gﬁ(!n) gg,r)1+l G 0 g3 81 8in  83n+l
S e
kgnl 8n2 8n3 8nn  8n,n+l) \0 &n2 &n3 Enn" 8n,n+l)

Aceeasi procedura de folosire a transformarii T1 si apoi utilizarea repetata, de n-2 oria

. . ..o .
transformarii T2 , va fi aplicata si pentru a doua coloana a matricei G~ ce a fost dedusa anterior

. .. (n+1) n+2) (2n-1)
Astfel pornind cu elementul gzz(") se obtin pas cu pas matricile G , .

G , ..., G In
final 8,-,(2"'”=g,2(2"'“ =0, 2<j<n, 3<t<n,iar 8“(2"-1) =g22(2,,.1) 1
e S ey
0 1 g%n-l) ggin—l) gg:;ll)
A DI S
LO 0 g,(,23';'"1) g,(,f;';-l) @2n-1)

Enn+l

Utilizarea procedurii prezentate conduce dupa n(n +1) /2 pasi la deterrminarea matricei
G(n(n+l)/2) \

ce are o forma triunghiulara

( 1)/2 (n(n+1)/2) (n(n+1)/2 (n(n+1)/2)
1 g{g(m) ) gl-g(n 8in Bin+l
1)/2 (n(n+))/2)  (n(n+1)/2)
0 1 gy gin 3 ntl
(n(n+1)/2) _ -1)/2 (n(n+1)/2) ‘
G |0 o 1 g " gy (14)
(n(r.1.+.l)/2)
kO 0 0 1 n.n+1 /

Tinind seama de Observatia 4 rezulta ca sistemele Ax=b si G* x* =b* admit aceeasi

solutie, x =x*. Matricea Matricea G* si vectorul b* reprezinta ?rimele n coloane, respectiv a
(nn+1)/2) mm+1)/2)

n+1 coloana a matricii G definita de (14), adica G =(G*,b*).
In concluzie solutia x a sistemului liniar A x =b este data de relatiile
_ @)
X" - grt,'l+l(P) ) ® ® ®
_ P.
xj - gj. nel  ° gj,j+l xj+l - gj. j+2 xj+2 T T gj, n-l Xl " gj. n X (15)

unde j=n-1,n-2,..,2, 1 iar p=n(n+l)/2.

Remarcam faptul ca prin aplicarea transformarilor T1 si T2 mentinand o parcurgere a
matricei initiale G in ordinea “subdiagonala™ g;,.....8,,. 855 +.» 82, 833+ -+ Bipve-s Byt ot » B,
1> 8y, Nu vor fi afectate elementele Bk » k <j<n, ceau fost deja facute 1 sau 0.

Observatia 5. S-arputeacalaunpas j, 1<j<n, elementul g, sa fie nul fiind astfel

. " - . . . N v . » .
imposibila utilizarea transformarilor T1 si T2 ( pentru a avea in final gﬂ‘p =1 si g~ = 0.)~1
<n). Intr-o asemenea situatie ar trebui cautat pe linia j un element “pivot” a.. nenul, j+l ~s<n
In cazul nerealizarii acestui deziderat determinantul sistemului liniar A x =b va i in mod evident

nul, det (A) = 0, matricea sistemului transformat prezentand o linie cu toate elementele egale cu
sero Se ajunge asadar la imposibilitatea gasirii unei solutii x .

- 17 .
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In urina optarii pentru un pivot nenul g, s > j, vor trebui inversate coloanele j si s astfel

incit pivotul ales sa fie transferat pe pozitia (j, j) . Permutarea coloanelor j si s in matricea G nu
va afecta valorile componentelor solutiei x . In schimb componenta x_ a solutiei se va regasi in
vectorul x pe pozitia j sinu pe pozitia s .

Observatia 6. In cazul alegerii unor pivoti ce nu sunt situati pe diagonala principala a matricei
A \a fi necesara retinerea tuturor permutarilor de coloane aplicate matricilor de tip G . In acest mod
pot fi regasite in final pozitiile corecte ale componentelor solutiei x .

In acest context se va introduce in matricea G o linie suplimentara cu elementele g ,, =k,

| <k <n. O permutare a coloanelor j si s amatricei G dictata de alegerea pivotului g5 - S€ Va
aplica si liniei n+1 nou introduse.
. . : . )
Daca in final, valoarea elementului g, , k@) din matricea c% , p=n(nt+1)/2, este egala cu

j,iar y este solutia dedusa din matricea triunghiulara G(p) , G(p) =(G*,b*), G*y=>b*, atunci

valoarea componentei X; a solutiei sistemului liniar A x=b este y, sinu y; -

Observatia 7. Practic, la aplicarea metodei de reducere Gauss, in vederea micsorarii erorilor
C e . .. *)
de calcul, se prefera ca pentru fiecare linie j, 1<j<n, amatricei curente G ~ sa fie ales drept
. . N *#) N .
pivot cel mai mare element in valoare absoluta g; -Va fi astfel necesara permutarea in matricea
#) .o
G 7~ acoloanelor j si s. \
Aplicatia 4, Subrutina sgauss determina, prin metoda lui Gauss descrisa anterior, solutia x

a sistemului linlar A x =b . De fiecare data pe o linie j, 1 <j < n, a transformatei matricei A se
alege pivotul ce are valoarea absoluta cea mai mare :

REM Rezolvarea sistemelor liniare prin metoda Gauss
DECLARE SUB sgauss (a!(), b!(), x!(), n!)

INPUT "n=";n: DIM a(n, n), x(n), b(n)

PRINT "Matricea A :" * Initializarea matricei A

FORj=1TOn

FORk=1TOn: PRINT USING " a(####)=";}, k; : INPUT ; a(j, k)
NEXT k : NEXTj : PRINT

PRINT "Vectorul termenilor liberi : "
FORj=1TOn: PRINT" b(“j")=";: INPUT ; b(j) : NEXTj : PRINT

CALL sgauss(a(), b(), x(), n) ‘ Rezolvarea sistemului A x=b prin metoda Gauss

PRINT "Sistemul Ax=b de" n;" ecuatii are solutia :" ‘ Listarea solutiei
FORj=1TOn: PRINT USING "X(##) = ###.## |, ", j; x(j); : NEXT)

PRINT "Verificare solutiei gasite. Erori : "

FORj=1TOn: s=0

FORk=1TOn: s=s+a(), k) * x(k) : NEXT k

s=b())-s: PRINT "Er";j;"="s," , ";: NEXT

SUB sgauss (a(), b(), x(), n) ‘ Rezolvarea sistemului A x=b folosind eliminarea Gauss

REM Continutul matricei A este transferat in matricea G ce va fi in final modificata

REM  Linia g(ni1..) retine permutarea elementelor solutiei prin aplicarea procedurii Gauss
REM  Imualizarea matricei de lucru g

DIM g+ 1. nt 1) y(n) ' Tablouri auxiliare

FOR| 1 TO

FORK 1o 20, k) = a@, k) : NEXT k
- I -
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gn+1,j)=j: gG. n+ 1) = b(j) NEXT j

REM Aducerea matricei g la forma triunghiulara Gauss

FORj=1TOn-1 * Determinarea pozitiei (j,s) cu cel mai mare pivot in modul
s=j: gm = ABS(g(, }))

FORk=j+1TOn

IF ABS(g(j, k)) > gm THEN gm = g(j, k) : s=k

NEXT k

REM Permutarea coloanei j cu coloana s

IFj<>sTHENFORt=1TOn+1: SWAP g(t, j), g(t, s) : NEXT t
IF g(j, j) = 0 THEN PRINT "Determinantul sistemului este nul" : STOP
REM Anularea elementelor g(t,j)) de sub diagonala principala
FORt=j+1TOn: c=-g(t,) /80 j): gt j)=0

FORk=j4 1 TOn+1: gt, k) =gt k) +c*g@,k): NEXT k
NEXTt NEXT j

REM Rezolvarea sistemului superior triunghiular obtinut

IF g(n, n) = 0 THEN PRINT "Determinantul sistemului este nul" : STOP
y(n)=g(n,n+1)/gn, n)

TORt=n-1TO 1 STEP -1

s=0: FORk=t+1TOn: s=s+g(t k) *yk): NEXT k
y(t)=(g(t,n+1)-s)/g(t,t): NEXT t

REM Permutarea elementelor solutiei \

FORk=1TOn: x(g(n + 1, k)) = y(k) : NEXT k : END SUB

Exemplul 5. Vom rula procedura sgauss prezentata in Aplicatia 4 considerand datele de
intrare n=4 si a;,;=-1, a;,=2, a;;=3, a,,=-5, 3;,=2, a,,=-3, a,3=5, a,,=4,
a;,=9, a;,=7, a;;=8, a;,=1, a,,=3, a,,=6, a;3=5, a,,=-8, b, =11, b,=23,
b;=45, b,=36.

In urma executarii procedurii sgauss a rezultat solutia x=(6.39,-4.11,248,-3.63).

In vederea verificarii corectitudinii algoritmului implementat s-au evaluat dupa formula (7)
erorile €, 1 <j <4, obtinandu-se efectiv ¢, =¢,=¢g;=¢,=0.

1.5. Matrici A de tip banda

Un caz particular interesant, ce apare des in aplicatiile practice, este acela in care toate
elementele matricei A ce nu apartin unei “bande diagonale” sunt nule. In cazul sistemelor liniare

tridiagonale avem a;, =0 daca s <j-1 sau s>j+1, 1<s,j<n, adica

’a” ay) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 )
dy) ajxy dxy 0 0 0 0 O 0 0 0
0 ayy aisy axy 0 0 .. 00 0 0 0
A= (lo)
0 0 0 0 0 O 0 0 dyyp-2 Gu-tn-t -1
0 ] 0 0 0 0 0 0 0

Ap on-| Upn

Observatia 8. Inti-o asemenca situatie, pentru rezolvarea sistemului linar - A x = b | poate i

R TV
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aplicata o varianta simplificata a procedurii de reducere Gauss™ Astfel vor trebui anulate pe fiecare
coloana, prin aplicarea transformarilor de tip T1 si T2 ( sectiunea 1.4 ), a cel mult doua elemente de
sub diagonala principala, restul 2lementelor fiind deja nule. In plus, la alegerea pivotului avand
valoarea absoluta maxima pe linta i, 1 <1< n,vor participa cel mult trei elemente ale transformatei
matricei A, restul elementelor de pe linia 1 fiind nule.

In continuare vom sugera o procedura directa de determinare a solutiel x = (x,;, x,, ..., X,)
pentru sistemul liniar A x =b de n ecuatii, unde matricea patratica A este de tip banda avand forma
tridiagonala (16).

Daca x este vectorul solutie cautat, fie coeficientii c¢,, d., 1 <j <n-1, alesi astfel incit sa

A
avem relatiile
X, = CiXy + d, (17)
Din prima ecuatie a sistemului liniar Ax = b rezulta x,=-(a;,/a;;)x, + b;/a,;. Deci

Pentru 2 <j<n- 1, inlocuind in a j-a ecuatie a sistemului Ax=b pe X, Ccu expresia data
de formula (17) obtinem
B (G X+ Giy) + 3%+ 8 5 X =Y

adica
aj, j+1 by — 0,114
X; = = Xj+1 + +
aj,j-1€j-1 + a aj,j-1€j-1 T ajj
Comparand aceasta ultima egalitate cu formula (17) deducem
aj,j+l b a4
Cj = - d_/ = (19)
aj,j-1¢j-1 + a5 aj,j-1€j-1 + ajj |

Aplicarea succesiva a relatiei (19) cu conditia initiala (18) permite precizarea tuturor valorilor
coeficientilor ¢,,d,,c,,d,,...,c,;.d, .

Prin utilizarea formulei x, ,=c, ,x, +Jd, ; inultima ecuatie a sistemului liniar A x=b de
forma (16) rezulta a, (¢,
x pentru sistemul A x=Db este data de expresia

‘. = bn - an,n—ldn~l (20)
g an,n + Ap . n-1%n-1
Pornind in sens invers, cu valoarea x, precizata de (20), dupa folosirea iterativa a foimulei
(17) pentru j=n-1,n-2, ..., 3, 2, 1, unde coeficientii ¢, d; au fost in prealabii dedusi din (19), atlam
succesiv si valorile componentelor x
A x=b.

Aplicatia S. Urmatorul program BASIC determina solutia oricarui sistem liniar tridiagonal
utilizind procedura descrisa anterior. In acest program variabilele a(j,1), a(j,2), a(j,3) sunt asociate

respectlv elementelor ; SELVTE din matricea A .
L .

x, +d,;) +a,x,=b, . Asadarultima componenta x, a solutiei

-l > Xpo2 002 X3, X5, X, ale solutiei sistemului liniar tridiagonal

REM Rezolvarea sistemelor tridiagonale A x=Db

INPUT "Dimensiunea sistemului =", n : DIM a(n, 3), b(n), x(n), c(n - 1), d(n - 1)
REM Initializarea matricei A si a vectorului b ( termenii liberi )

a(l,2)=-3: a1,3)=1: b(1) = -1

FORj)=2TOn-1: a, D=2%j+1; aQ,2)=-3*j

- 40 -
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a(j,3)=2%j-1: bG)=)*j-2: NEXT j
a(n,1)=2*n+1: a(n,2)=-3*n: b(n)=-n*n-n-1
c(1) =-a(l, 3)/ a(l, 2) : d(1) =b(1)/a(1, 2) * Calcularea coeficientilor ¢(j), d(j)
FORj=2TOn-1: =a(j, 1) *c(j- 1) +a(, 2)
c(j)=-a(j,3)/t: d@G) = (@) -ag, N *dg-1)/t: NEXT j
x(n) = (b(n) - a(n, 1) *d(n - 1))/ (a(n, 2) + a(n, 1) * ¢(n - 1)) ‘ Obtinerea solutiei
FORj=n-1TO 1 STEP-1: x(j) = c() * x(G + 1) + d() : NEXT
PRINT "Solutia sistemului liniar A x =b"
FORj=1TOn: PRINT USING "### ## . "; x(j); NEXT j
Exemplul 6. Fie A o matrice tridiagonala unde = 2)j+1, a; ;= - 3j, a )= 2y5-1,

1 £j<n, cu conventia = 0 daca |j-k|>2. Termeniiliberi vor lua valorile : b, =-1, b, =-n

2 ) ) :
-n-1, bj=J -2 pentru 2 <j<n-1. Princalcul direct se deduce ca x = (1,2, 3, ..., n-1, n) este
solutia sistemului liniar tridiagonal Ax=Db.

In urma rularii programului prezentat in Aplicatia 5, pentru diferite dimensiuni n, 3 <n< 15,
ale sistemului liniar tridiagonal A x =b, s-a obtinut experimental solutia x=(1,2,3, ., n-1,n).

1.6. Rezolvarea “in bloc” a sistemelor liniare

Avantajul metodei Gauss consta in facilitatea solutionarii simultane a mai multor sisteme de
ecuatii liniare ce au insa aceeasi matrice A dar alti termeni liberi b .

Astfel rezolvarea simultana a m sisteme liniare de forma Ax(“) = b(")' , Cu b(") vector
®W W W W (W) . .
coloana de componente b " =(b, ",b, ",b; ", ...,b "), 1 <u<m,revine la a initializa
matricea Gauss G de n+1 linii si n+tm coloane cu valorile :
( () (m))
a); ap ap an, b’ b b|
(1) (2) m
a1 4y an ay, by’ b by™
M 1(2) (m)
5 a a a b b
G =91 92 33 m b7 b3 3 @l
: :
anl_ ap2 an Ann br(7) b,(1) b,S'")
L 1 2 3 n J

. . ") . . . . .
In final se va obtine matricea G' * atasata unui numar de m sisteme triunghiulare cu termenii

liberi dati de vectorii b ¥ = (b," ¥ b, b, b Yy, 1susm,
B o S
<> S . S S
¢ - 0 0 gg;) gg::) b.g*l) h.'(!*Z) b;m) (22)
oo g
K ,(,‘»r)l 1 & ,(,?l 2 &’,(.?1 3 -‘4,(,? Ly

Toate sistemele triunghiulare bazate pe matricea (22) vor i rezolvate in mod direct ( a se

-4l -
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. . . u) .. (W
vedea sectiunea 1.2.) . Se vor obtine astfel solutiile y( , 1 <u<m. Componentele solutiei x ~ ale

. . R () -
unui sistem liniar A x(") = b(") , 1 <u<m, seregasesc in elementele vectorului y = dar pe pozitii

eventual diferite ( Observatia 5 ). Conform Observatiei 6 indicii acestor componente au suferit

permutarea (8, ,m - 2(‘) s Bl 3(*) s Busl "(*) ) memorata in ceade a nt+] linie a

*

matricei G

Observatia 9. Prin procedeul propus pentru rezolvarea in bloc a unui set de m sisteme liniare
avand toate aceeasi matrice A, matricea comuna A nu va fi adusa la forma triunghiulara pentru
fiecare sistem liniar in parte. Operatiunea de transformare triunghiulara a matricei initiale A se va

desfasura o singura data, actiunea fiind extinsa si asupra tuturor termenilor liberi asociati celor m

sisteme liniare considerate ( a se vedea forma (22) a matricei Gauss G(') ).

Observatia 10. In cadrul acestui capitol nu vom discuta o clasa intreaga de proceduri iterative
ce ar putea fi utilizate la rezolvarea sistemului liniar A x=b . Am evitat abordarea acestut subiect
datorita unor analize relativ complexe privind initializarea procesului iterativ. In plus timpul de rulare
a unei proceduri iterative este de regula substantial mai mare decat in cazul metodelor deja discutate.

Remarcam de asemenea posibilitatea folosirii unor tehnici probabiliste de tip Monte Carlo
pentru precizarea unui numar restrans de componente X; ale solutiei x sau pentru determinarea

valoni unei combinatii liniare date a componentelor X, 1 <j<n, unde Ax=b.

2. Inversarea matricilor

Aflarea inversei ‘C = ( Cik )jk a unel (]r{r)latricli‘) A=( o )j.,‘r , 1<j),k<n, sereducela
rezolvareaa n sisteme liniare de forma A ¢ = d' , 1<k <n. Solutia c(k) reprezinta tocmai
. k) (k) .
coloana k a matricei inverse C, ¢~ =(c;,,Cy, ..., €, ), unde vectorul coloana d al termenilor

v . k . . k
liben are elementele dj() nule cu exceptia elementului dk(k) , Cli dk() =1.

Prin urmare matricea Gauss G va fi initializata astfel incat sa fie posibila solutionarea
simultana a n sisteme de ecuatii liniare ale caror solutii vor defini chiar coloanele inversei C a
matricei A. Ludnd in considerare aspectele discutate in sectiunea 1.6 vom aplica transformarile T1 si
T2 ( sectiunea 1.4 ) matricei G pentru aducerea ei la o forma triunghiulara,

(ay, app ay3 a, 1 0 0 ..0)
a)y ap;; a a, 0 1 0 .. 0
asy ay 33 a, 0 0 1 0
G = (23)
a, a,y a3 a, 0 0 0 1
.1 2 3 n /

Ceade a n+l1 linie a matricei G avand forma initiala (23) este utilizata in vederea memorarii
permutarilor elementelor solutiilor gasite ( Observatia 6 ).

Aplicatia 6. Prezentam in continuare subprogramul invmat de calcul al inversei C a
matricei A . Programul invmat foloseste procedeul solutionarii “in bloc™ a n sisteme liniare (
sectiunea 1.6 ), coeficientii sistemelor fiind retinuti in matricea G de forma (23).

SUB invmat (a(), ¢(), n) ‘ Determinarea inversei C a matricei patratice A

-4
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REM Continutul matricei A este transferat in matricea G ce va fi in final modificata
REM Linia g(n+1,.) retine permutarea elementelor solutiei prin aplicarea procedurii Gauss
REM Initializarea matricei de lucru g ce va contine A, matricea identitate, permutarea solutiei

DIMg(n+ 1,2 * n), y(n) ' Tablouri auxiliare

FORj=1TOn

FORk=1TOn: 8@, k) = a(, k) : gG, n+k)=0!: NEXT k
sn+1,j)=j: g n+j)=1 NEXT j

REM Aducerea matricei g la forma triunghiulara Gauss
FOR;}=1TOn-1

s=]: gm = ABS(g(, ) * Determinarea pozitiei (j,s) cu cel mai mare pivot in modul
FORk=j+1TOn

IF ABS(g(j, k)) > gm THEN gm = g(j, k) : s=k

NEXT k

REM Permutarea coloanei j cu coloana s

IF j<>s THENFOR t=1 TO n+1: SWAP g(t, ), g(t, s) : NEXT t

IF g(j, j) = 0 THEN PRINT "Determinantul sistemului este nul" : STOP

REM Anularea elementelor g(t,j) de sub diagonala principala

FORt=j+1TOn: c=-g(t,))/80,)): g(t,)=0
FORk=j+1TO2*n: g(t, k) =g(t, k) +c* g, k): NEXTk : NEXT t
NEXT

IF g(n, n) = 0 THEN PRINT "Determinantul sistemului este nul" : STOP

REM Obtinerea coloanelor matricel inverse

FORnc=n+1TO2*n: y(n) = g(n, nc) / g(n, n)

FORt=n-lTOlSTEP-1: . s=0

FORk=t+1TOn: s=s+g(t k) *yk): NEXT k

y(t) = (g(t, nc) - s) / g(t, t) : NEXT t

REM Permutarea elementelor solutiei si stocarea in coloana nc

FORk=1TOn: c(g(n+ 1, k), nc-n)=yk): NEXT k

NEXT nc : END SUB

La testarea programului s-a folosit aceeasi matrice A ca si in cazul sistemului liniar solutionat
anterior prin metoda Gauss ( Exemplul 5 ). Validarea faptului ca matricea C rezultata este inversa
matricei A poate fi realizata experimental prin verificarea relatiilor matriciale AC=C A =1, unde
| esic matricea unitate de dimensiune n .

Aplicatia 7. Obtinerea inversei C a matricei A ar putea fi utilizata si la rezolvarea sistemului
liniar Ax=b.

In adevar, inmultind la stinga cu matricea C, relatia matriciala Ax=b devine CAx=Cb
Folosind identitatea C A=A C=1 deducem in final solutia x a sistemului A x=b . Mai precis
x =Cb , matriceainversa C fiind obtinuta in Aplicatia 6 .

Listam programul de solutionare a sistemului liniar A x =b ce utilizeaza procedura invimat
de obtinere a inversei C a matricei A .

DECLARE SUB invmat (a!(), c!(), n!) * Inversarea matricilor prin metoda Gauss

CLS PRINT "Determinarea inverset C a matricei A"
INPUT "n="n: DIM a(n, n). ¢(n, n)
PRINT "Matricea A " * Intalizarea matricei A
FORj; 1TOn FORK = 1TOn

'. - *‘\ A
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PRINT USING " a(####)=";}k, : INPUT ; a(j, k) : NEXT k : NEXT j
CALL invmat(a(), c(), n) * QObtinerea inversei C prin metoda Gauss

PRINT "Matricea inversa C :"

FORj=1TOn: FORk=1TOn: PRINT USING "####tt ## |, ", c(j, k); - NEXT k
PRINT NEXT j

PRINT : PRINT "Verificare solutiei gasite. Matricea A*C : "

FORj=1TOn: FORk=1TOn

s=0: FORt=1TOn: s=s+a(,t)*ctk): NEXT t

PRINT USING "####H ## | ", s; = NEXTk : PRINT : NEXT j
PRINT "Rezolvarea sistemului liniar A x =b utilizand inversa C a matricei A"
DIM b(n), x(n) : PRINT "Vectorul termenilor liberi : "

FORj=1TOn: PRINT" b(";5"=";: INPUT ; b(j) : NEXT) . PRINT
PRINT "Sistemul Ax=b de";n;" ecuatii are solutia :"

FORj=1TOn: x(§)=0: FORk=1TOn: x(j)=x@)+c(, k)*bk): NEXTk
PRINT USING "X(##) = ### ## | ", ), x(); : NEXT j

Exemplul 7. Vom rezolva sistemul liniar A x = b utilizdnd inversa C a matricei A .

Testarea metodei prezentate in Aplicatia 7 s-a realizat pentru n =4 , matricea A si vectorul
fiind definiti in Exemplul 5. Ruldnd programul invmat s-a obtinut inversa C a matricei A, cu :
c,;=-062, ¢;,=015, ¢;3=-014, ¢,, =045, cy, =043, c,;=-025, ¢,3=023,
€, =-037, ¢;;,=029, ¢;,=0.06, c33=0.07, ¢c;,=-0.14, ¢, =027, ¢,,=-009,
c;3=016, c,,=-032.

Ca o verificare a determinarii corecte a matricii inverse C s-au efectuat produsele de matrici
AC si CA rezultatele fiind matricea identitate | .

Solutia sistemului liniar Ax=b estedeforma x=Cb. Pentru b=(11,23,45,36)

s-a obtinut solutia x=(6.39,-4.11 ,248,-3.63). Aceeasi solutie a fost dedusa si prin aplicarca
metodei Gauss de rezolvare a sistemelor liniare ( Exemplul 5 ).

3. Calculul determinantilor

Intentionam sa calculam valoarea determinantului unei matrici patratice A =( a i

1<j,k<n,dedimensiune n.
Este cunoscuta definitia determinantului det (A) a matricei A,

det(4) = Z(_l)sgn(a)al,a(!)al,a(ha3,a(3) Q. 3(n) (24)
ages

unde S este multimea tuturor permutarilor elementelor 1,2,3, ..., n, o fiind o permutare

"

. . sgn (o)
arbitrara. Expresia (- 1) va lua valoarea 1 sau -1 dupa cum permutarea G este para,
respectiv impara.

Calculul determinantului det (A) bazat pe formula (24) este deosebit de anevoios. In acest
sens precizam si numarul imens de operatii numerice rezultat din parcurgerea tuturor permutarilor o
de n obiecte, o € S. Utilizand un calculator performant, pentru valori nu prea mari ale dimensiunii
n, estimarea determinantului det (A) dupa formula (24) ar dura zile intregi.

In cazul in care matricea A se aduce prin aplicarea transformarilor T1 si T2 ( sectiunea 1.4
)laforma G triunghiutara de tip Gauss,

o
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(gn &2 813 8u L1 Kin
0 g2 £3 8 82.n-1  82n
0 0 -
G = 833 834 £3.n-1 &3n | (25)
0 0 0 0 En-Ln-1 8n-1n
L o 0 0 0 0 En-1,n/
atunci calculul determinantului det (G) este simplu de realizat, deoarece
det (G) =gy, 872833 844 - By-1, n-1 Bun (26)

Vom urmari ideea evaluarii determinantului det (A) prin reducerea matricei A la forma
Gauss. Privind acest procedeu mentionam mai multe aspecte.

Observatia 11. In varianta Gauss de rezolvare a sistemelor liniare aplicarea transformarilor
T1 si T2 ( sectiunea 1.4 ) nu afecteaza solutia x a sistemului A x=b . In cazul evaluarii
determinantului det (A), folosirea transformarii T1 ( inmultirea unei linii cu o constanta c ) afecteaza

. . .. ) . 2) .
valoarea determinantului matricii rezultate. In adevar, pentru matricile N si N deduse din
matricea A prin aplicarea transformarilor T1 , respectiv T2 ( relatiile (12) ), avem

det (A’ )=c det (A) det (A@ )= det (A) 27)

Asadar la exprimarea valorii determinantului det (A) in functie de det (G) se va tine seama
si de factorii multiplicativi ¢ ce pot aparea prin utilizarea transformarii T1 ( formula (27) ).

Observatia 12. In procedura Gauss de alegere a pivotului ( ce are cea mai mare valoare
absoluta pe linia curenta ) devine necesara permutarea a doua coloane ale matricei A . Aceasta
operatiune afecteaza insa valoarea determinantului det (A) schimbandu-i semnul.

Aplicatia 8. Bazat pe Obsérvatiile 11-12 a fost proiectata in limbajul BASIC functia
det (A,n) pentru evaluarea determinantului matricet A de dimensiune n .

Listam in continuare programul sursa al functiei det ,

FUNCTION det (a(), n) ¢ Calculul determinantului matricei A de dimensiune n
REM Continutul matricei A este transferat intr-o matrice auxiliara G adusa la forma Gauss
p=1': DIM g(n,n) ' Matrice auxiliara
FORj=1TOn
FORk=1TOn: g0, k) =a(j, k) : NEXT k : NEXT
FORj=1TOn-1 * Aducerea matricei g la forma triunghiulara Gauss
s=). gm = ABS(g(j, ) * Determinarea pozitiei (j,s) cu cel mai mare pivot in modul
FORk=j+1TOn
IF ABS(g(j, k)) > gm THEN gm = g(j, k) : s=k
NEXT k
REM Permutarea coloanei j cu coloana s
IFj<>sTHENp=-p: FORt=1TOn: SWAP g(t, j), g(t, s) : NEXT t
IF g(), j) = 0 THEN det = 0! : GOTO 1
P=p*gG i)
REM  Anularea elementelor g(t,j) de sub diagonala principala
FORt=j+1TOn: c=-g(t,)) /g0, j): g(t,))=0
FORk=j3+1TOn: glt, k) =g(t, k) +c* g, k) : NEXT k
NEXT t NEXT j
det = p * g(n, n)
| END FUNCTION
- T
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Aplicatia 9. Avand functia det ce estimeaza valoarea determinantului unei matrici oarecare,
putem rezolva sistemul liniar A x =b prin metoda Cramer. In acest caz componenta x, , l<k<n,

a solutiei x este data de formula (3), adica x, = det (A, )/ det (A), matricea A, avéand forma (4).

Subrutina cramer listata in continuare utilizeaza functia det (a,n) pentru rezolvarea
sistemului liniar A x =b prin metoda Cramer.

REM Rezolvarea sistemelor liniare prin metoda Cramer

DECLARE SUB cramer (a!(), b!(), x!(), n!) : DECLARE FUNCTION det! (a!(), n!)
CLS: PRINT "Metoda Cramer pentru gasirea solutiei x a sistemului liniar A x = b"
INPUT "n=",n: DIM a(n, n), b(n), x(n)

PRINT "Matricea A :" * Initializarea matricei A )

FORj=1TOn: FORk=1TOn: PRINT USING " a(##,##) =", k,
INPUT ; a(j, k) : NEXT k : NEXT j

PRINT : PRINT "Vectorul termenilor liberi : "
FORj=1TOn: PRINT" b("j;;")=";: INPUT ; b(j) : NEXT) : PRINT

CALL cramer(a(), b(), x(), n) * Aplicarea procedurii Cramer

PRINT "Sistemul Ax=b de"; n;" ecuatii are solutia :"

FORj=1TOn: PRINT USING "X(##) = ### ## | ", }, x(); : NEXT

SUB cramer (a(), b(), x(), n) ‘ Rezolvarea sistemelor liniare prin procedura Cramer
DIM ¢(n, n) : d = det(a(), n)

FORj=1TOn '

FORk=1TOn: FORt=1TOn: c(k, t) =a(k, t) : NEXT t

c(k, j) =bk): NEXT k

x(j) = det(c(), n) / d : NEXT; END SUB

Exemplul 8. Vom rezolva prin metoda Cramer sistemul liniar Ax=b unde n=4,
matricea A si vectorul b fiind definiti in Exemplul 5. Prin rularea procedurii cramer a rezultat
solutia x=(6.39,-4.11,2.48,-3.63 ). Aceeasi solutie a fost obtinuta prin aplicarea metodei Gauss
( Exemplul 5 ) sau utilizand inversa C a matricei A ( Exemplul 7).

4. Sisteme liniare cu mai multe ecuatii decat necunoscute

In practica se impune adesea determinarea unor solutii atunci cdnd numarul de restrictii
depaseste numarul de necunoscute. De regula o asemenea problema nu are solutie datorita numarului
mare de restrictii , neexistand valori numerice care sa respecte intocmai toate constrangerile impuse.

Fiind obligati de a gasi neaparat o “solutie”, aceasta problema va fi reformulata fiind in final
redusa la o problema de aproximare. In continuare vom studia o asemenea abordare in cazul unor
restrictii liniare, considerand doua sau trei necunoscute.

4.1, Cazul a doua necunoscute
Pentru inceput vom presupune nuniai doua necunoscute x, y ce terbuie sa satislica n

restrictin limare, n > 2 adica

- oo
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ajx+b].y=cj , 1<j<n (28)

Precizand doua ecuatii ale sistemului (28), in general se poate determina o solutie (x,,y,) ce
verifica cele doua restrictii liniare alese. Perechea (x,,y,) astfel obtinuta nu va satisface obligatoriu
toate ecuatiile (28). Asadar optind pentru o pereche (x,, Y, ), valoarea expresiei a, x, + bj y, nu
este neaparat ¢, aparand astfel o eroare €;, £,=2; X + bj Yo- ¢ pentru fiecare ecuatie j, 1 <j<n
, a sistemului (28).

Cea mai potrivita “solutie” (x,,y,) va trebui sa minimizeze setul de erori “punctuale” €,

< 2 2 2 2 a“" ”» A

1<j<n. Acceptdnd expresia e=(€, +€, +€; + ... +¢, )/n drept “masura globala” in
multimea erorilor {€,,€,,€;, ..., €, } vom determina perechea (x,,y,) care sa minimizeze
functia h (x,y), unde

n
h(xy) = | D (ax+by—c)|/n (29)
j=1

Functia h (x,y) fiind infinit derivabila si marginita inferior de zero isi va atinge valoarea
minima in punctul (x,,y,) ce anuleaza derivatele sale partiale,

oh(x,y)
= e - 0
ﬁx (xO ’yO)

(30)
Jh(x,
___of;y) (x0,¥0) = 0

Din (29) si (30) se obtine un sistem de doua ecuatii liniare avand necunoscutele x,, y,,

n
= Z“j o
j=1

=
\QN
&

+
N
<
S
S

1

j=l j:l
) (31)
n n n
2 -
Z“ij Xg + ij Yo = ijcj
L j:l J:l j:l
n
Cunotatia Sy = Zaj B;|/n solutia sistemului (31) este
j=1
SacSpp — Sap S, SaaSte = Sap S,
Xo ac Obb ab b2c Yo = fza be ab azc (32)
Saa Sbb - (Sab) ‘Saa Sbb - (Sab)

Aplicatia 10. Listam in continuare programul BASIC de rezolvare a sistemului liniar (28), cu
n ecuatii liniare si doua necunoscute x,y . Acest sistem va admite intotdeauna o “solutie” ( x,, Yo)

ce va minimiza expresia (29). Acuratetea solutiei (x,,y,) rezultata prin solutionarea sistemului (31)
este data de “eroarea patratica medie” € =h (x,,y,) precizata de formula (29).

REM aQ)x + bG)y =c(j) , 1<=j<=n
PRINT "Rezolvarea sistemelor liniare cu doua necunoscute si n ecuatii (n>2)"

INPUT "Numar de ecuatii =" n * Citirea coefiocientilor ecuatiilor liniare
saa = 01 sab = 01 sac = Ol sbb = 0! sbc = 0! scc = 0!
’ = 47 =
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FOR) =1 TOn- PRINT "Ecuatia ", j; " a,b,c=".: INPUT a, b, ¢
REM Determinarea sumelor saa, sab , sac, sbb , sbc

saa=saata*a: sab=sab+a*b: sac=sact+ta*c
sbb=sbb+b*b: sbc=sbc+b*c- scc=scctc*c

NEXT j

saa =saa/n: sab=sab/n: sac =sac/n

sbb=sbb/n: sbc =sbc/n scc=scc/n

d = saa * sbb - sab * sab

x = (sac * sbb - sab * sbc) / d y = (saa * sbc - sab * sac) / d

PRINT USING "Solutia : x =##### , y=H#H#H#", Xy
er=scc+saa*x*x+sbb*y*y-2/*sac*x-2!*sbc*y+2!*sab*x*y
PRINT "Eroarea medie = "; er

Exemplul 9. Supunénd variabilele x, y la urmatoarele 5 restrictii
2x+3y=7, x-4y=-2, 4x+S5y=13, 3x+ty=-5, 3Ix+ty=7
prin rularea programului prezentat in Aplicatia 10 s-a obtinut solutia (x,,y,)=(1.00,2.00) cuo
eroare patratica medie de € =h (1, 2) =-2.074833E-13 ( formula (29) ).

4.2. Cazul a trei necunoscute

In mod similar poate fi abordat cazul unui sistem liniar cu n ecuatii si numai 3 necunoscui.
X,Y,2 unde n2>3,

ax +by+cz=d,
a,x + b,y + ¢,z =d,
a;x + byy + c;z = d (33)

aflx i b"y S c"z = d"
Daca n>3 atunci, de regula, sistemul (33) nu admite o solutie in sensul clasic, un triplet
(Xp.Yy,2y) ce verifica primele 3 ecuatii nesatisfacind obligatoriu si restul de n-3 ecuatii
Asadar o solutie a sistemului (33) este un triplet (x,,y,, z,) astfel incat
aj.x0+b1:)-'0+cjzozdj , Vj, 1<j<n | (34)
Conditiile (34) sunt insa vagi nefiind precizata riguros relatia “ ~* ( * aproximativ ™ )
Mai precis “solutia” (x,,Yy,, z,) asistemului (33) va trebui aleasa astfel incat sa minimnizeze
toate erorile €, I £j<n, unde
g =ax, * by, + ¢z -d (33)
Tripletul (x,,y,.z,) se vadeduce astfel incat sa minimizeze suma patratelor erorilo €
1<j<n, adica
h(x,,¥,.2,) = minimum { h(x,y,z) | xe R, ye R, ze R } (30)
unde functia h (x, y, z) este data de expresia

n n
2 2
h(x.y.2) = Z & = Z(“/“‘ bhvie,z- dj) (37)
j::l j:l

IR -
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Punctul de extrem (x,,y,.z,) vaanula derivatele partiale ale functiei h(x,y, 2) si deci va
verifica urmatorul sistem liniar de trei ecuatii cu trei necunoscute

a"h(xo }’0120) _ ZZ( i Xo+b;yo+cjzo- dl)af =0

oh(x ,2
(Oy" %) _2Z(a Xy +b y0+cjzo—dj)bj =0 (38)
5h(x0,y0,zo)
T:2Z(aJXO+bjy0+CjZO_dj)L'j =0
{ J=1
Explicitind relatiile (38) obtinem un sistem liniar de 3 ecuatii in necunoscutele x,,y,, z,
/ n w n n ( n h
Yaga;lxo+| Dajbyvo+| Daje;|n = | D a;d,
Lj=l J j=1 j=1 J \ j=I
( n 3\ n . n 3\ ( n \
\ j=I J j=1 j=1 ) j=1 )
n n n n
Dajesfxo+ | 2 biej v+ | 2ocpez =| e
k,/':l j=1 J=1 J=1

Noténd prin S, Y, sumele ce apar intre paranteze in ecuatiile (39), rescriem sistemul respectiv
in forma

Sua Xg t+ SabYo + Saczo = Saa
Sab *0 + Spp Yo + Spc 20

Sbd

(40)
SacX0 + Spe Yo + Sec20 = Sca
Solutia (x,,Yy,,z,) poate fi dedusa aplicaind metoda Cramer, adica
X,=A, /A y0=Ay/A z,=4A,/A 41)
unde A, A, Ay , A, sunt urmatorii determinanti
Saa Sab Sac Sad Sab Sac)
A =det| S, Spp Ske Ay =det|Sps  Spp Sch
Sac Sbc Scc Scd Sbc Scc
Saa Sad Sac Saa Sab Sml
Ay =det) Sop Spa She = det| Sap Spp Spa (42)

Snc Sal Scc Sac Sbc Scd

Valoarea unui determinant de forma (42) poate fi obtinuta efectiv aplicind de exemplu formula
I S'urus Astfel

S, Sy See TS

aa ab

be Suc + Suc Sub Sbc - Suc Sl)b Su(' S S Sub S.e S

‘ S aa cc Vab
Aplicatia 11, Listam programul BASIC de determinarea solutlel (x,, Yys2Z,)

REN Rezolvarea unui sistem lintar cu n ecuatii si 3 necunoscute

STV
)
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CLS . INPUT "n=",n" DIM a(n), b(n), c(n), d(n)
FORj=1TOn: PRINT "Ecuatia "; j, " : a,b,c,d="

INPUT a(j), b(j), (i), d() : NEXT j

REM Calculul sumelor saa, sab, ..., scd

saa=0: sab=10: sac=0: sad=0

sbb=0: sbc=0: sbd=0: scc=0: scd=0
FORj=1TOn

saa = saa + a(j)) * a(j)) : sab = sab + a(j) * b()) : sac = sac + a(j) * c(j)
sad = sad + a(j) * d(j) : sbb = sbb + b(j) * b(j) : sbc = sbc + b(j) * c(j)
sbd = sbd + b(j) * d(j) : scc = scc + c(j) * c(j) : scd = scd + c(j) * d(j)
NEXT

REM Calculul determinantilor

det = saa * sbb * scc + sab * sbc * sac + sac * sab * sbc - sac * sbb * sac - sbc * saa * sbc - sab * scc
* sab

detx = sad * sbb * scc + sbd * sbc * sac + scd * sab * sbc - sac * sbb * scd - sbc * sad * sbc - sab *
scc * sbd

dety = saa * sbd * scc + sab * scd * sac + sac * sad * sbc - sac * sbd * sac - sbc * scd * saa - scc * sab
* sad

detz = saa * sbb * scd + sab * sbc * sad + sac * sab * sbd - sac * sbb * sad - sbc * sbd * saa - sab *
scd * sab

REM Obtinerea solutiei prin metoda Cramer

x = detx / det : y = dety / det : z =detz / det

PRINT "Solutia sistemului : x=";x;" y="y;" z="2z

PRINT "Erorile rezultate" : ser = 0!

FORj=1TOn

er=a(j) *x+b() * y + c(_|) *z- d(J) ser = ser + ABS (er)

PRINT "Er(";j5;")=";er;" , " NEXT j

ser=ser/n: PRINT : PRINT "Eroarea totala = "; ser

Programul a fost proiectat avdndu-se in vedere solutionarea unui sistem liniar cu n
ecuatii si numai trei necunoscute x, y, z. Numele variabilelor utilizate au fost alese astfel incét sa
sugereze operatiile respective. Astfel variabilele saa, sab, det, detx retin valorile expresiilor S_,, S ,

, A, respectiv A_. Memorarea coeficientilor a, bj . s dj , 1 £j<n, s-arealizat in vectorii a, b, c, d

aa ®

Odata obtinut tripletul (x, y,, z,) ce minimizeaza functia h(x,y,z) data de formula (37) sunt
listate toate erorile € , € =a x, + by, + ¢z, - d, 1<j<n, produse prin acceptarea unei astfel
de solutii, cit si eroarea totala € privita ca o medie a modulelor erorilor partiale g,1<j<n,

e =[lg |+ 1]+ e+ ... +]e,,|+]e|]/n (43)

Observatia 13. Precizia solutiei (x,,y,) a sistemului liniar (28) a fost masurata prin eroarea
patratica medie h(x,,y, ), functia h avand expresia (?9). In schimb pentru sistemul (33) eroarea €
produsa prin acceptarea solutiei (x,,y,,z,) are forma (43), fiind de aceasta data o medie a
modulelor erorilor € asociate fiecarei ecuatii, 1 <j<n.

Exemplul 10. Validarea programului din Aplicatia 11 s-a efectuat ludnd in considerare un
sistem compatibil de 3 ecuatii cu > necunoscute a carui solutie “exacta” este cunoscuta.
Astfel pentru n =3 considerand ecuatille 2x-3y+z=-1, x+y+2z2=9 , x+2y-.z=
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a rezultat solutia “exacta” (1, 2, 3) a sistemului (33) cu erorile €, =¢,=¢; =0

Exemplul 11. Pentru urmatorul sistem de 7 ecuatii in necunoscutele x,y, z,
10x + 15y +20z=80 , 10x+ 15y +20z=81 , 10x+ 15y +20z=78 , 9x+ 15y +20z="78
10x+ 15y +192=79 , 10x+ 15y +192=80 , 10x+ 14y + 19z2=80
a rezultat solutia (3.804694, 8589156, 1.489344) cu erorile €, = 7175624, €, = - 2824376,
£,=2717562, €,=-1087132, g;= 228218, g,=-771782, €,=-1.630698 .

Eroarea medie absoluta este € = 1.062199 ( formula (43) ) .

Observatia 14. O adaptare a acestui program pentru un numar m mai mare de nccunoscute,
m > 3, presupune folosirea unor tablouri in locul variabilelor de tipul S, ,S_,, ... ,S_. . De

asemenea solutionarea in final a unui sistem liniar de dimensiune m ce extinde forma (40) este de
preferat a se realiza prin metoda Gauss si nu aplicand procedura Cramer.
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VECTORI SI VALORI PROPRII

Fie A o matrice patratica de dimensiune n, A=(a k) (ER, ¥V 1<y, k<n, iar v=
(V;, Vs, V5,5V, ) ‘un vector nenul ( v are cel putin o componenta v, nenula), v, e R, 1 <k<n

Definitie. Vectorul v nenul este vector propriu pentru matricea A dacaexista A € R,
A =0, care sa veriﬁce relatia matriciala
=Av (1)
Conslanta numerica nenula A se numeste valoare proprie.
Propozitia 1. Daca v este un vector propriu corespunzator valorii proprii A atunci pentru
orice scalar oo 2 0 vectorul w = v este de asemenea vector propriu atasat aceleasi valori proprii A
Demonstratie. Cum v este vector nenul si o = 0 rezulta vectorul nenul w=a v In plus
Aw=A(av)=a(Av)=a(Av)=(Aa)v=A(av)=iw
adica w este vector propriu cu valoarea proprie A
Asadar pentru aceeasi valoare A exista o infinitate de vectori proprii w
Corolarul 1. Daca v=(v,,v,,V;,...,v, ) este vector propriu de valoare proprie A si

v; # 0 atunci exista un vector propriu w = (w, , W,, s, .., w,) avand valoarea proprie Asiwo=a
, pentru orice a = 0 fixat.
Demonstratie. Consideram in Propozitia 1 aa=a/ v;# 0 cazin care pentru vectorul propiiu

w=0o VvV avem wj=avj=a.

1. Proprietati ale valorilor si vectorilor proprii

In cele ce urmeaza vom analiza un procedeu general de determinare a valorilor si vectorilor
proprii pentru o matrice A precizata. )
Propozitia 2. Valorile proprn sunt radacinile ecuatiei polinomiale de gradul n
det(A - AE) = (2)

unde E=(e k) este matricea ldentltate de dimensiune n ( =0 =1, Vigj=ksn)

Demonstratie. In adevar, reinterpretand relatia (1) deducem componentele Vi 1<j)<n,ale
vectorului propriu v drept solutie a sistemului liniar si omogen
(2 -A)vy +apvy Fagvy +a,v,+ o +a v, ta,y, =0
ay vy ¥ (ay-A)vy; +ayvy +av,t +ta, v, ta,,y, =0
........................................................................................... 3)
an-l. 1V + an-l, 2 V2 n-1, 3 V3 + + (an-l, n-l- A ) A\ + 3,. ILn Vo =
4V + 4,2V2 + 4,3 V3 + 4V + + au, n-1Vu-1 * ( Q- A ) Vo T 0
Cum vectorul propriu v este nenul rezulta ca sistemul liniar si omogen (3) admite pe linga
solutia nula si o solutie nenula. Acest lucru este insa echivalent cu a cere ca determinantul principal al
sistemului (3) sa fie nul ( sistemul (3) nu admite solutie unica ), adica tocmai relatia (2)
Observatia 1. Valoarea proprie A este radacina a polinomului (2), de gradul n = Putem asttel
avea cel mult n valon propriireale X, A, A;, . A

"

Pentru o valoare proprie A ce a fost precizata, determinarea componentelor v, |sjsn
. . . . . j ' i '
ale vectorulu propriu cotespunzator v revine la a gasi o solutie nenula pentru sistemul omogen (3)

-3 .
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Tinand seama de Corolarul 1 putem impune de exemplu restrictia v, = 1 (in cazul in care prima
componenta a vectorului propriu v este nenula ).

Exemplul 1. Sa determinam valorile si vectorii proprii pentru matricea patratica A = ( a, ),
de dimensiune 2, unde a,; =5, a,,=4, a,, =6, a,, = 15 .

. 2 . ..
Relatia (2) conduce la urmatoarea ecuatie A - 20A + 51 = O a carei solutii sunt A, =3

si A,=17 . Gasirea vectorilor proprii v(“ =(l,a), v(z) =(1,b) corespunzatoare valorlor
propni A, =3, respectiv A,= 17, revine la rezolvarea unor sisteme liniare derivate din (3) pentru
A= l}, si v;=1,adica
5+ 4a=3 ; 6+ 15a=3a
Se obtine astfel a=-1/2 si b=3. )

: i
Asadar cei doi vectori proprii ai matricei A sunt de forma v J =(1,-172), v ' =(1,3)
valorile proprii atasate find A, =3, respectiv. A,=17.

; 5+4b =17 ; 6+ 15b=17a

Observatia 2. Pentru o matrice A avand drept elemente numere reale pot rezulta si valori
proprii ce sunt numere complexe. Astfel considerdnd matricea A = ( ay ) de dimensiune 2 | unde
a;; =2, a;;=-1, a,,=4, a,,=3 se obtine ecuatia caracteristica (2-A) (3-A)+4=0 ale care
radacini sunt numere complexe.

Propozitia 3. Daca o matrice A admite valon propri reale si distincte atunci cei n vectori
proprii corespunzatori sunt liniar independenti, elementele vectorilor proprii fiind numere reale

Demonstratia va fi facuta prin inductie matematica in raport cu numarul m al vectorilor
proprii utilizati. In cazul m = 1, fapt ce presupune existenta unui singur vector propriu V(U , acest
unic vector v / nenul va fi liniar independent. In adevar, notand prin 0 vectorul nul, cum v(“ z0

. . 1 " . .
din egalitatea o v() =0 pentru o valoare fixata o € R rezulta in mod obligatoriu o =0

. . () (2) (m) . A e
Presupunem ca m vectori proprit v~ ,v ", ..., v  aimatricii A sunt liniar independennu
. . . (m+l) . ) .. R
Sa demonstram ca prin adaugarea unui nou vector propriu v toti cel m+1 vectori proprii raman

liniar independenti.
Fie asadar o, € R, 1<j<m+l, astfel incat

(1 2 3 +1
oy v ! + azv() + oay v() + + amv(m) + an,+,v(”' ) - 0 4)
Inmultind la stinga cu matricea A | egalitatea (4) devine
_ _ (1) () 3)
0=A0=A(oyv +to,v +aoyv - a,, v

(1) (2) 3 (m) m+l)
;aIAv +a2Av +a3Av + +amAv +am+,Av(

+ + a v(m) + (m+1)

- 0) . . o g .
Tindnd seamaca v, 1 <j<m+1, sunt vectori proprii, din formula anterioara rezulta

() (2 3) (m) fm+l)
a, )"l v + o, A'2 v + o x.i v tooF a, A'm v + Qg lm*l v =0 (5)
Scazand din relatia (5) relatia (4) multiplicatacu A, ; deducem
i 1) (2) (m)
ay (kl-)\'m'l)v t G'Z(A?'lm*l)v oot 0‘m()\'m-x'mkl)v =0

. . - . ) 2 .
Din ipoteza de independenta a primilor vectori proprii v() , Vi g s v se obtine

u, (A =X, )=0 pentruorice 1 <j<m. Cum X}. # A, pentru 1 <j<m (valorile proprii sunt

(m+ 1)

distincte ) rezulta o =0, V), 1<j<m. Inaceasta situatie relatia (4) devine o Y 0

) . . . (D (2 (m)  (mvl) . .
dect « =0 Prinurmare vectorii proprii v v | v v sunt linar independent

deoarece orice combinatie liniara a acestor vectori proprii ce este tocmai vectorul 0 a condus in tin.l

o
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la egalitatea o, =a,=..=a, =a,,,=0

In cazul in care valoarea proprie A este un numar real atunci vectorul propriu v are toate
componentele sale numere reale ( a se analiza in acest sens sistemul (3) ).

Din Propozitia 3 rezulta :

Corolarul 2 Daca toate valorile proprii ale matricei A sunt reale si distincte atunci cei n
. .. k) . Y
vectori proprii v( , 1 £k <n, determina o baza a spatiului R .
Exemplul 2. Fie matricea patratica A = ( a ) de dimensiune 3 ,unde a,, =8, a,,=-7,

Cele trei valori proprii A;, A,, A; ale matricei A sunt radacinile ecuatiei caracteristice (2),

8§ -7 1 1 00 8-1 -7 1
det{ {12 -11 1| -A|0 1 Of| =det| 12 -11-A4 1 =0
12 -14 4 0 01 12 -14 4-2

fapt ce revine la a rezolva ecuatia de gradul 3
3
VoAl i+ 24=0
ale carei radacinisunt A, =-4, A,=3, A, =2

k) k) k : . .. ..
Daca v( =(1, v2( , V 3() ) este vectorul propriu asociat valorii proprit A,, 1<k<3,

atunci componentele acestor vectori vor satisface un sistem liniar si omogen de forma (3). Avem
respectiv relatiile

7v§l) - vgl) =12 7\’52) - v§2) =35 7v§3) - v§3) =6
1405) - 8vY = 12 14vs? i - 12 13v) - = 12
Prin rezolvarea acestor trei sisteme de doua ecuatii cu doua necunoscute se obtin valorile

k) . o (1 2 3 .
componentelor vz(k) R v3( , 1<k <3, pentru vectorii proprii v() , v() , v() ce sunt asociati

valorilor proprii A, =-4, A,=3, respectiv A;=2.

2 3
P-11,2); V0

1
Deducem astfel v()=(1,2,2); v =(1,1,1).

2. Cea mai mare valoare proprie

In cele ce urmeaza vom presupune ipoteza simplificatoare :

Ipoteza 1. Matricea A admite numai valori proprii Aj reale pentru care exista in mod unic o
cea mai mare valoare proprie in modul. Notdnd aceasta valoare cu A, avem

AL > Ih 0 2 Idg 2 (A 2 2 |1 2 |4, . (6)

Observatia 3. In vederea simplificarii expunerii am acceptat Ipoteza 1 prin care toatc valorile
proprii ale matricei A sunt numere reale. Aceasta varianta poate fi insa adaptata cu mici moditicari si
in cazul unor valori proprii numere complexe. Mentionam ca intr-o asemenea situatie exista cel putin
doua valori proprii egale in modul. In adevar daca A, =a + i este o solutie, numar complex, a

ecuatiei caracteristice (2) atunci si conjugatasa A,=a - i verifica de asemenea egalitatea (2). In

2 2 172
V=l l=@ +p) .

Vom analiza un algoritm entru determinarea celei mai mari valori proprii A, .

plus cele doua solutii A, si A, au acelasi modul, adica

. 0 n a A . . .
Ipoteza 2. Fie vectorul x ~ € R ales astfel incat sa fie satisfacuta egalitatea vectoriala
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0 1 2 (3) (n-1) n)
x() = alV() + azv() ta;v: + . to,,V ta,v (7)

n . . *) . y .
unde o, € R sunt numere reale arbitrare cu a, # 0, iar v = este vectorul propriu asociat valorn
proprii A,, 1<k<n.

0 : . - .
Considerand un vector x() ce satisface Ipoteza 2, definim iterativ sirul vectorilor

{ x'” ), « N » dupa urmatoarea formula
1
x(”):Ax(f) (8)
k . .. .
Tinand seama de Ipoteza 2 unde v( ) , 1 <k <n, sunt vectori proprii avem succesiv
0 2 3 -1
= ax® = A (a, v o v s a v o, e, ) -
1 2 (n-1) ()
=a, Av( + a2 Av() otay, Av(") =0, A v() +ta,l, v() tota, A v" +a, A, v
1 2 (n-1) (n)
=AX =A(0’1 x'1 V() +0’21’2 v()+"'+a'n-l A'n-l Vn +an >"n V" )=
1 2 () 2 (I 2 2
=0y A, Av()+a2 A, Av()+ Lot A AV =g d ) v toh, vt A
.. . ) . (2
Pomind de la expresiile vectorilor x” si x? vom presupune
(Y t () t (2 t (n-1) t ()
X =y A v to,Ay v o+oto A v Tt Ay 9)

Egalitatea (9) se confirma prin inductie matematica pentru orice t € N . In adevar vectorul
) . .
x  specificat prin Ipoteza 2 are forma (9). In plus

1 . (2 -
X(H )=Ax(')=A(alk W +azk \ )\+ o, A l'v(n )+a" )\“'v("))—
1 2 1 (I 7) +1
=a, lll Av() ta, k; Av() +..ta, K" AV = a, X,” vVt a, Azﬁ v +t.ota, 7\"' v
Rescriind pe componente relatia vectoriala (9), pentru 1 <j <n rezulta egalitatile
(9 _ t (1) t () t (1) t ()
X; oA, v ; a,A, v f ota, A, v, T ta, A, v
Deci pentru orice 1 <j<n, avem
xg-Hl) _ alxl'l”v}l) + o /1'2+lv5-2) + .+ q, 1/1',,“1 v(" D, a, /1',,+lvj-")
x.(,-') (o /1'1 v§-1) + azl’ v(-2) + . 1,1,, lv(" D + a, /1',, vg-")
t
a i + ayay(Ay 14 ) VD . +a,,/1,,(2.,,/,11) W
= ) (10)

oV + az(,lz/l ) o (/1,.//11)' L

J

Propozitia 4. Sirul de vectori { x(') }; e y definit iterativ de (8), in conditiile Ipotezelor 1 si
2, are proprietatea

(2
vj

(t+l)
lim (r) =4 V 1<j<n (1
(—>w )

Demonstratie. Conform Ipotezei 1 avem | A, [/|X;[<1,V 2<k<n. Pentruunindice k

fixat, 2sk<n, sl { (A, /A,)")
obtine (11).

Propozitia 4 sugereaza determinarea celei mai mari valori proprii in modul dupa urmatorul
algoritm :

(e N €ste convergent la zero si deci tindnd seama de (10) se
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Algoritmul VPMM ( Valoare Proprie Maxima in Modul )
0
Pas 0. Initializarea vectorului x' ) ; t=0

(“U:Ax(’) ; pj=xj(‘+1)/xj(') , t=t+1
Pas2. Daca (p;~p; pentru 1<i<j<n) atunci A, =(p,+p,*..+p,)/n,; STOP

altfel  Mergila Pasul 1.

Pas1. x 1<j<n ;

’

Observatia 4. Pentru a decide in Pasul 2 al Algoritmului VPMM daca pentru orice

(t+1) (9 (1), (Y
Ix; =~ X; / X,

unde p,,, = max { P, | 1<j<n}, p,, =min { P, | 1<j<n} , e fiind eroarea acceptata in

1<i<j<n avem p,=x; min = €

=p, , vom verifica inegalitatea p, - p

procesul de aproximare.

. C . 0) . . . .

Observatia S. Daca vectorul initial x( nu satisface Ipoteza 2 atunci Propozitia 4 nu poate ti
aplicata ( nu este asigurata convergenta (11) ). In aceasta situatie este imposibil de evaluat cu ajutorul
algoritmului VPMM cea mai mare valoare proprie A, . Vom evita acest neajuns generand aleator, cu

. .. . (0 T . .
ajutorul procedunii RND , componentele vectorului x ~ ce initializeaza procesul iterativ (8). In

situatia in care, la executii repetate ale algoritmului VPMM pentru diferiti vectori initiali x"” , s¢ obtin
valori proprii comparabile vom retine una dintre variante in vederea estimarii lui A, .

Aplicatia 1. Urmatorul program constituie o implementare a algoritmului VPMM in limbajul

. . L , . O 1) 2
BASIC . La proiectarea programului nu s-a retinut intregul sir de vectori x() , W , x() e x? )
(k+1)

t+1 ' . . . . .
x ! . In fiecare moment algoritmul VPMM opereaza numai cu doi vectori x(k) sl x

consecutivi, rolul lor fiind preluat in programul BASIC de vectorii auxiliari x si y de dimensiune n .

REM Aflarea celei mai mani valori proprii in modul

CLS : RANDOMIZE TIMER : INPUT "n=";n . DIM a(n, n), x(n), y(n), p(n)
PRINT "Matricea A ;" FORj=1TOn: PRINT "lima " j;": ";
FORk=1TOn: INPUT ; a(j, k) : PRINT", ";: NEXT k
PRINT : NEXT j

REM Initializarea vectorului x

FORj=1TOn: x(j) =RND : NEXT j

eps =.01: tmax = 35 : t=0: PRINT : PRINT "x(0) =",
FORj=1TOn: PRINT USING "######M | " x(j); NEXT

DO : =t+1

FORj=1TOn: y(G) =0

FORk=1TOn: v() = y(@) + a(, k) * x(k) : NEXT k

IF x(j) = 0 THEN p(j) = .00000001# ELSE p(j) = y(j) / x(j)

NEXT j

pmin = p(1) : pmax =p(1): s=0

FORj=1TOn: s=s+p(j)

IF p(j) < pmin THEN pmin = p(j)
IF p(j) > pmax THEN pmax = p(j)

x() = y(j) : NEXT j : s=s/n

PRINT : PRINT USING "x(##) =", t;

FORj=1TOn: PRINT USING "###H### M | ", x(); - NEXT j
PRINT : PRINT USING "  p(##) =", t;

FORj=1TOn: PRINT USING "#### ## | " p(j); : NEXT j
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PRINT USING " Medie = ####.##  Variatie = ## ###", s, pmax - pmin,
LOOP UNTIL (t >= tmax) OR ((pmax - pmin) < eps)

Observatia 6. In programul BASIC anterior s-a optat pentru oprirea algoritmului VPMM
dupa cel mult t =35 deiteratii, 0 <t<t . aceasta deoarece exista situatii in care procesul
iterativ (8) nu converge ( datorita nesatisfacerii Ipotezei 2 ). In acest caz algoritmul VPMM va putea
fi reluat dupa o noua reinitializare a componentelor vectorului x(o)
aleator.

Exemplul 3. Fie n=3 si matricea patratica A = ( a; ) sijs3 ;= 8, a,=-7,

cu valori numerice generate

a;3=1, 8, =12, a,,=-11, ay,;= 1, a;,=12, a;,=-14, a;;=4. Matricea A are valorile
proprii A, =-4, A,=3, A;=2(ase vedea Exemplul 2) fiind satisfacuta Ipoteza 1 ( | Al> A, -
|A;1). Acceptand o eroare de € =0.01 s-a asigurat convergenta procesului iterativ (8) dupa 21 de
iteratii.

Aproximarea A p(') a valorii proprii A, s-a calculat la fiecare iteratie t, t<t

(Y (),
se formula A,y " =(p,tp,*p;*+...+p,)/n, unde P =X, 1% ",

. j : : : :
In Tabelul 1, pe langa valorile componentelor xj() , 1 £j <n, este listata si lungimea p . a
intervalului de variatie a valorilor pj. 1< IS0, Puar = Poax - Pmin » aPreciindu-se astfel precizia in
procesul de aproximare a valorii proprii A, .

max » Utilizandu-

l1<j<n.

Tabelul 1. Evaluarea experimentala A, .( ¢ , la pasul t, a valorii proprii A, .

t x,” X, x,'” Pr| P2 | P |20 P
0 9819E-07 4180E-06 7383E-06
11 -1402E-03 | -2682E-03| -1721E-03 | -1428] -6.42| -2.33 -7.68( 1195
2 S832E-03 1095E-02 1383E-02( -4.16| -408| -8.04 -5.43 | 3.955
31 -1616E-02| -3662E-02| -2798E-02| -2.77| -3.35| -2.02 271 1.322
4 9914E-02 1810E-01 2070E-01 -6.14| -494| -7.40 -6.16 | 2.455
5| -2670E-01| -5945E-01| -5167E-01 -2.69| -328| -2.:0 -2.82| 0.788
6 1509E+00 | 2819E+00| 3052E+00| -S5.65| -4.74} -5091 5431 1.166
71 -4609E+00 | -9849E+00| -9148E+00| -3.05| -3.49| -3.00 -3.18| 0.497
8 2292E+01 4388E+01 4598E+01 -497| -446| -503 -4821 0571
91 -7781E+01 | -1617E+02 | -1553E+02| -3.39] -3.68( -3.38 -3.49| 0305
10| 3537E+02| 6891E+02| 7080E+02| -455| -426]| -4.56 -446| 0.295
20| 3528E+08 7044E+08 7055E+08 | -4.03 -4.01 -4.03 -4.02| 0015
21} -1403E+09 | -2810E+09| -2806E+09| -398| -399| -398 398 0011
22 5636E+09 1126E+10 1127E+10| -4.02| -4.01 -4.02 -401| 0.008

. . . (i
Observatia 7. Din formula (9) rezulta ca pentru | A, | > 1 componentele vectorului x
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devin foarte mari odata cu cresterea lui t ( a se vedea in Tabelul 1 iteratiile t =20, 21,22) . In
: ) . :
schimb aceleasi componente xj() tind la valori aproape nule daca | A, | <1. Aceste aspecte pot

conduce la aparitia in programul BASIC a unor erori de calcul majore. Pentru evitarea acestor
. . « . ” . . . o . . .

neajunsuri se recomanda “normalizarea” la fiecare iteratie a vectorilor x~ prin impartirea

® |

Observatia 8. Rationamentul utilizat in algoritmul VPMM ar putea fi extins si pentru
celelalte valori proprii. In acest sens vom aduce unele precizari. Propozitia 4 se mentine adeval ata si

()
componentelor sale cu o constanta ¢, deexemplu c=|x, |+]x, |+ .. [x,

0
in situatia in care | A;|>|A,|>|A; ]| iar vectorul initial x() nu depinde de vectorul propriu V (in

relatia (7) coeficientul o, este nul ). Dificultatea aplicarii procedurii VPMM consta tocmai in

.
alegerea unui vector initial x " de forma (7)in care o; =0 . In acest context vectorul propriu v

este cunoscut.
Vom sugera un mod de solutionare a acestei situatii. Fie y=(y;,y,,...,y,) unvector

. . . 0 1 . . s
arbitrar din R". Definim vectorul x() =y-p V() . Parametrul p € R va fi determinat astfel incat

. . e N . ) _
sa eliminam din x ~ prezenta oricarel “influente” a vectorului propriu V'~ . In acest sens vom cere

0 1 . . .
ca < x() , V() >=0,unde <x,y> este produsul scalar al vectorilor x si y,adica <x,y>=x

Y TX Y, P Xyt XY,

Asadar p=<y, Vm >/<V 7, V(U > si deci vectorul initial x(o) utilizat in procedura
iterativa (8) este de forma x(o) =y - (<y, V(l) >/< V( V(I) >) V(l)

Prin urmare, odata precizata cea mai mare valoare proprie in modul A; precum si vectorul

1

. 1 e oo 0
propriu corespunzator V() , vom putea relua procedura VPMM ce este initializata cu vectorul x"
determinat anterior. Se obtine astfel valoarea proprie A, , procedeul putind fi extins in mod analog si
pentru celelalte valori proprii distincte.

Daca matricea A admite numai valori proprii reale si dxstmcte atunci din Propozitia 3

) 2 |6 .
, V! V() , V™ definesc o baza a spatiului R

Acest fapt va simplifica calculele, orice vector al spatiului R’ ﬁmd 0 combinatie liniara a vectorilor

0
proprii V 1 <j<n. Inacest caz orice vector x” R va putea fi de forma (7) fara insa a fi
neaparat satlsfacuta conditia suplimentara o, # 0 ceruta de Ipoteza 2 .

deducem ca vectorii proprii corespunzatori V

3. Determinarea vectorilor proprii

In cazul in care este cunoscuta o valoare proprie A atunci vectorul propriu corespunzator
v=(v,;,V;,V;3,...,v,) vafidedus utilizind relatiile (3).

Pentru simplificarea expunerii vom presupune ca v, # 0. Conform Corolarului 1 determinarea
vectorului propriu v=(v,, v,,Vv;,..., v, ;, 1) sereduce la rezolvarea urmatorul sistem liniar,

neomogen, de n ecuatii in necunoscutele v, , v,, Viv o Vs
(a,-A)v, ta,v,+ta;vy+a,v,+ .. +a v, =-a
8y vyt (a-A)vy, tav; tay,v, v +ta, v, = -a,
............................................................................................ (12)
wd 1V T 8 oV T, vyt (8, -A)Y A, 1 n
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Vectori si valori proprii

a1V ta,v, T a,;vyta,vy + + Q01 V-1 = A- A
unde valoarea proprie A este cunoscuta.

Din Propozitia 1 avem det (A - A E )=0. Prin urmare cel putin una dintre cele n ecuatii ale
sistemului (12) este o combinatie liniara a celorlalte ecuatii. Asadar aflarea solutiei (v;,v,,...,v, ;)
a sistemului (12) revine la rezolvarea unui sistem liniar clasic, de n-1 ecuatii, sistem dedus din (12)
prin renuntarea la acea ecuatie m, 1 <m <n, ce se exprima ca o combinatie liniara de celelalte
ecuatil.

Solutionarea sistemului liniar rezultat in urma eliminarii ecuatier m se poate efectua, de
exemplu, prin metoda Gauss. Detalii suplimentare privind algoritmul Gauss sunt date in sectiunea
referitoare la rezolvarea sistemelor liniare.

Practic, in sistemul (12), nu cunoastem valoarea indicelui m a ecuatiei ce urmeaza a fi
eliminata. Precizam faptul ca metoda Gauss nu poate fi aplicata, determinantul sistemului astfel
rezultat fiind nul, atunci cand se renunta la o alta ecuatie decét aceea ce este o combinatie liniara a
celorlalte ecuatii. In acest caz vom reveni la sistemul (12) optand pentru o noua ecuatie m ce nu va fi
utilizata in calcule.

Daca v, =0 nu vom putea aplica Corolarul 1 astfel incat sa operam cu v, = 1. In aceasta
situatie locul elementului v, va fi preluat de orice element nenul v, , 1 <k <n-1 (din punct de vedere

algoritmic nu vom intdmpina dificultati, in matricea C - A E permutandu-se coloanele n si k).

Aplicatia 2. Pentru o matrice patratica A = ( 3, )i <i J<n data, programul urmator determina

prin metoda Gauss solutia (v, ,v,,v;, ..., v, ;) asistemului liniar (12) ce are n ecuatii. Una
dintre aceste ecuatii va fi in mod obligatoriu eliminata fiind o combinatie liniara a celorlalte. In ipoteza
v, # 0 s-aconsiderat v, =1 ( Corolarul 1 ). Ca date de intrare, pe linga matricea A, se va preciza
valoarea proprie A precum si numarul m al ecuatiei ce urmeaza a se elimina din (12). In cazul

semnalarii faptului ca determinantul principal al sistemului rezultat dupa eliminarea ecuatiei m este
nul, se va modifica valoarea indicelui m ( in sistemul(12) se va renunta la o alta ecuatie ).

REM Aflarea vectorului propriu pentru o valoare proprie d data

CLS: INPUT "n="; n: nl=n-1: DIM a(n, n), c(n, n), x(n), y(nl)
x(n) =1: PRINT "Matricea A ;"
FOR;j=1TOn: PRINT “linia ", j; " : "}

FORk=1TOn: INPUT ; a(j, k): PRINT ", “;: NEXT k : PRINT : NEXT j
INPUT "Valoare proprie="; d : INPUT "Se renunta la ecuatia numarul "; m

REM Initializarea matricei C
FORj=1TOn
FORk=1TOn]: c(j, k) = a(j, k): NEXT k

c(j, n) =-a(j, n) : c(,j)=a(,j)-d: NEXT ) c(n, n) = -¢(n, n)
REM Eliminarea ecuatiei m

FORk=1TOn: c(m, k) = ¢(n, k) : c(n, k)=k: NEXT k
REM Rezolvarea sistemului C x =b folosind eliminarea Gauss

REM Aducerea matricei C la forma triunghiulara Gauss

FOR j =1 TO nl

REM Determinarea pozitiei (j,s) cu cel mai mare pivot in modul
$=] cm = ABS(c(, j))

FORk=j+1TOnl

I ABS(c(j, k)) > cm THEN cm = ¢(j, k) : s=k

NEXT k

- 59 .

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Vectorn si valort proprit

REM Permutarea coloanei j cu coloana s

IFj<>s THENFORt=1TOn: SWAP c(t, j). c(t, s) : NEXT t
IF c(j. j) = 0 THEN PRINT "Determinantul sistemului este nul" : STOP
REM Anularea elementelor c(t,j) de sub diagonala principala
FORt=j+1TOnl: cj=-c(t,j)/c@,)): c(t,))=0
FORk=j+1TOn: c(t, k) =c(t, k) + ¢cj * c(j, k) : NEXT k
NEXTt: NEXT j

REM Rezolvarea sistemului superior triunghiular obtinut

IF c(nl,n1)=0 THEN  PRINT "Determinantul sistemului este nul" : STOP
y(n1) = c(nl, n) / c(nl, nl)

FORt=nl-1TO 1 STEP -1

s=0: FORk=t+1TOnl: s=s+c(t k) *yk): NEXT k
y(t) = (c(t, n) - s) / c(t, t) : NEXT t

REM Permutarea elementelor solutiei

FORk=1TOnl: x(c(n, k)) = y(k) : NEXT k

PRINT "Vector propriu = ",

FORj=1TOn: PRINT USING "####.#4 , ", x(j); : NEXT j

Exemplul 4. Fie n=3 si matricea As(al.j) cua,; =8,a,=-7,a;=1, a, =12,
a,=-11, ay;=1, a5, =12, a3,=-14, a;;=4 . Matricea A are valorile proprii A, = -4,
A,=3, A, =2 (Exemplul 2). In aceasta varianta, in Tabelul 2 sunt sintetizate rezultatele rularii

2 3 Y

programului precedent atunci cind indicele m al ecuatiei din (12), la care se va renunta ulterior, este
modificat succesiv. Vectorii proprii dedusi experimental cu ajutorul programului prezentat in Aplicatia
2 ( Tabelul 2 ) nu difera de cei obtinuti teoretic in Exemplul 2 .

Tabelul 2. Vectorii proprii (v, Vv,, v;) dedusi experimental cu programul din
Aplicatia 2 pentru matricea A din Exemplul 4, variind parametrii de intrare A si m .

A m | Vectorul propriu ( VsV V; )| A m Veciorul propriu ( VisVys Vg )
-4 1 (050, 1.00, 1.00) -4 | 2 (0.50, 1.00, 1.00)

-4 | 3 deterrminant nul 1 deterrminant nul

3 2 (0.50, 0.50, 1.00) 3 3 (0.50, 0.50, 1.00)

2 1 (100, 1.00, 1.00) 2 deterrminant nul

2 3 (1.00, 1.00, 1.00)

Observatia 9. In literatura de specialitate intilnim o mare varietate de proceduri specializate
pentru determinarea vectorilor si valorilor proprii ale unei matrici patratice A oarecare ( Demidovich,
Maron, 1981, p. 410-458 ). Mentionam de asemcnea existenta unor algoritmi performanti pentru
allarea vectorilor proprii ai unor matrici A de forma particulara ( de exemplu matrici simetrice si
pozitiv definite ).
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Fractii conlinue

FRACTII CONTINUE

Vomnota prin F=[a,; b,|a,,b,|a,,...,b,[a,,.....] urmatoarea fractie continua (
infinita ) dependenta de termenii reali a,, b;,a;,b,,a,, ..., b,.a,,. . ..
b
F = ap + b2 (l)
ap+
1 a, + b
2 b4
as + b
n
agt+.+ b
n+l
Ay +———
dy t ...
Fractia continua este simpla ( sau standard ; notatatie prescurtata fcs ) daca este de forma :
1
[ao;al,az,...,a,, ...]=a0+ 1 (2)
a + 1
a + ]
az + .. T
a, +——
adica b,;=b,=b;=...=b, =b, ,,=...=1.

Exemplul 1. Vom rescrie fractia ordinara p,/ p, 'in forma fcs ( fractie continua simpla ) unde

numaratorul p, si numitorul p, sunt numere naturale, p, #0, .
Prin aplicarea succesiva a algoritmului lui Euclid rezulta egalitatile :

Pp =3-P; t P, , 0<p,<p; (3)
P, =a;,.p, t p; , 0<p;<p,
P, = 8,.p; + py , 0<p,<p;

Tindnd seama de aceste relatiile (3) fractia ordinara p,/p, se rescrie in forma echivalenta :

Po _ap-prt P ! 1 ! !
=t =gy+——=ay+————=apg+———— =day + =
P P T Taptpy 0T 17T 1
2 P2 ' py ' ayptpy
P3 P3
1
=ao+—l——= =[a0;a1,a2,a3,...,a,,,...]
al+ 1
“t
Pa

Observatia 1. Orice fractie continua simpla [ay), a;,,a,,a;,...,a,,... ]avand drept

n
valoare o fractie ordinara ( numar rational ) are un numar finit de termeni.
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Fractis continue

In adevar, deoarece termenii p,, p,,P3, ..., P,, ... sunt numere naturale si cum p, > p, >
p;>...>p,;>p,> ... rezultaovaloare n € N astfel incdt p,,,=0. In aceasta situatie fractia
continua simpla (infinita) [a,; a,,a,,a;,...,a,,... ] serescrie de fapt subforma [a,; a,,a,
,a;,...,4a,;,a, ], unde toti coeficientii a;,a >n,sunt nuli.

Aplicatia 1. Urmatorul program BASIC calculeaza, pentru o fractie ordinara p,/p,
precizata prin numaratorul si numitorul ei p, , p, € N, coeficientii a;, a;, a,, ..., a, aidezvoltarii
lui p,/p, in fractie continua simpla ( forma fes (2)).

Pentru a economisi memorie calculator programul va evita retinerea, intr-un vector auxiliar p |
a tuturor rezultatelor intermediare p,, p;, py, ..., P, P,+; - Algoritmul descris se opreste la prima
valoare p; nula. Pe masura ce sunt obtinute valorile variabilelor consecutive P, st P+ €ste estimat
si coeficientul a;. Inaceasta situatie coeficientii 3 ai dezvoltarii in fractie continua simpla a fractiei
ordinare p,/p, vor putea filistati succesiv, in momentul deducerii lor. In esenta procedura descrisa
foloseste numai valorile lui p; si p;,; pentru determinarea lui P2

In programul BASIC propus variabilele numerice p0% , p1%, p2%, a% utilizate sunt de
tip intreg.

REM Dezvoltarea unei fractii ordinare in fractie continua simpla

INPUT "Fractia ordinara p0/pl =", p0%, p1%

PRINT "Coeficientii fcs:";:

DO: a%=INT(p0% /pl%): PRINTa%," ",: p2%=p0% -pl% * a%

p0%=pl1%:  pl%=p2%:  LOOP WHILE p2%<>0:  PRINT

Programul descris este mai general deoarece determina termenii a;,0< j < n, ai dezvoltarii in
fractie continua simpla si pentru fractii ordinare p,/p, negative (unde, de exemplu, p, € Z iar p |
€ N). Acest fapt este confirmat si de urmatoarele rezultate de test :

Fractia ordinara p0/pl =7 23 | 61

Coeficientii fcs: 0 2 1 1 1 7
Fractia ordinara p0/pl =7-23 | 61

Coeficientii fcs: -1 1 1 1 1 1 7
Fractia ordinara p0/pl =7 61 , 23

Coeficientii fcs: 2 1 1 1 7

Fractia ordinara p0/pl =7-61 , 23

Coeficientii fcs: -3 2 1 7

Asadar prin rularea programului anterior au fost obtinute urmatoarele dezvoltari in forma fes

23 1 -
o 0 1 R S
2 + 1 1+ l__,
1+ T 1+ — -
1+ —]T_T L o
7 1+ - |
1 +
7
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1+ 7
Observatia 2. In vederea unei utilizari eficiente a memoria interne a calculatorului, valorile b,
v P Pje2 obtinute succesiv au fost memorate in variabilele de tip real p,, p,, p, si nuintr-un
vector p de dimensiune variabila. In acest context precizam faptul ca programul prezentat nu va
retine in final valorile numaratorului si numitorului fractiei ordinare p,/ p, studiate Valotile initiale
ale variabilelor p, si p, sunt modificate succesiv pe parcursul destasurarii algoritmului de calcul

Orice numar real, nu neaparat numar rational, poate fi dezvoltat in fractie continua. Vom
sugera pe un exemplu procedura de dezvoltare in fractie continua a unui numar irational.

Exemplul 2. Sa determinam termenii a,,a,,a,, ..., a,, .... aidezvoltarn fes ( fractie

. C. . 172 . . a . .
continua standard ) a numarului irational 39 . Algoritmul descris in continuare va putea fi cu
usurinta adaptat si pentru precizarea coeficientilor din dezvoltarea fcs a altor numere irationale.
. 12 . .
Tindnd seama de faptul ca 6 <39 ~ <7 obtinem succcesiv :

2
39" =6 + (39" - 6) =6 + 1/a,

a, = 1/(39" - 6) = (391/214/-26)/3 =4+ (39" 6313 =4+ 13,

a,=3/(39 -6)=3.(39"+6)/3=12+(3"-6)=12+1/a,
/2

a, =1/(39 - 6) =a,

siin general a ,, = a , YVneN,n21.
Am obtinut asadar urmatoarea dezvoltarea in fractie continua standard ( fes ) .

J39 =[64,12,412,4,12,. | = 6 + 1
4 +

12 +
44—

1
12+ ——
4 + .

Intr-un interval de timp finit nu este posibil de a evalua, chiar cu ajutorul calculatorului,
valoarca unei fractii continue ( standard sau nu ) ce are un numar infinit de termeni. O astfel de
activitate presupune efectuarea unui numar nelimitat de operatii. Asadar vom accepta un compromis,
aproximand o fractie continua infinita F = [a,, b,|a;, b,|a,,
P,/Q, =1la,, b,|a;, b,|la,,..., b,|a,],deordin n.

In continuare suntem interesati in a stabili conditiiile in care sirul reduselor { P, /Q, }, . de
ordin n ale unei fractii continue F este convergent la o valoare o . In caz afirmativ limita linita «
astfel rezultata va defini valoarea fractiei continue infinite F .

Nu este prea comod de a proiecta un algoritm de calcul care sa estimeze valoarca redusci
P,/ Q, pormind de la definitia sa, P, /Q, = (a,, b,|a,;, by|a,, .., b |a ]. O solutionare
cleganta a acestei probleme se va baza pe faptul ca redusele unei fractii continue F pot fi obtinute

succesiv utilizdndu-se o relatie de recurenta. Avand in vedere acest lucru vom adopta o convenue ce
ne va permite calculul iterativ al reduselor fractiei continue ( infinite ) F .

. b,la,, ] prin redusa sa
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Iractn continue

Convential. P ,=1,Q,=0, Py=a,, Q=1
Urmind definitia redusei de ordin n avem o dezvoltare a sa sub forma de fractii suprapuse

> b b
L =|:ao,b] b —n] = ag + l (4)

On a a2 n a + b2b3 —
ay +
2 b4
ay +
a4 + bn_l

b
a,_1 + 1z

aﬂ

Propozitia 1. Respectdnd Conventia 1, pentru orice n > 1 sunt adevarate urmatoarele
formule recurente
Pn -3, Pn-l + bn Pn-2 Qn - a, Qn-l t bn Qu-2 (5)
Vom utiliza metoda inductiei matematice pentru a demonstra veridicitatea identitatilor (5).
Cum P,/Q, =1[a,; b/la;] =a, +b;/a = (aja; +b,)/a; sitinind seama de
Conventia 1 rezulta
P, =aya +b =2aP+bP, Q =23 =23Q +bQ,
egalitatile (5) fiind astfel adevarate pentru n =1 ( pasul initial in procedura de inductie ).
In continuare vom justifica pasul inductiv de trecere de la rangul n-1 la rangul n. Astfel, vom
presupune ca formulele (5) sunt adevarate pentru redusele P,/ Q, ,derang k,1<k<n-1, ale

oricarei fractii continue ( infinite ) , urmand sa aratam ca aceste formule continua sa ramana adevaldtc
si pentru redusa P,/ Q, de ordin n ale fractiei continue F .

Prin efectuarea unor operatii aritmetice simple in redusa P,/ Q, , vom rescrie expresia
b,,/(a,,+b,/a,) subforma unei fractii ordinare b, ,'/a, ,’ = (b, ;2a,)/(a, ;2 +b, ).
Asadar redusa P, /Q, deordin n data de expresia (4) ar putea fi interpretata si ca o redusa
P,/ /Q,, =13 ;a/|b,a,|b),....b, ' |a,, ] deordin n-1, dar pentru o alta fractie
continua F', anume F' = [a;'; a,'|b,’,a, |b,,...,b |2, ... ] ,unde aj’ =a, 0<j<n-2
, b =b,,1<k<n2,a /=32 ,a +b ,b,,/=b a2

In mod evident sunt adevarate egalitatile Pj’ = Pj , Qj' =Q/', pentruorice 1 <j<n-2.

Tinand seama de presupunerea facuta in cadrul pasului de inductie, avem succesiv :

Pn = Pn-l| = an-ll PM-Z. + bn-l' Pn-3' = (an-l a, + bn)Pn-2 + bn-l a, Pn-3 =
=9, ( .1 Pn-2 + bn—I Pn-3 ) + bn Pn-) = a, Pn-l + bn Pn-2
Pn = Qn-l' = an-l, Qn-2' + bn-ll Qn-J, = (an-l a, + bn)Qn-Z + bn-l a, Qn-3 =

= an(an-l QM-Z + bn-l Qn-J) + bn Qn-2 = a, Qn-l + bn Qn-)
fapt ce incheie demonstratia prin inductie matematica a egalitatilor (5).

Caz particular. In cazul unei fractii continue infinite F = [a,; a,, a,,a8;,...,4,...]ce

"

este data in forma standard, redusasa P, / Q, deordin n este definita recurent de formulele

Pn = a, Pn-l + Pn-2 Qn T8, Qn-l + Qu-) (0)
cu respectarea Conventiei 1.
In cele ce urmeaza suntem interesati in a preciza conditiile in care sirul { P ,/Q, 1, al

reduselor unei fractii continue F este convergent la o valoare ¢ . In caz afirmativ cantitatea ¢ va
defini valoarea fractiei continue infinite respective.

- 64 -

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Fractii continue

In acest context vom studia diferenta dintre oricare doua reduse succesive
Propozitia 2. Pentru orice n>1 avem:

P _ _ b, b
Pn _ tn-1 (_l)n 1 b1b2b3 n—1%n_ (7
Qn Qn 1 Qn lQn
Pentru demonstrarea acestei propozitii este suficient sa verificam egalitatea
n-1
l)n Qn-l - n-l Qn = (- 1) b b b bn-l bn (8)

Tinind seama de Conventia 1 rezulta ca egalitatea (8) este adevarata pentru n =1 deoarece
1-1
Presupunand adevarata relatia (8) pentru valoarea n si utilizand (5) , deducem

Pn+l Qn - Pn Qn+l = (an+1 P + bn+l Pn-l )IQ" - Pn ( an+l Qn n+l Qn l ) =
n-
=bn+l(Pn-1Qn-PnQn-I)_ n+1 [(-l) blb2b3"'bn-lb: ] = ('l) b b b b b

afirmatie cu care se termina demonstratia prin inductie a identitatii (8) .
Sa estimam diferenta dintre doua reduse succesive pare, respectiv impare.
Propozitia 3. Pentruorice n>1 avem

by P bibyby..by_ay
~n 9
o o -V o0, ©)

Justificarea acestei propozitii este analoga celei precedente, demonstratia reducandu-se la
verificarea prin inductie a egalitatii

n
P,Q,;-P.Q, = (-1)bb,b;..0, 2, . (10)
Utilizand Conventia 1 rezulta
1-1
P,Q,-P,;Q, =(aa +b,).0-1.a =b, =(-1)
relatia (10) fiind astfel adevarata pentru n=1.

In ipoteza in care egalitatea (10) este adevarata pentru o valoare fixata a indicelui n, utilizind
relatiile (5) si (8) deducem succesiv

Pn'rl Qn-l - Pn-l Qn+l = (an+l Pn + bn+l ll)ll-l ) Qn-l - Pn-l ( a4, Qn + bl'71 Qn-l ) =
n- n+
a,,,(P, Q. -P,Q)=2a,,.[(-1) bbyby..b, b, 1=(-1) bbby b a

n S i

Prin urmare etapa inductiva de trecere de la n la n+1 este realizata, identitatea (10) fund
astfel adevarata pentru orice ne€ N .

Propozitia 4. Daca exista k € N astfel incit b, =0 atunci

nel

Pot _ B B ey an
Q-1 G Gt Okejn
In adevar, aplicdnd Propozitia 2 pentru b, =0, din formula formula (7) rezulta
P,/Q,-P, ,/Q,, =0, V n2k

Asadar se verifica egalitatea (11), valorile tuturor reduselor P, / Q, mentinandu-se
neschimbate pentru orice n 2 k- 1.

In continuare vom studia convergenta sirului { P,/ Q, }, al reduselor unei fractii continue F
intr-o situatie particulara, anume atunci cand coeficientii fractiei continue F sunt nenegativi.

Ipoteza 1. a; 20, bj 20, VjeN,

Teorema 1. In conditiile nrecizate de Ipoteza 1 redusele R, —= P,/ Q, ale fractiei continue
F satisfac inegalitatile

Ry <R, SR,<. <R, s..<R, <R, <. sR;sR, <R, (12)
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Fractn continue

Sa justificam inductiv inegalitatile (12) Tinind seama de Ipoieza 1, Conventia 1 si formulele
recurente (5) , deducem succesivca P, >0 si Q, 20, V neN.

Din Propozitia 3 , formula (9), rezulta ca semnul expresiei P,/Q, - P, ,/Q, , este

(-1) sideci P, /Q,, 2P, ,/Qy 5, P, 1/Qu. <P, 1/Qy .V meN. Din
Propozitia 2 ( formula (7) ), deducem ca inegalitatile P, /Q,, <P, .,/Q, ., suntadevarate
pentru orice m € N .

In concluzie pentru orice m, k € N, considerand de exemplu m < k, avem succesiv
P,./Q,, £ Py/Q,, <P, /Q,, faptceimplicainegalitatile (12).

Deoarece subsirul definit de redusele pare, respectiv subsirul reduselor impare, este monoton si

marginit rezulta ca el este si convergent. Asadar sirurile { P, /Q,. }. v s { Pomer/ Qomss Imen

converg la valorile o, respectiv B, unde a < B .Incazul in care a = vom defini valoarea
fractiei continue F ca fiind egala cu a . Valoarea lui F nu este precizata in situatia o = 3 .

Nu toate multimile {a,},, {b,}, , de numere reale, nenegative, pot caracteriza o fractie
continua, infinita, F = [a,, b,|a;, b,|a,,...,b,|a,, ... ] convergenta ( sirul reduselor lui F sa
fie convergent ). In acest sens sugeram urmatorul exemplu :

Exemplul 3. Fie fractia continua F = [a,;; b,|a;, b,|a,,...,b, |a,, ... ] unde termenii
sai 3, bj sunt definiti de formulele :
2
a, =0, a_,m_,=1/£m +m-1]}; a2m=12/[m(m+2)]; (13)
by, =[mm+2)]/[m +m-1]; by, =[m +3m+1]/[m(m+2)]; m21

In aceste conditii vom demonstra inductiv ca redusele P,/Q, deordin n sunt date de
expresiile :
Py =2m+1 Qy,y = m; p,, =m; Q,,=m+1; m2] (14)
Sa verificam in primul rand ca egalitatile (14) sunt adevarate pentru m= 1, adica : P =3,
Q=1, P,=1, Q, = 2. Inadevar, tindnd seama de formulele (13) ce ne dau expresiile
coeficientilor a, si b, , obtinem -
P, =b,=3; Q =3 =1; P,=b,a,=3(1/3)=1;
Q,=a;a, +b,=1(1/3)+(5/3)=2.
etapa initiala a procedurii de inductie fiind astfel satisfacuta.
Conform procedurii inductiei matematice vom presupune ca formulele (14) sunt adevarate

pentru o valoare fixata m € N ,urménd sa aratam ca egalitatile (14) se mentin adevarate si pentru
urmatoarea valoare m+ 1, adica :

P2m+l=2m+3 , QZm+l=m+1 ’ Pi’m+2=m+l
Aplicdnd formulele recurente (5) obtinem :

; Qi =m+2 (15)

2
P2m+1 - aan+lP2m + b2m+l P2m-l =m/(m +3m+ 1) +

2
F(m+1)(m+3)(2m+1)/(m +3m+1)=(2m +9m +11m+3)/(m°+3m+1)=
=2m+3
2
Q2m+l = a2m+l QZm + b2m+lQ2m-l = (m+l)/(m +3m+ l) +
2
tm(m+1)(m+3)/(m+3m+1)=(m +4m +4m+1)/(m +3m+1) = m+ 1

Pan'? = a?nuZP)m'l + b2m'2P2m = [2'n+3]/[(m+l)(m+3)] +

[m(m’ +Sm+5)]/[(m+1)(m+3)] = [(m" +2m J/[(m+1)(m+3)]=m+ |
QZm!Z = a?m'ZQ)m'I + b.’m!ZQZm = (m+l)/[(m+l)(m+3)] +

+
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Fractii continue

2
F(m+5m+5)(m+1)/[(m+1)(m+3)] = (m +5m+6)/(m+3) = m+2
Asadar formulele (14) sunt adevarate pentru orice m > 1 .
Printr-un calcul direct deducem ca sirul reduselor impare R, ., este un sir descrescator,

unde R, ., =P, ., /Qy.; =(2m+3 )/ (m+ 1) tinde la valoarea 2. Analog, sirul reduselor

pare R, esteun sir crescator, iar R, =P, / Q,,, = m/(m+ 1) tinde la valoarea 1 si 1 #2.

Prin urmare sirul reduselor { R, } nu converge. Asadar valoarea fractiei continue infinite

n
F=1la,; bla, byla,,. . ,b,la,, ... ] unde termenii a,_, b, au expresiile (13), nu poafe fi
precizata ( cele doua subsiruri de reduse pare sau impare converg la valori distincte 1, respectiv 2).

Aplicatia 2. Bazat pe relatiile de recurenta (5), programul urmator editeaza valorile a 38 de
reduse consecutive R =P /Q_ ale caror coeficienti sunt definiti de formulele (13) .

REM Editarea valorilor unor reduse consecutive ale fractiei continue F

pl=3. ql=1. p2=1 q2=2

FORn=3TO38: m = FIX(n/2)

[Fn=Q2*m)THENa=1/(m* (m+2)): b=(m*m+3*m+1)/(m*(m+2))
[Fn=Q2*m+1)THENa=1/(m*m+3*m-+1): b=a*(m+1)*(m+3)
p3=a*p2+b*pl: q3=a*q2t+tb*ql: PRINT USING "R(##) =### , ", n; p3/q3,
pl=p2: p2=p3: ql =q2: q2=q3: NEXT n

In urma rularii prezentului program constatam in mod experimental convergenta reduselor pare
(impare ) la valoarea 1 ( respectiv valoarea 2).

R(3)=250 ; R(4)=0.67 ; R(5)=233; R(6)=075; R(7)=225; R(8)=0.80 ;
R(9)=220 ; R(10)=0.83 ; R(11)=2.17 ; R(12)=0.86 ; R(13)=2.14 ; R(14)=0.88 ;
R(15)=2.13 : R(16)=0.89 ; R(17)=2.11 ; R(18)=0.90 ; R(19)=2.10 ; R(20)=0.91 ;
R(21)=2.09 ; R(22)=0.92 ; R(23)=2.08 ; R(24)=0.92 ; R(25)=2.08 ; R(26)=0.93 ;
R(27)=2.07 ; R(28)=0.93 ; R(29)=2.07 ; R(30)=0.94 ; R(31)=2.06 ; R(32)=0.94 ;
R(33)=2.06 ; R(34)=0.94 ; R(35)=2.06 ; R(36)=0.95 ; R(37)=2.05 ; R(38)=0.95 :

La implementarea acestui program am preferat ca valorile reduselor succesive P,/ Q, sa fie

retinute in variabilele reale simple P1,P2,P3 ,Q1, Q2, Q3 si nu definind vectori P, Q de
dimensiune variabila. In acest mod memoria calculator utilizata de program este independenta de
numarul reduselor ce urmeaza a fi calculate.

In continuare vom stabili o conditie suficienta pentru a asigura convergenta sirului reduselor {
P,/Q, }, . Inacest sens vom extinde Ipoteza 1 impunand noi restrictii pentru termenii ( pozitivi ) ai

fractiei continue F . Sirul reduselor unei fractii continue poate fi insa convergent si intr-un context

mai general, de exemplu in cazul in care termeii a_, b ai fractiei F iau si valori negative ( a se vedea
’ n n

in acest sens lucrarea lui Demidovich si Maron : Computational mathematics. MIR Publishers,
Moscow, 1981, pag. 71 ).

Ipoteza 2. a; >A>0,0 Sbjg aj,VjeN.
Teorema 2. In conditiile Ipotezei 2 sirul reduselor { P, /Q, }, este convergent.

Demonsiratie. Tinand seama de Teorema 1, ne raméne sa aratam ca limita subsirului reduselor
pare coincide cu limita subsirului reduselor impare, adica diferenta P,,,,/Q,, ., - P,,/Q,, poate
fi facuta oricat de mica pentru indici n ce depasesc un anumit prag.

Vom minora valoarea produsului Q,_ Q,, ., . Utilizand Ipoteza 2 obtinem relatiile
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Fractn continue

Qn = an Qn-l + bn Qn-2 2 bn ( Qn-l + Qn-2) = bn ( an-l Qn-2 + bn-l Qn-3 + Q’I-Z) 2
2 bn ( a,.1 Qn-2 t Qn-2) 2 bn( I+ ) Qn-z
ce ne conduc la inegalitatile ,
2
Qa1 Qom 2 Doy by (1HA) 2 by, by by Doy (21 +tA) 2 ..
m
2 b1 Bom P2y Doz - bsbybyby (141) (16)
Aplicind Propozitia 2 ( formula (7) ) si folosind inegalitatea (16), vom estima marimea
diferentei dintre doua reduse consecutive. Avem succesiv '

0 < Poet/ Qmss =~ Pom! Qam = by byby .. b2m2b2m+1 T Qs szz) s
m m
< b;byby ... b, by, /[byby .. by by, (1+A) ] <b,/(1+Q) an
Din inegalitatea (17), cum A >0 concluzionam ca atat subsirul reduselor pare si cel al
reduselor impare au o limita comuna ce defineste de fapt valoarea fractiei continue infinite F .

Observatia 3. Sirul reduselor { P /Q, }, ale fractiei continue F poate converge si in cazul
in care nu sunt satisfacute conditiile Ipotezei 2 . Aceste conditii suficiente pentru asigurarea
convergentei nu sunt neaparat si necesare. In sprijinul acestei afirmatii vom analiza exemplul urmator.

Exemplul 4. Fie fractia continua F; = [ a,; b;|a;, b,|a,,..., b, |a,,...] incare
ay=a,=a,=a;=..=2 si b,=b,=b;=...=3 Inacest caz nu sunt verificate conditiile
Teoremei 2 deoarece b, =3 >2=a, pentruorice n € N. Tinind seama de Conventia 1 si de
relatiile recurente (5) , se verifica imediat prin inductie matematica ca redusa P,/ Q, deordinul n a

. . . n+2 n+l \ n+l n
fractiei continue F; este datade P, = [3 +(-1) ]/4 si Q, =[3 +(-1) 1/4 .

Cunoscénd astfel valorile expresiilor P, , Q, deducem imediat ca sirul reduselor {P,/Q, },
tinde la valoarea ¢ =3 . Interpretdnd valoarea fractiei continue ( infinite ) F; ca limita a sirului '
reduselor sale deducemca F; =3

Aplicatia 3. Vom confirma experimental faptul ca F, =3 ( Exemplul 4).

Urmatorul program BASIC editeaza valorile reduselor R,=P,/Q, ,unde termenii P, si Q
sunt obtinuti succesiv aplicand formulele (5) cu respectarea Conventiei 1, considerdnd. a, =a =2 si
b,=b=3,Vn2x1.

N

REM  Calculul reduselor Pk / Qk de ordin k ale unei fractii continue F
REM F =[a0; al/bl, a2/b2,..., an/bn, ... ]

n=15 * P1/Ql, P2/Q2, P3/Q3 sunt valorile a trei reduse consecutive
REM Initializarea procesului recurent de calcul succesiv al reduselor

pl=1: p2=2: ql=0: q2=1: a=2; b=3
REM Editarea valorilor consecutive a n reduse

FORk=1TOn: p3=a*p2+b*pl: Q3=a*q2+b*ql

PRINT USING "R(### ) = ## ##tt## , ", k; p3/q3;

pl=p2: ql=q2: p2=p3: q2=q3: NEXT k

In adevar, se constata experimental ca prin rularea acestui program sirul reduselor R, tinde la

- . . . a -5
valoarea 3 in mai putinde n=15 pasi ( acceptdnd o eroare de 10 ~ ) fapt ce confirma rezultatul
teoretic mentionat in Exemplul 4, anume F, =3 .

R( 1)= 350000, R(2)=1285714; R(3)=3.05000,; R(4)= 298361 :
/

/
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R( 5)= 3.00549 ; R( 6)= 299817 ; R( 7)=3.00061 ; R( 8)= 299980 ;
R( 9)= 3.00007 ; R(10)= 299998 ; R(11)= 3.00001 ; R(12)=3.00000 ;
R(13)= 3.00000 ; R(14)= 3.00000 ; R(15)= 3.00000 ;

Convergenta sirului { P,/ Q,, },, al reduselor unei fractii continue este insa asigurata si daca

sunt satisfacute inegalitatile 0 < b, < a , a >A>0, V n 2 n, , conditii ce sunt mai putin

restrictive decdt acelea precizate in Teorema 2 (unde n,=1). Asadar

Ipoteza 3. Fie s € N astfelincat a, 2 A>0,0<b <sa,V j=s.

Teorema 3. In conditiile Ipotezei 3 sirul reduselor { P, /Q, }, este convergent.
Demonstratie. Fie fractiile continue F=[a,; b,|a,, b,|a,,..., b la,, .., by, la .,
1
). F() =[0;b,la,, b la,,..... b,la,,, . ] alecarorredusesunt P, /Q,,
1 1 : : .. .
respectiv P"()/Q"() . Atunciredusa P, /Q_,, deordin s+ k afractiei continue F,
P,
stk = ay + bl b2
Qs+k al + b3
s+k-1
ay+ ...+ b_H.k
Agek-1 Tt
’ ik
. - . (1) () . . .oa(D .
se poate exprima in functie de redusa P, "/ Q,,, "-deordin k + 1 afractiei F ", adica
P,
Sk _ gy b ; (18)
Qs+k ar + 2
: by
a + b .
s_
a+..+ )
Pk+l
as-1 + )
Ok+1

Tindnd seama de Ipoteza 3 si aplicind Teorema 2 pentru fractia continua F(U deducem ca
sirul reduselor { Pk(l) / Qk() }, este convergent. Conform formulei (18) acest fapt va antrena
convergenta reduselor P ., /Q,,, ale fractiei continue F, Teorema 3 fiind astfel demonstrata.

Observatia 4. Orice numar real r este caracterizat de sirul, finit sau infinit, al cifrelor sale c.

intr-o baza de numeratie precizata. Considerdnd r € [0, 1] si baza de numeratie 10 obtinem

reprezentarea zecimala a numarului r, r=0,c,c,¢;5¢,... ¢, ¢, C, ., ..., cucifrele ¢, 0< ¢ < 9,
j=12,3,.... Oaproximare a numarului r este r, =0,c,c,c;C,...c,,c, , valoare rezultata prin

pastrarea numai a primelor n zecimale ale numarului real r. In aceasta situatie avem eroarea de

. -n . e . A . a . .
aproximare € =|r-r | <10, precizia fiind cu atdt mai buna cu cét se pastreaza mai multe zecimale.
Practic nu se poate determina valoarea exacta a numarului real r atunci cand acesta are un numar

infinit de zecimale. Tindnd seama de acest aspect valoarea numarului r va fi estimata fiind interpretata
ca limita sirului r, , sir ce are proprietatea de a fi intotdeauna convergent.

Prin analogie, in cazul unei fractii continue F , redusa F, =P, /Q, deofdin n va fi utilizata

ca aproximare a lui F . In aceasta situatie insa, spre deosebire de cazul numerelor reale, sirul { F

n }H
nu este neaparat convergent,
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Asadar extrapolarea pentru fractii continue a rezultatelor privind numerele reale poate conduce
la erori grave de interpretare.

Exemplul 5. In literatura de specialitate sunt adesea prezentate, fara justificari, dezvoltari in
fractie continua infinita pentru diferite functii larg utilizate in practica : sin (x), cos (x), tg(x),
ctg (x), arcsin (x), arccos (x), arctg(x), arcctg (x), sinh (x), cosh(x), In (x), exp(x),
gama (x) , beta (x), functia gama incompleta etc. Astfel Demidovich, Maron ( 1981, p. 74))
sugereaza, fara demonstratie insa, urmatoarea dezvoltare in fractie continua a functiei exponentiale

X
fix)=e :

1 -2x x* x? x?

x_| g - r 19
=0 T2 6 10 a2 (19)

Aproximam aceasta fractie continua “infinita” cu redusa P, /Q, de ordin n unde P, si Q,

sunt definiti recursiv prin relatiile (5) , adica
Pn —a,. Pn-l + bn : Pn-Z ; Qn —a,. Qn-l + bn ’ Qn-Z ; nz2l (20)
cu respectarea Conventiei 1 adica P_,=1, Q ;=0 , P, =0, Q, =1 .
Din (19) deducem a,=1, b,=1, a,=x+2, b,=-2x, a,,,=4k+2, b,,,=x ,
Vv k > 1. Rescriind relatiile (20) obtinem formulele de calcul efectiv al redusele fractiei continue
definita prin relatia (19),

Pp=Py+P,=1]; Q=Q+Q,=1;

P, =(x+2)P, - 2xP, =x+2 Q,=(x+2)Q, -2xQ, =2 -x ;

Pn =4, Pn-l + bn Pn-? 2; Qn -3, Qn-l + bn Qn-2 . (2])
unde a,=4n-6 si b,=x, Vn23.

In acest caz Ipoteza 3 este satisfacuta deoarece a, >0, b, 20 pentru k >3 siin plus avem

inegalitatea b, = xz < 4k-6 = a, pentruindici k ce depasesc un anumit prag ( pragul este
evident dependent de argumentul x ). Conform Teoremei 3 avem convergenta reduselor P, / Q,
catre valoarea atribuita fractiei continue infinite (19).

Aplicatia 4. Bazandu-ne pe expresia fractiei continue (19) propunem urmatoarea procedura

. . VN | . d
BASIC f{x) de aproximare a valorii functiei e , acest lucru realizindu-se cu o eroare € = 10 -

REM Calculul redusei f{x) a functiei Exp(x) dezvoltata in fractie continua
FUNCTION f (x)

pl=1: p2=2+x: ql =1: qQ2=2-x: ri=pl/ql: 12=p2/q2

n=3: b=x"*x: eps =.0001 ' eps = eroarea de aproximare
DO UNTIL (ABS(rl - r2) <eps) : a=4%n-6 ‘ a=termen curent al fractiei continue F
p3=a*p2+b*pl: qQ3=a*q2+b*ql ‘ Estimarea urmatoarei reduse

REM Initializarea pasului urmator

n=n+1: pl=p2: p2=p3: ql=q2: q2=q3: rl=pl/ql: 2=p2/q2: LOOP
f=r2: END FUNCTION

De fapt procedura f{x) reprezinta redusa de ordin n a fractiei continue (19). Ordinul n este

determinat astfel incét sa fie asigurata precizia € in aproximarea prin f{x) a functiei e .
Ca si in programele precedente si in acest program valorile termenilor P, , respectiv Q,.nu
au fost retinute in tablouri ( vectori ) de dimensiune variabila. Astfel pentru memorarea termenilor
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consecutivi P, , P, ,, P, (Q,,.Q, ., Q,) au fost utilizate variabilele numerice de tip real ( in

simpla precizie ) P, ,P,, P; (respectiv Q,,Q,, Q;) ce urmeaza a fi apoi reactualizate la ficcare
crestere cu o unitate a valoni indicelui n ( formulele (5) ).

Avand asigurata convergenta reduselor sale, fractia continua (19) este aproximata cu acea
redusa R, =P /Q, deordin n a carei valoare “nu difera prea mult” de redusa P, ,/Q,_ , de

ordin n-1,adica | R, - R, , | < e, ¢ fiind “eroarea de aproximare” acceptata .

Aplicatia 5. Verificarea corectitudinii formulei (19) poate fi efectuata indirect de urmatorul
program ce urmareste evaluarea erorilor de calcul rezultate prin estimarea valorii expresiei

: x+y . . .
E(xy) = e . - e . Teoretic expresia E (x,y) este nula pentru orice x,y € R.

REM Functia exponentiala este dezvoltata in fractie continua

REM Verificarea identitatii exp(x) * exp(y) = exp(xty)

DECLARE FUNCTION f! (x!)

FORx=.5TO 1.5 STEP .5 FORy=2TO 09 STEP .2

PRINT USING "F(#.#) * F(# #) - F(#.#) = #HB #HHABS * HHH REIRE - HI0 BHEE = B8 BHHBRERR",
X, y; x +y; fix); f{y); f(x +y), f(x) * f{y) - f(x +y)

NEXTy: NEXT x

Functia f(x) a fost proiectata in Aplicatia 4 defineste cu o eroare € = 0.0001 redusa fractei
continue (19). Rezultatele rularii programului sunt listate in continuare,

F(0.5) * F(0.2) - F(0.7) = 1.64872* 122140~ 2.01375 = 0.00000001
F(0.5) * F(0.4) - F(0.9) = 1.64872 * 149182 - 245960 = 0.00000040
F(0.5) * F(0.6) - F(1.1) = 1.64872 * 1.82212- 3.00417 = 0.00000041
F(0.5) * F(0.8) - F(1.3) = 1.64872* 222554 - 3.66930 = 0.00000073
F(1.0) *F(0.2) - F(1.2) = 271828 * 1.22140- 3.32012 = -0.00000016
F(1.0) * F(0.4) - F(1.4) = 2.71828 * 1.49182- 4.05520 = -0.00000012
F(1.0) * F(0.6) - F(1.6) = 2.71828 * 1.82212- 4.95303 = -0.00000033
F(1.0) * F(0.8) - F(1.8) = 2.71828 * 222554 - 6.04965 = -0.00000019
F(1.5) * F(0.2) - F(1.7) = 4.48169 * 1.22140- 5.47395 = -0.00000070

F(1.5) * F(0.4) - F(1.9) = 4.48169 * 149182~ 6.68589 = -0.00000045
F(1.5) * F(0.6) - F(2.1) = 4.48169 * 1.82212- 8.16617 = -0.00000056
F(1.5) * F(0.8) - F(2.3) = 4.48169 * 2.22554 - 9.97418 = 0.00000084

Se observa ca pentru € = 10-4 valoarea expresiei | E*(x,y) |, cu E*(x,y) = f(x) f{ly) - f{x+y)
, nu depaseste pragul de 0.00000084 pentru xe€ {05,1,15} si ye {02,04,06,08}.

. . o ISR | . . .
Acest rezultat caracterizeaza acuratetea aproximarii functiei e prin redusa f{x) a fractiei continue
descrisa de relatia (19).

Observatia 5. Daca in subrutina de tip functie f{x) definita in Aplicatia 4 calculele se vor
N . .. ca a1 -5 . -4 . .
efectua in precizie dubla, considerand in plus € =10 inlocde € =10 , atunci vom obtine o
- . . . . .. X . .
imbunatatire substantiala a aproximatiei f{x) a functiei e . Aceasta afirmatie este sustinuta
experimental prin listarea valorilor expresiei E*(x,y) = f{x) f{y) - f{x+y) ce sunt aproape nule.
Lucrarea “Asupra convergentei fractiilor continue” ( Stefan Stefanescu : Studii si Cercetari de

Calcul Economic si Cibernetica Economica, vol XXXIII, 1999 ) trateaza si alte aspecte legate de
convergenta fractilor continue.
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Calculul valorilor functulor

CALCULUL VALORILOR FUNCTIILOR

In aceasta sectiune vom evidentia mai multe tehnici utilizate la calculul valorilor functiilor.

De cele mai multe ori in practica nu este posibila estimarea valorii exacte b = f (a) a unei
functii f(x) intr-un punct a. In acest caz vom opera cu o aproximare b* alui b, cu avantajul de a
modifica oricind, dupa dorinta , acuratetea aproximarii. Cu alte cuvinte eroarea |b - b*| este
intotdeauna sub control.

Problemele ce vor fi abordate in continuare privesc tehnica dezvoltarilor in serie Taylor,
estimarea valorilor seriilor ce au un numar infinit de termeni, extragerea radacinii de ordin p dintr-un
numar, calculul valorii unui polinom. Scopul urmarit este de a sugera proceduri de solutionare cat mai
variate.

1. Dezvoltarea functiilor in serie Taylor

Vom considera o functie f: R > R nt+1 derivabila si a o valoare reala fixata. Suntem
interesati sa aproximam functia f{x) printr-un polinom T,(x) de gradul n astfel incat “local”, intr-o

vecinatate V, a punctului a, polinomul T, sa descrie foarte bine comportamentul functiei f. Intr-o
astfel de situatie, in loc de a calcula direct valoarea expresiei f(b), pentru b € V,_, vom utiliza
aproximatia sa T, (b) ce se poate obtine usor cu ajutorul schemei lui Horner.

Polinomul T, (x) este caracterizat de cei n+ 1 coeficienti ai sai a;,a;,a,,...,a,,

T _ n + n-1 " n-2 - - 2
L, (X)=2,x a; x a,x .. ta ,x +ta  x+a, (1)

Polinomul T,(x) simuleaza foarte bine comportamentul functiei f{x) daca valoarea

A

. - . . (k 13 €& A
polinomului si a derivatelor sale T, ~ calculate “local “ in punctul a coincid cu valoarea functiei f,

respectiv cu valorile derivatelor ¥ ale functiei f, estimate de asemenea in acelasi punct a .
Obtinem astfel un sistem liniar de n + 1 ecuatii, anume : T (a) =fla), T, (U(a) = U( a),
2) 2 -1 -1
T, ( (a )=t( )( ),. (" )( )= tl " )(a) T (a) t( (a) . Solutia acestui sistem reprezinta cei

n+1 coeﬁcnentl necunoscutl a;,0< j<n, aipolinomului T, (x).
Forma Taylor a polmomulun T,(x) este:

1) ) . ]

T,00= @)+ [£7(@)/ 111 (x-a) +.+ [ £ @) /1] c-af +..+ [£7(a) /! ] (x - )" 2)

Calculand derivatele succesive ale polinomului T,(x) sunt verificate in mod direct egalitatile:
T"(k)(a) = tﬂ‘ )(a) , aceasta pentru orice 0 < k < n ( cu conventia tj 0)(x) =f{x) ).

Forma Lagrange a restului R (x) = f{x) - T,(x) rezultat prin aproximarea functiei t{x) cu
polinomul Taylor T, (x) are expresia

_ f{n+1) n+l
R, (x) = (c)/(n*1)! ].(x - a) (3)

unde c este o valoare intermediara, necunoscuta, cuprinsaintre a si x (a<c<x sau x<c<a)

Rezultatele enuntate pot fi obtinute si in conditii mai restrictive ( de exemplu exista derivata

n+2)
f (x ) pe un interval in care punctul a este punct interior ). Pentru detalii a se studia si capitolul
privind aproximarea functiilor.

“ . X
Aplicatia 1. Vom estima valoarea functiei f{x) =€ cu o0 eroare.¢ data

-T2 .
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Cum f(")(x) =e pentru orice n € N, atunci considerdnd in formula (2) a =0 se obtine
« . X
urmatorul polinom Taylor T,(x) atasat functiei f(x)=e ,:

T)=1+x/1+x/20+x /30 +x /4 + +x'/nl (4)
Restul R (x) al aproximarii functiei f(x) prin polinomul Taylor T, (x) are expresia
R, =[x /(n+1)!] (5)

unde |c|<x (csegasesteintre O si x ;, a=0).
Vom aborda mai intai cazul x >0 .
De fapt valoarea T,(b), b >0, poate rezulta estimdnd direct suma S=u;+u, +u,+. . .+u,

unde u i~ bj /j!,0<j<n.Laevaluarea sumei S, pentru micsorarea volumului de calcule vom
folosi relatia recurenta W,y =uj. [b/(+1)] cu ajutorul careia se vor calcula succesiv termenii u _,
1 <j <n, pornind de la valoarea u,=1.

Va trebui insa sa precizam gradul n al polinomului Taylor T,(x) astfel incat eroarea de
aproximare sa nu depaseasca valoarea ¢ . In vederea determinarii gradului polinomului Taylor T, (x)
este mai comod sa ne referim la eroarea relativa de aproximare impunand, de exemplu, conditia
|R,(b)/fib)|<e .

Pentru b>0 ,cum 0<c<b, avem

IR, /RB) [ = | 6" [ ey 1) 176) | = | [ 6" @yt | <

b +1. b n+l
<ile . /@l [ =6 (@) | =]y, | (6)
si deci vom determina gradul n al polinomului Taylor astfel incat u,,, <e .
Programul BASIC urmator calculeaza suma S=u,+u; +u,+...+u, insumind termenii u,

péna la primul coeficient u, , , <e.

Valorile termenilor u, se deduc iterativ dupa formula u,,,=bu, /(n+1)

REM Estimarea valorii functiei exponentiale exp (x)
DECL.ARE FUNCTION f1! (x!)

INPUT "x="; x : PRINT "Exp("; x; ") =", fl1(x)

FUNCTION f1 (x) ¢ Polinomul Taylor pentru functia exponentiala

eps =10~ (-5): s=1: n=0: u=1

DO

n=n+1: u=u*x/n: s=stu: LOOP UTIL u < eps
f1=s: END FUNCTION

Exemplul 1. Pentru programul BASIC din Aplicatia 1 admitem o eroare de aproximare

-5 .
£ =10 . S-au obtinut astfel urmatoarele rezultate de test :
0 :

I 2
e =10 e ~2.718282 e ~ 7.389055
Observatia 1. Ne putem asigura de corectitudinea programului propus bazindu-ne pe
. -, 2 x x - .« . . .
identitatea e~ = e’ e" ce este caracteristica functiei exponentiale pentru orice x € R .
Asadar, aplicind succesiv procedura fl cu argumentele x si respectiv 2x ar trebui ca

" 2 - .
valoarea expresiei E(x), unde E(x) = (f1(x)) /f1(2x) , sa fie intotdeauna foarte apropiata de 1 ,
aceasta pentru orice valoare reala a parametrului x .

Rezultatele obtinute prin rularea programului urmator sunt listate in Tabelul |.

- 73 -
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REM Verificarea corectitudinii estimarii valorilor functiei exponentiale
REM Se listeaza valorile expresiei f1(x) . f1(x) / f(2.x)

DECLARE FUNCTION f1! (x!)

FOR x=-10TO 10: el =fl(x): e2="f1(2 * x)
PRINT "f1("; x; ") * f1("; x; ") / f12 *("; x; ")) ="; el * el /€2 NEXT x

2 . : .
Tabelul 1. Valoarea expresiei E(x) = ( f1(x) )/ f1(2x), functia f1(x) fiind definita
. -5
in Aplicatia 1 ( conditia de oprire a algoritmului : u,,, <e=10 ")

X E(x) X E(x) X E(x) X E(x)

-10 -4.263158 | -9 -3.764706 | -8 | -3.266667 | -7 -2.769231
-6 -2.272727 | -5 -1.777778 | -4 | -1285714| -3 -.8 000000
-2 -.3333333 | -1 0.000000 0 1.000000 1 1.000000

2 9999998 | 3 1.000000 4 1.000000 5 1.000000
6 9999998 | 7 1.000000 1.000000 9999996
10 1.000000

Observatia 2.. Analizind datele din Tabelul 1 remarcam inexactitati flagrante pentru valori
negative ale argumentului x . De altfel rationamentul ce a condus la proiectarea functiei f1(x) a fost
dezvoltat in ipoteza x>0 . _

Inlocuirea conditiei de “oprire” u,,, <& ce precizeaza numarul termenilor u, ce urmeaza a

se insuma, printr-o noua conditie de “oprire” de forma |u, ., | <€ nu elimina erorile de estimare
decat pentru acele valori negative ale argumentului x ce sunt apropiate de 0 . Efectuarea acestui tip

: . . . 2
de modificare nu conduce intotdeauna la verificarea relatiei ( f1(x) ) /f1(2x)~ 1, aceasta pentru
valori negative ale argumentului x. A se vedea in acest sens datele din Tabelul 2.

5 2 . .
Tabelul 2. Valoarea expresiei E(x) = ( fl1(x) ) / f1(2x), functia fl(x) fiind definita
in Aplicatia 1 ( conditia de oprire a algoritmului este |u,, l'l <g= 1.0'5 )

X E(x) X E(x) X E(x) X E(x)

-10 | 7.388389E-09 | -9| 1.275071E-07 | -8| 1.873012E-06 | -7 | -2.540566E-04
-6 | -1.316584E-02 | -5 -.6067871 | -4 .959567 | -3 1.000095
-2 1.000054 | -1 9999902 O 1.000000

Exemplul 2. Rezultatele contradictorii din Tabelul 2 se datoresc in fapt utilizarii majorantului

b . ¢ . . ;
e pentruexpresia € cu 0 <c<b inegalitate ce nu se mai este valabila atunci cind b<c¢<0 .
Aceasta eroare subtila de proiectare a functiei f1(x) poate fi eliminata tindnd seama de

. -X X . o «
urmatoarea egalitate e =1/e . Inacest mod estimarea valorilor functiei f1(x) pentru argumente
x negative se reduce la estimarea expresiei 1/fl(-x) , unde evident -x 20 .
Functia BASIC f1(x) din Aplicatia 1 va fi reproiectata astfel :

<14 -
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FUNCTION f1 (x) ¢ Polinomul Taylor pentru functia exponentiala

eps =10~ (-5): b= ABS(x) : s=1: n=0

u=1

DO

n=n+1: u=u*b/n: s=stu: LOOP UNTIL u < eps
IFx<OTHENs=1/s

fl=s: END FUNCTION

De aceasta data rezultatele obtinute dupa utilizarea noii proceduri f1 sunt corecte. A se
vedea in acest sens rezultatele sintetizate in Tabelul 3.

Tahelul 3. Valoarea expresiei E(x) = ( fl(x) )2/ f1(2x) . functia f1(x) fiind 1eproiectata
. _ , -5
in Exemplul 2 (¢ = 10 " ; conditia de oprirea algoritmului |u,,,|<e=10 ")

X E(x) X E(x) X E(x) X E(x)

-10 9999999 | _g 1 000000 | -8 9999997 | 7 9999996
-6 1.000000 | -5 9999999 [ -4 9999999 | -3 9999996
-2 1.000000 | -1 19999999 0 1.000000 | 10 1.000000
20 9999999 | 30 19999995 | 40 1 000001

Exemplul 3. Pentru un grad n precizat, polinomul Tavlor T, (x) aproximeaza “local”

comportamentul functiei f(x), eroarea de aproximare filnd mica numai intr-o vecinatate a punctulut a
Acuratetea aproximarii depinde de valoarea lui n ( formula (3) )

Astfel prin aproximarea functiei f{x) = e cu ajutorul polinomului
T)=1+x/1+x/20+x /3 +x /4 + . +x/nl )
unde, de aceasta data gradul n al polinomului T,(x) va ramane fixat, aceasta independent de
valoarea argumentului x, s-au obtin rezultatele din Tabelul 4. Putem astfel aprecia comportamentul
expresiei E (x) = (T, (%) )2 /T, (2x) pentru n=15:

Tabelul 4. Valoarea expresiei E,(x) = ( T,(x) )2/ T,(2x) pentru n=15
( polinomul Taylor T, (x) de gradul n este definit de formula (7) )

X E,s(x) X E,(x) X E, (x) X E,s(x)
0 1.000000 1.000000 2 1.000005 3 1.000510
5 1.051093 | 7 1.486782 9 3.336488 | 10 5781590
13 41.15107 | 15 1657146 | 20 4483 245

Observatia 3. Daca polinomul T, (x) constituie o buna aproximare “globala” a functici

X . . - B . 4
fix) - ¢ atunci ar trebuie sa fie satisfacuta rclatia E(x)=(T(x))/T,(2x)=1 pentru orice \ = R

Aproximatia E (x) = 1 nu se realizeaza insa decat “local” , pentru valori ale argumentului x ce
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apartin unei vecinatati a punctului a =0 ce defineste polinomul Taylor (7) (a se vedea formula (2)).
Observatia 4. Precizia aproximarii va creste odata cu marirea gradului n al polinomului de
aproximare T, (x) . Astfel pentru n =30 rezultatele obtinute sunt in mod evident mai precise. A se

compara rezultatele din Tabelul 4 (unde n=15) cu cele din Tabelul 5 (obtinut pentru n=30).

2
Tabelul 5. Valoarea expresiei E (x)=(T,(x))/T,(2x) pentru n=30
( polinomul Taylor T, (x) de gradul n este definit de formula (7) ).

X E, (x) X E (x) X E (x) 1 x E (x)
0 1.000000 1 1.000000 2 1.000000 3 1.000000
5 1.000000 { 7 1.000060 8 1.000568 9 1.003342
10 1.013659 | 13 1.229298 | 15 1.822928 | 20 15.77512

Observatia 5. In varianta propusa in Exemplul 2 gradul n al polinomului Taylor T,(x) era
variabil, fiind determinat in raport de valoarea absoluta a argumentului x . In acest caz estimarile
valorilor functiei € au o precizie mare, fapt evidentiat si de valori foarte aproape de 1 pentru
expresia E (x) = (T, (x) )2/ T,(2x) atunci cand argumentul x ia valori relativ man ( Tabelul 3 ).

Aceasta afirmatie este sustinuta si de un studiu comparativ al rezultatelor din Tabelele 3-5
pentru x =10 si x =20 . Atatin cazul in care se fixeaza gradul polinomului Taylor de aproximare
cét si in situatia unui polinom T,(x) de grad n dependent de valoarea parametrului x, pot apare

erori de calcul de tipul “overflow” ( aceasta pentru valori absolute relativ mari ale argumentului x ) -
- Aplicatia 2. Vom evalua valoarea functiei f(x)=In (1 +x) pentru x> -1,

Printr-un calcul direct se obtin expresiile derivatelor multiple f{k )(x) ale functiei

I )
fix) =In(1 +x), anume £ (x)=1/(1+x) ; £200)=(-1)"" [ (k-1)1]70 +x" pentruk>2.
Constiderand in (2) a=0 deducem urmatoarea forma a polinemului Taylor de aproximare

T,)=x-x/2+x/3-x14+x/5-x/6+ ..+ (1) x"/n (8)
Restul R (x) rezultat in procesul de aproximare este dat de expresia (3) , adica
+1 1
R, =) - T,00=[(-1)" /(1 +c)" 1[x" /(@+1)] 9

unde 0 <c<x sau x<c<0.
Vom aborda in primu! rand cazul 0 <x<1.
Pentru 0<x<1 avem 0<c<1 sideci 0<1/(1+c)<1. Stabilim astfel inegalitatea
IR |<|x/A+¢)|" T+ 1)<1/(m+1) (10)
Prin urmare pentru orice valoare reala x fixata, 0 <x <1, sirul R, (x) definit de (10) tinde la

zero atunci cdnd n tinde la infinit. Asadar, pentru orice 0 < x < 1 , odata cu marirea gradului n al
polinomului T, (x), asistam la o imbunatatire a acuratetii procesului de aproximare a functiei f(x)
prin polinomul Taylor T,(x) atasat . Mentionam faptul ca pentru x = 1 convergenta restului R (1)
la valoarea 0 poate sa fie destul de lenta.

. . n-1 y n .
Cum snrul'df:.valon reale [(-1)  /n[/](-1) /(n+1)| tinde la valoarea 1, rezulta ca raza de
convergenta a seriei infinite de puteri

2 3
SX) =X - X /24X /3 -x 14 +xX 1S -xC16+ .+ (K0 s (1
este 1. Asadar convergenta seriei  S(x) data de (11) este asigurata pentru orice x € (-1, 1). Deci
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polinomul T, (x) definit de relatia (8) aproximeaza functia f(x) =In(1 + x) pentru orice x € (-1, 1)

Proiectarea procedurii f2(y) de estimare a valorii functiei f{y) =In(y), 0 <y <2, se bazeaza
pe utilizarea polinomului de interpolare T,(x) precizat de (8) pentru y =1 +x.

FUNCTION {2 (y) * Estimarea valorii In(y) pentru 0 < x=y-1 <= 2

eps =10 " (-5) : x=y-1: s=0: n=0: u=-1

DO

n=n+1: u=-u*x: s=s+u/n: LOOP UNTIL ABS(u) <n * eps
f2=s: END FUNCTION

Exemplul 4. Stabilirea acuratetii aproximarii functiei f{y) =In (y) prin polinomul Taylor

e . ! .
T, (y-1) definit de relatia (8) o vom realiza utilizand identitatea e " y ce este valabila pentru

orice y>0. Asadar artrebuica fl1(f2(y)) = y , adica f1(f2(y))- y = O oricarearfi 0 <y <2

,unde f1(x) = e ( Aplicatia 1 ) si f2(y) =In(y) ( Aplicatia 2 ).
Programul urmator evalueaza expresia f1 ( f2(y) ) -y, avand astfel o 1magme a erorii
rezultate in procesul de aproximare.

DECLARE FUNCTION f1! (x!)

DECLARE FUNCTION f2! (y!)

REM Verificarea corectitudinii aproximarii lui In(y) prin f2(y)

FORy= 2T02 1 STEP .2

z=12(y) 'z estimeaza valoarea In(y)

t=1f1(z) 't estimeaza valoarea exp(z)

e=t-y 'e=eroareaaparuta

PRINT "2(";y;, ") ="z " f1(",zz")="t," (2", y;"))-"y;,"="¢e
NEXTy

Rezultatele rularii programului prezentat in Exemplul 4 confirma obtinerea unor bune
aproximatii fl1(x) si f2(y) pentru functiile e’ , respectiv In (y) .

In Tabelul 6 sunt listate valorile expresiei D(y) = f1(f2(y)) - y, functiile f1(x) si f2(y) fiind
proiectate in Aplicatia 1, respectiv Aplicatia 2.

Tabelul 6. Valoarea expresiei D(y) = f1(f2(y)) -y (functiile f1(x) si f2(y) sunt definite
in Aplicatia 1, respectiv Aplicatia 2 )

y D(y) y D(y) y D(y) y D(y)

0.2 | 6.407499E-06 | 0.4 | 5.245209E-06 | 0.6 | 1.430511E-06 | 0.8 | 4.172325E-07
10 0.000000 | 1.2 | 2.384186E-07 | 1.4 | 1.192093E-06 | 1.6 | 5.722046E-06
1.81-7.510185E-06 | 2.0 -7.033348E-06

Observatia 6. Precizia valorilor D (x) nu mai este atat de aproape de O ( ca in Tabelul 6 )
atunci cand argumentul x nu ia valori in intervalul (0, 2] . In adevar pentru x > 1 sirul de numere

reale T,(x) nu converge la valoarea In (1+x) atunciciand n tindela o, T,(x) fiind polinomul
Taylor atasat functiei f{x) = In (1+x) in punctul 0 ( formula (8) ).

s -7 -
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Observatia 7. Daca vom incerca sa estimam valoarea In (3) apeland procedura f2(3) va
aparea o eroare de tip “overflow” datorita imposibilitatii determinarii gradului n al polinomului T (x)

folosit pentru aproximarea functiei f(x) cu o acuratete € precizata.
Fixand gradul n al polinomului T,(x) apar erori mari de aproximare. Astfel pentru n =8

expresia D(y) = f1(f2(y)) -y nu ia valori apropiate de zero ( ca in Exemplul 6 ). Prin rularea
programului BASIC din Exemplul 4 s-au obtinut rezultatele :

£2(20)= 7456349  f1(.7456349)= 2.107779  f1(f2(2.0))- 2.0 = .107779
f2(22)= 1.085315  f1(1.085315) = 2.960371 f1(f2(22))- 2.2 = 7603714
£2(24)= 2151835  fI1(2.151835)= 8.600631 f1(f2(2.4))- 2.4 = 6.200631

Datorita neconvergentei sirului T,(y) la In(y) pentru y>2, o crestere a gradului n in

procedura f2(y) nu va conduce la o micsorare a erorilor de aproximare D(y) = f1(f2(y)) -y, ci
dimpotriva asistam la o0 marire a acestor erori. Acest aspect este evidentiat pentru n= 16 :

£2(2.0)= 7216952  fI(.7216952)= 2.057919 fI(£2(2.0))- 2.0 = 5.791879E-02
£2(22)= 1481209  f1( 1.481209)= 4398260 f1(f2(2.2))- 2.2 = 2.19826
£2(2.4)= 11.07967  f1(11.07967 )= 64839.23 fiI(f2(2.4))- 2.4 = 64836.84

2. Serii numerice

In practica se pune adesea problema estimarii valorii S a unei serii ce are o infinitate de
terment,

S=a +ta,ta +ta +. .. +ta + . (12)
Valoarea S este interpretata ca o limita a sirului sumelor partiale S,
S, =2, ta,ta +ta + . +a (13)

atunci cind n tinde la infinit.
Nu putem defini valoarea seriei infinite S in cazul in care sirul { S, }, al sumelor sale partiale

nu este convergent. In literatura de specialitate sunt indicate mai multe criterii in vederea stabilirii
convergentei sirului { S, }, (a se vedea, de exemplu, M. Nicolescu, N. Dinculeanu, S. Marcus ,
1966, vol.1, p.678 ).

Practic suntem pusi in imposibilitatea adunarii unui numar infinit de termeni a, in vederca

precizarii valorii sumei S . Vom accepta asadar un compromis aproximand valoarea S cu o suma
partiala, finita, S, . In aceasta situatie va trebui insa sa controlam eroarea de aproximare facuta, adica

sa determinam numarul n de termeni a;, 1< J Sn, ce se vor insuma astfel incét diferenta |S - S, |
sa nu depaseasca un prag impus € ( ce se poate modifica in functie de cerinte ).

Probleme deosebite apar chiar si in cazul estimarii valorii unei serii cu un numar finit de
termeni. Un exemplu concludent este evidentiat de situatia in care termenii seriei studiate sunt obtinuti
dupa formule de calcul complicate. In acest caz vom fi deosebit de atenti la modul de programare, in
vederea evitarii omiterii unor termeni, permanent constienti de necesitatea asigurarii controlului
fenomenului de propagarea erorilor aritmetice de rotunjire. In acest context vom prezenta o noua
aplicatie.

Aplicatia 3. Sa calculam valorile cocficientilor 8, , 1<k<k,, 1 <m<m,, datide
urmatoarea suma ce se efectueaza dupa indicii ), s :

. I8 -
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c l
Skm = _Z[

= [Jthm+D)+m+km+1] [j(k(m+D+D)+m+1+k.(m+1)+1]

s=1

[(+D).(j.(km+)+m)+km+1].[(s+D).(j.(k.(m+)+D)+m+1)+k (m+1)+1] J
(14)

Expresia (14) a rezultat in urma unor calcule statistice. Datorita unui numar relativ mare de

paranteze, aceasta expresie nu este usor de programat de un incepator. Multiplele calcule numgrice fac
ca erorile de transcriere in cod sursa sa fie cu greutate depistabile.

Avind in vedere aceste aspecte, pentru estimarea coficientilor &,  este recomandabila o

restructurare a expresiei (14), rescriind-o intr-o forma simplificata, ca de exemplu
n n

1 1

Ok Z‘} -tz ;’21-’22 1>
unde termenii t;;,t,,,t,,t,, sunt de forma

ty=j(km+1)+m+k m+1

t,=j (k. (m+1) +1)+m+1+k (m+l)+ 1

ty=(s+1). (j(kkm+1)+m)+k. m+]

thy=(s+1).((k:(m+1)+1)+m+1)+k. (m+1)+1 (16)

Este de dorit ca in formula (15) efectuarea calculelor sa se faca in precizie dubla. In plus, in

programul BASIC urmator s-au estimat numai o singura data valorile unor expresii mai des utilizate,
cadeexemplu: m+1, k. m, k. (m+1).

REM Calculul coeficientilor d(k,m)

INPUT "Numar de valori pentru k, m="; nvk, nvm : INPUT "n=";n

FOR k=1 TO nvk

FORm=1TO nvm : k#=k: m#=m: ml#=m# + 1!

km# =k# * m# kml#=k# * ml# : sumj# = 0!

FORj=1TOn: #=j: t11# =3#* (km# + 1!) + m# + km# + 1!

t12# = j# * (kml# + 1) + ml# + kmi# + 1! : sums# = 0!

FORs=1TOn: sl#=s+1!: t21# = sl# * (j# * (km# + 11) + m#) + km# + 1!
1228 =sl# * j# * (kml# + 11) + mI#) + kml# + 11 ; sums# = sums# + 11/ (121# * 122#)
NEXT s

sumj# = sumj# + 11/ (t11# * t12#) - sums# NEXT)

dkm# = -sumj# : PRINT"d ("; k;",";m;")="; dkm# : NEXT m

NEXT k : PRINT

Exemplul S. In urma rularii programului BASIC din Aplicatia 3 pentru k=m =2 si n=30
s-au obtinut rezultatele :
8,, =-6.031794868696926D-03 6,,=-3.631296213849436D-03
b,, =-1.097065583396969D-03 8,,=-6.260932979971371D-04

Aplicatia 4. Fie { a,} , unsir de valori reale pozitive a carui limita este 0. Intentionam sa

estimam valoarea sumei infinite S =a, +a,+a,+a, + .+ a, ta +a , + . cuoeroare € ce
este precizata.
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Dacasirul { S, }, al sumelor partiale (13) este convergent ( la o valoare finita ) atunci limita
S a acestui sir este interpretata drept valoarea sumei seriei infinite a, +a,+a;+...+a +a  , +...

Observatia 7. Deoarece a, =(a,+a,+..+a,  +a, )-(a,+a,+. 3, /)= S,-S,.;
convergenta sirului {S, } la S, S finit, vaimpune ca sirul { a, }, sa convearga la zero. Reciproca
acestei afirmatii nu este adevarata, sirul { a, }, putand converge la 0 fara ca seria infinita S sa aiba

neaparat o limita finita. Un exemplu in acest sens il constituie seria
S=1/1+1/2+1/3+1/4+ ... +1/n+ ..
valoarea lui S fiind in acest caz @ .

In practica se cere adesea evaluarea sumei infinite S cu o eroare € impusa. Aproximind S
prin suma partiala S, se obtine restul R,

Rn =, + 3.2 + 3,+3 + a4 o (17)
Va trebui determinata valoarea indicelui n pentru care |R | < €.
Ipoteza 1. Exista n, € N astfel incit pentru orice m 2 n,, sa avem

a, . /a, <q<1
In conditiile Ipotezei 1, daca n > n, atunci deducem succesiv inegalitatile

2 3
3,41 = qaz 2,42 S qa,.; sq a, a44+3 S qa,,; sq a,
adica a,,, <q a,, fapt ce ne va permite evaluarea restului R, anume
2 3 k
R,=a, *ta,,+ta,,+ta,, +.<afq+tq +q +. .. +q +. ]
Prin urmare
R, <aq/(l-q) (18)
Deci va trebui sa determinam n > n, pentru care
a,q/(l1 -q)<e (19)

Respectand conditiile (19) suntem siguri ca aproximatia S, alui S are precizia ceruta, adica
S-§,=R, <aq/(l-q)<e

Exemplul 6. Vom estima cu o precizie € = 10-5 suma

s=1/3+2/3 +3/3 +as3" +5/37 + s+ (20)
Cum (n+1)/n <9/8 pentru n>8 deducem ca

a,,;/a s(n+l1)/(3.n)<3/8=q<1
Conform relatiei (18) vom determina n = 8 astfel incit

a q/(1-q)=(n/3")(3/8)/(1-3/8)=n/(5.3"")y<e=10
Prezentam in continuare un program BASIC ce va preciza prima valoare n2n, pentru care

5

a,.q/(1-q) <e, unde n;=8, an=n/3", q=3/8.

REM Determinarea valorii n0 <= n <= nmax astfel incat a(n).q/(1 - q) < eps
REM Calculul sumei S = a(l) + a(2) + a(3) + ... + a(n)
DECLARE FUNCTION a! (n!)

n0=8: nmax = 99 : q=3/8

FOR)=3TO8: eps = 10" (+): s=0

FORn=1TO nmax : s =s+ a(n)

IF (a(n) * q /(1 - q) <= eps) AND (n >=n0) THEN PRINT "eps="; eps;"; S(":m")=",y
GOTO 1
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NEXT n

PRINT "eps =", eps; "  Nu a fost gasita solutie pentru valoriale lui n inintervalul [ ", n0; ", ",
nmax; " ]"

1 : NEXT

FUNCTION a (n) : a=n/3"n: END FUNCTION

Programul va cauta secvential o valoare intreaga n cuprinsa in intervalul [n,,n ] astfel

incit |S-S, |<e. Sumainfinita S data de formula (20) este aproximata prin suma partiala S,
2 3 4 5 ’
S, =1/3+2/3 +3/3 +4/3 +5/3 + +n/3

-p . . . . . . .
In Tabelul 7, pentru € =10 P 3< p < 8, sunt date valorile indicelui n si a sumei partiale S,
. Este confirmat experimental un rezultat teoretic privind sirul de aproximatii succesive S, ce este
monoton crescator la valoarea S.

Table 7. Aproximarea sumei S data de formula (20) prin sumele partiale S,

( Exemplul 6 ; conditia de oprire a algoritmului de calcul : S-S <¢g)

€ n S" £ n S" £ n S,

1E-03 8 | 7492760 | 1E-04 |11 | 7499647 | 1E-05 13 | .7499955
1E-06 | 15 [.7499995 | 1E-07 |17 | .7499999 | 1E-08 |19 | 7500000

v

Aplicatia S. Sa estimam valoarea urmatoarei serii infinite
s” 1P+ 1722 +173% 41747+ w10+ 1)
) -8
cu o eroare € precizata (de exemplu €=10 ), unde pe R, p>1.

. . . . )
Suma infinita S(p) este limita sumelor partiale S“(p ,

(p)

s, ” =1/ + 127 + 137+ 174"+ + /0" (22)

. . D (r . . (p
Intentionam sa aproximam valoarea seriei infinite S'°° printr-o suma partiala S,
Dificultatea majora in aceasta etapa consta in a preciza valoarea indicelui n astfel incat eroarea facuta

. . . . (p (p .
rin aceasta aproximare sa nu depaseasca un prag € impus, adica |S " -8S <g. Cum sena
I n

e ) . A . . .. o )
infinita S(p are termeni pozitivi in mod evident voin fi satisfacute si inegalitatile | S(p) -S,, k(P |<e
pentru orice k numar natural.
. . . )
Aceasta abordare presupune convergenta sirului sumelor partiale { S"(p }, faptcese

realizeaza numai n cazul p > 1 ( a se vedea, de exemplu, Miron Nicolescu, Nicolae Dinculeanu,
Solomon Marcus, 1966, p. 698 ) .

In continuare vom evalua numarul n de termeni din seria infinita S(p) ce vor trebui insumati
astfel incat eroarea R, obtinuta, R,=S- S"(p) , sa fie Tn modul mai mica decat o valoare € fixata.
Asadar restul R, rezultat in procesul de aproximare nu trebuie sa depaseasca un prag € precizat,
adica R, = S(P) - S"(p) < € . Inurma unor calcule elementare deducem :

R, = $P) - P = l + 1 + ! + .+ L. +
n+1? (n+2)? (n+3)? (n+kf

- 8l -

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Calculul valonlor functitlor

n+l n+2 n+3 n+k o0
dx dx dx dx dx 1
<yt & St I —p+"':_[ i (p—l)np_l (23)
n X n+l X n+2 o n+k-1 o n o
-1
Deci, tinind seama de inegalitatea (23), 0 <R _<1/[(p-1) n ], rezultaca R < ¢

- . 1/(p-1
daca 1/[(p-1 )np ! ] <€ fapt ce revine la satisfacerea relatiei n>[1/((p-1)e)] (-

(p-1 . .
Prinurmare daca n>](1/((p-1)e)) - [+ 1 atunci S@) - Sn(p) <& unde prin
]a[ am notat partea intreaga a numarului real a. Asadar pentru a asigura o precizie € la evaluarea

1/(p-1)

sumet infinite S(p) trebuiesc insumati cel putin primii ] 1/((p-1)e)[ + 1 termeni ai sumei

respective.
O noua abordare in situatii speciale.

In anumite cazuri particulare putem imagina si alte proceduri de evaluare a restului R, ,

R, = S(p) - Sn(p) . In continuare vom dezvolta o noua tehnica de estimare a marimii restu]ui R,
considerdind p=2 si p=3.
2 2
Exemplul 7 (cazul p=2). Pentru p=2 restul R = S() - S"() este de forma

R = 1/@+1) +1/@+2) +1/(@+3) + _+ 1/@+k)’ + (24)
si deci sunt satisfacute inegalitatile

R <1/[n(+1)]+1/[(n+t]) (n+2) ]+ 1/[(n+2) (n+3) ]+ ... + 1 /[ (ntk-1) (ntk) ] + ... =
=[1/n-1/(mt)]+[1/(n+t])-1/(n+2)]+[1/(nt2)-1/(n*3) ]+ ...=1/n (25)

R 21/[(n+]) (n+2) ]+ 1/[(n+2) (n+3) ]+ ... + 1/ [(ntk-1) (ntk) ] + ... = -
=[1/(+)-1/(m+2))+[1/(n+2)-1/(n+3)]+[1/(nt3)-1/(n+4) ]+ ... =1/ (n+])

Cele doua inegalitati (25) permit o apreciere a marimii erorii R, . Daca se doreste o precizie

€ la estimarea sumei s atunci din R, <1/n<e deducem nx1/¢ faptceimplicainsumarea a

. e e e 2
celputin ]1/€[+ 1 termen: ai seriei infinite S~ .

Acelasi rezultat poate fi dedus si prin aplicarea variantei bazate pe inegalitatea (23) cu p=2.

Exemplul 8 ( cazul p=3). Incazul p=3 restul R verifica inegalitatea

3 3 3
R, =1/(nt1) +1/(m+2) +1/(n#3) +1/(n+d) + . +1/(n+k) + ..

S/ [(-Dn(+l)]+1/[n(nt])(n+2) ]+ 1/[(n+1) (n+2) (n+3) ]+ ... =
={1/[2(m-1)n]-1/[2n{nt]) ] }+{1/[2n(nt])]-1/[2(n+])(n+2)] } +
+{1/[2(m+)(n+2)]-1/[2(n*+2)(n+3) ] }+...=1/[2(n-1)n] (26)

Impunind R, <€, din (26) deducem ca pentru a obtine o precizie € la evaluarea sumei infinite

3 . . C .

s , este suficient sa fie insumati primii n termeni, unde n verifica inegalitatea 1/{2(n-1)n]<e,
adica (n-1)n>1/(2€).

Considerand p =3 in varianta de estimare a restului R bazata pe formula (23), deducem

Vp-1) 1/(3-1
n2[1/((p-1)e))""7 =11/(3- 1)) =[1/(20)1"
sideci n 21/(2¢).
, o a2

Deoarece exista n € N astfelincit n >1/(2e) ‘arainsaca (n-1)n21/(2¢) rezulta
ca in varianta initiala (23) avem o e timare mai precisa a restului R, decit in evaluarea (26).

Aplicatia 6. Vom extinde studiul inceput in Aplicatia 1 dind o noua exprimare restului de
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aproximare R (x) pentru functia f(x) = e .

o . . .. X
Este cunoscuta dezvoltarea in serie infinita MacLaurin a functier f(x ) =e , anume :

. x2 x3 x4 xn—l X xn+l
f(x) =e —1+T!—+—2!—+3—!+4—!+...+ Y + . + Y + (27)
Asadar vom aproxima valoarea functiei f(x) in punctul x prin suma finita S (x),
x  x? x> x* X" x"
Sp(x) =1+ T + Y + 3 + al + .+ o) + pr (28)

eroarea facuta fiind R (x) = f(x) - S, (x). Evident S (x) < f{x) = e , VxeR.

Cum raza de convergenta a seriei infinite f(x) data de formula (27) este + o rezulta ca sirul
sumelor partiale S (x) definite prin (28) converge la valoarea f(x) pentru orice x € R ( Nicolescu,
Dinculeanu, Marcus, 1966, vol. 1, p.756 ).

Sa evaluam numarul n de termeni ce vor fi insumati in suma partiala S (x) definita de relatia
(28) astfel incat restul R (x) sa nu depaseasca un prag impus € .
Urmand un calcul elementar deducem succesiv

R,(0 =00 - 8,00 =[x /(D) 1+ [ /)t )+ + [P ) )+ =
nt]

=[x /(nt1)!]{1 +x/(n+2)+x2/[(n+2) (nt3)]+... +xp/[(n+2) (n+3) ... (n+ptl) ]+ . } <
<X @ LA x @) X T e2) X @e2) )=

= @ (1 (1 -x/ (@) )y =a,,, /[ 1-x/ (1+2) ] (29)
unde prin a = x /n! am desemnat termenul general al seriei infinite f(x) data de relatia (27) .

Prin urmare eroarea R, (x) a aproximarii lui f(x)=e prin S, (x) nu va fi mai mare de €
daca a,,;/[1-x/(nt2)]<e.Remarcam faptul ca termenii a, pot fi obtinuti recursiv aplicand
formula a ,;=a, [x/(nt+1)], algoritmul de evaluare a valorilor acestor termeni fiind in aceasta
ultima varianta mult mai rapid.

Asadar calculul sumei S (x) se va realiza adunand pe rand termenii a,, a,, a,, a,,

procesul iterativ oprindu-se in momentul cand este satisfacuta inegalitatea

a,/|1-x/(n+tl)|<e (30)

Observatia 8. Estimatia (29) a restului R (x) este diferita de estimatia (6) din Aplicatia 1 .
. . . . X .
La implementarea procedurii de estimare a valorii f(x) =e nu aste nevoie sa se memoreze
intregul sir { a; }; » fiind suficienta retinerea numai a termenului curent a, . In vederea asigurarii unei
precizii sporite in calcule programul BASIC va utiliza variabile reale declarate in precizie dubla.

FUNCTION f (x) * Calculul functiei exponentiale utilizand dezvoltarea in serie Taylor
eps=10"(-8): n=0: a#t=1: s#=1

DO

n=n+]: aft=a#*x/n; s# =sH + a# LOOP UNTIL a# < eps
f=s#: END FUNCTION

.. . . x oy xty .
Stiind ca valoarea expresiei E(x,y)=¢ ¢ - e este nula pentruorice x,y € R,
putem verifica indirect precizia rezultata prin folosirea polinoamelor Taylor S (x) in vederea

. . .. X - . o
aproximarii expresiei f(x) =e . In acest sens vor fi calculate valorile expresiei E*(x,y) =S, (x) S, (y)
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- §,(xty).

DECLARE FUNCTION f (x!) ¢ Evaluarea valorilor functiei f(x) = exp(x)
REM Verificarea identitatii exp(x) * exp(y) = exp(x+y)

FORx=.5TO 1.5 STEP .5: FORy=.2TO 9 STEP .2

PRINT USING "F(#.#) * F(#.#) - F(#.#) = #it# HHH#IH * HiH HHERH - BHE AR = R X

y, X +y; f(x); f(y); f(x +y); f(x) * f(y) - f(x +'y)
NEXTy: NEXT x

Rezultatele obtinute sunt listate in Tabelul 8. Urmarind valorile expresiei E*(x,y) ce sunt
aproape nule, E*(x,y) =S, (x) S (y) - S,(x*y), este confirmata corectitudinea procedurii ce utilizeaza

dezvoltarea in serie Taylor (28) pentru aproximarea functiei f(x) = e .

Table 8. Evaluarea expresiei E*(x,y) = ( S,(x) S,(y) )/ S, (xty) (functia S (x) este
calculata cu formula (28) ; oprirea algoritmului este dictata de inegalitatea (30) )

X y E*(x,y) X y E*(x,y) X y E*(x,y)
05 | 02 | -0.00000005| 0.5 | 0.4 | 0.00000004| 05 | 0.6 | -0.00000007
05 | 13 | -0.00000004 | 1.0 | 02 | -0.00000016| 10 | 1.4 | -0.00000012
10 | 06 | -0.00000001| 1.0 | 0.8 | -0.00000019| 15 | 02 | -0.00000022
15 | 04 | 000000003 | 15 | 0.6 | 000000092 15 | 08 | -0.00000012

Observatia 9. Rezultate asemanatoare au fost deja obtinute la aproximarea lui e prin
dezvoltarea acestei functii in fractie continua infinita ( a se vedea exemplul corespunzator din capitolul
refenitor la fractiile continue ). Se vor compara in acest sens valorile expresiei E*(x,y) = g(x) g(y) -
g(x+y) atunci cand expresia g (x) este, pe rand, polinomul de aproximare Taylor de grad n (
formula (28) ), respectiv redusa de ordin n a functiei e . Bineinteles, rezultatele deduse in cele doua
variante nu sunt identice.

Aplicatia 7. Sa estimam valoarea sumei infinite

S=1+[1/2]+([1/3)+[1/4]+..+[1/n]+[1/(nt])] + ... (31
Urmatorul program BASIC isi propune sa calculeze sume partiale S, finite,
S,=1+[1/2)+[1/3])+[1/4)+[1/5]+...+[1/n] (32)

pentru diverse valori ale parametrului n :

REM Calculul sumei s=1+[1/2]+[1/3]+[1/4]+ ...

u=0: p = 500000 : s=0

l:u=u+1l: s=s+1/u

IF u <p THEN GOTO 1

PRINT "'n=";u; " s=":s: p=p + 500000 : GOTO 1

Suma infinita S va fi limita sumelor finite S, atunci cand valoarea variabilei n tinde la

Rezultatele obtinute prin rularea programului anterior sunt listate in Tabelul 9.
Urmarind datele din Tabelul 9 se observa o “stabilizare” la valoarea 15.40368 a sumelor
partiale S, . Cum sirul sumelor partiale S, este crescator si ( aparent ) marginit concluzionam
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convergenta acestui sir la o valoare v = 1540368 . Deci valoarea sumet infinite S definita de (31)
este aproximativ 1540368 .

Aceasta afirmatie este insa eronata.

In adevar, aplicand succesiv inegalitatea

/@ + 01+ 7@+ r@ s+~ 2"y =22 =02

33
pentru sirul termentlor sumei infinite S detimita de (31) deducem o
S>1 + [1/2)+[V/2)+([1/2)+.  +[1/2]+.. = x (34
adica S=o.
Remarcam faptul ca sirul sumelor partiale S, ( formula (32) ) creste lent ( Tabelul 9 ).
Tabelul 9. Valoarea sumei S, data de formula (32)
n S, n S, n S, n S,
10} 2.92897 100 | 5.18738 1000 7.48548 10000 [ 9.78761
100000 | 12.09085 500000 | 13.69069 | 1000000 | 14.35736| 1500000 1483420
2000000 | 1531103 | 2500000 [ 1540368 | 3000000 | 15.40368 | 3500000 | 1540368
4000000 | 15.40368 [ 10000000 | 15.40368

Observatia 10. Valorile sumelor partiale S, sunt retinute de calculator cu un numar fix de
cifre semnificative. Odata cu cresterea gradului n creste si ordinul de marime al sumei S, - Cum
S,.; =S, t[1/(nt1) ], teremenul 1/(nt+1) nou introdus descreste atdt de mult incit, la un moment
dat, printr-o operatie de adunare el nu mai poate atecta citrele semnificative ale sumei S, .

Asadar pentru valori man ale indicelui n termenul 1/(n+1) are efectiv o influenta nula la
calculularea sumei S, ., =S, + 1/(n+1). Practic rezulta egalitatea S, ,, =S, cdnd defapt S <§
=8, + U(n+1).

nl

3. Estimarea radacinii de ordin p

Vom studia si o alta tehnica utilizata in evaluarea valorilor unor functii.

Pentru p> 1, p € N, intentionam sa calculam radacina de ordin p dintr-un numar real a > 0
Fie functia h: [0, ) = [0, ) definita prin formula

-1
h(t) =[(p-1)t + a/t"" 1/p (35)
Functia h (t) are punctul fix a 7 deoarece h(alp)= [(p-l)allp + a/a(p'l)p]/p=alp
Cazul a > 1.
Considerdnd x,=a, construim iterativ sirul { x, }, , unde
-1
X,y =h(x,)=[(p-1)x, + a/x"" 1/p (36)

Sa demonstram prin inductie ca sirul { x, }, definit de relatia (36) este descrescator, adica
. s L'p -
4-XyZXp2Xy2xXy2 . 2%, ,2X,2X,,,2 . Inplus x, >a ", VneN.
. .o . -1 2-p ) .
Cum a>1 si p>1 deducem succesiv inegalitatile a” > (p-1)a+ta < pa sidea

X = h(x,) =h(@)=[(p-1)a + a/ al! 1/p=1{(p-a + 7 l/p<a=x,.

' - XS .
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Derivata h”)(t) a functiei h(t) are expresia
by =[(p-1) + (-pyas ) p=1(p-D/p (1 -alt]]
Asadar h(“(t) >0 atuncicand t*>a.
Prin urmare functia h este strict crescatoare pentru orice t>a P 4 strict descrescatoare

lip
daca t<a .
.. o 1/p . . .
Din inegalitatile 1<a =~ <a=x,, cum functia h(t) este strict crescatoare pe intervalul
Ip

[a

1/p 1p
, ©),rezultaca x;,=h(x;)>h(a ")=a
: l C - . . e .
In concluzie x,>x,>a 7. etapa initiala in procedura de inductie fiind astfel verificata.

g . . . . l'p
Presupunem ca pentru o valoare data a indicelui n sunt adevarate inegalitatile x, , >x, >a

1 . .
Utilizand proprietatea de monotonie a functiei h(t) deducem ca h(x, ;) > h(x,) > h(a p) si deci

p .. . . . . .
x,>x,,;>a faptcejustifica etapa iterativa a procedurii de inductie.

Prin urmare sirul { x, }, definit de relatia (36) este un sir monoton si marginit, deci un sir
. l’p

convergent la o valoare finita ¢, c>a
= p-

=[(p-Dx, +alx, ]/ pI rezulta

Facdnd ca indicele n sa tinda la infinit in egalitatea x,,

calimita ¢ asirului {x }, satisfacerelatia c= [(p-1)c + alc’ ]/p adica c=a/c’
Prin urmare :

: . -1
Propozitia 1. Pentru a>1,sirul {x, }, cu x,=a si x, ,=[(p-1)x, + a/x"p 1/p

n+l
este convergent ( descrescator ) la radacina de ordin p din a.
Cazul 0<a<l1,
Observatia 11. Propozitia 1 ar putea fi folosita la obtinerea unei aproximatii a radacinii de
. . . . . NPT ¥/ I
ordin p din numarul real a siincazul 0 <a<1. In adevar, utilizarea egalitatii a P=11/ (1/a] g
va permite reducerea cazului 0 <a<1 lavarianta a>1 (a>1 dacasi numaidaca 0<1/a<1).

Situatille a=1 sau a =0 vor fi tratate separat, cazuri in care, in mod evident, valoarea lui
1/p 1p
a  estecunoscuta(a  =a).
Observatia 12. Daca 0 <a<1, atuncisirul {x, }, definit recurent prin formulele x,=a
. p-1 .
si. x,,.,=[(p-1)x, + a/x, ]/p nueste neaparat un sir monoton ( se constata x, <X, >Xx, ).

Printr-un rationament asemanator vom cauta sa extindem Propozitia 1 si in varianta 0 <a <.

Astfel vom demonstra ca pentru 0 <a <1 termenii sirului { x, }, verifica inegalitatile

I/p
A=Xy) S X 2 Xy 2X32 ... 2X,,2X,2..2a

. -1
In adevar, pentru p > 1, cum functia h(t) = [(p-1)t + a/ t” ]/ p este strict
. A 1/ . 1 /] /]
descrescatoare atuncicand te (0, a P ), din a<a P rezulta h(a) Z‘h(al p) = al ?  Deci
I

x, =h(x)) =h(a)>a ' 2a=x,

. A . . l/
Functia h(1) fiind insa strict crescatoare pe intervalul ( a b ,©),din x, > al P deducem si

i . I Lp
inegalitatea x, = h(x,) > h(a H=a'

T p-1 .
Construim functia h(t)=t-h(t)=[t-a/t ]/p ce este crescatoare pe intervalul
. . Lp . Iy . ‘
(0,w) sideci h(1)2h,(a I) =0 pentruorice t>a P adica t> h(t), V te| al P Lw0)

. Ip . .
Cum x, >a obltinem si X, h(x,) X,

- KO-
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- . . . / .. . Ip .
Aplicand functia strict crescatoare h(t), t>a d , dublei inegalitati x, > x,>a rezulta in

. I'p .
final, dupa n-1 pasi,ca x,2x,,,2a ,VneN, nz1l.

ntl
. . . .. . I p

In concluzie, pentru n>1 sirul { x }, este descrescator st marginit, fiilnd convergent la a

Propozitia 2. Daca 0 <a <1, atuncisirul { x, }, definit recurent prin formula (36) cu

Xo=a este convergent la radacina de ordin p din a.

O analiza separata a cazului a =1 impreuna cu rezultatele Propozitiilor | si 2 ne conduc la

Teorema 1. Sirul {x, }, ,unde x,=a s x, ,=[(p-1)x, + a/ x"p-l ]1/p , este
convergent la al/p ,VaeR, a>0.

Aplicatia 8. Teorema 1 sta la baza algoritmului Rad (p) pentru calculul radacinii de ordin p
dintr-un numar real a, strict pozitiv. Esential este de stabilit numarul n de iteratii ce trebuiesc

A . ey I'p . .
efectuate astfel incat eroarea aproximariilui a * prin x,, , sanudepaseasca un pragimpus €,
. Ip ; - . . -8
adica |x,,, - a |<e ( €>0iavaloriin vecinatatea lui zero, de exemplu € = 10 ).
A g . Lp " . )
Necunoscand insa valoarea lui a * nu este posibila compararea directa a termenulul x,,,,
I/p - . . . . A N
cu a . Putem accepta insa un compromis, anume oprirea algoritmului  Rad (p) in momentu! in
care modulul diferentei dintre doi termeni consecutivi at sirului recurent { x, }, definit de (36) este

suficient de mica, de exemplu [x,., - x, | < €.

Listam in pseudocod algoritmul Rad (p)

\

Algoritmul Rad (p) ( Aproximarea radacinii de ordin p din numarul a> 0 cu o eroare € )

-8
Pas 0. Input a e =10 X2 = a
-1
Pas1. x1 = x2 x2 = [(p-1)x1 +a/xt""1/p
Pas2. Daca |x2 - x1| > € atunci Mergi la Pasul |
rad = x2 Tipareste rad ( radacina de ordin p a numarului strict pozitiv a )
In algoritmul prezentat nu este nevoie de a se retine toate valorile x,, X, ,%,, ..., X, ;. X, ,

X, in calcule fiind folosite intotdeauna numai doua valori succesive X, si Xl 0<j<n, valon ce
vor fi memorate temporar in variabilele x1, respectiv x2 .

Decizia de oprire a calculului iterarativ in momentul satisfacerii inegalitatii |x,,,-x, | <€
pare hazardata, cel putin la prima vedere. Astfel putem avea o diferenta dintre doi termeni consecutivi
x, si x, ., maimicadecdt € sitotusi termenul x,  , sa fie destul de departat de limita sa a'?

Vom arata ca 0 asemenea situatie nu este insa posibila in cazul algoritmului Rad (p) .

Justificarea modului de oprire a algoritmului Rad (p)

Din demonstratiile Propozitiilor 1-2 a rezultat ca pentru orice a > 0 avem x, >x,>x; >

. Ip .. . 1
“X, ;> X%,>...>a  siinplussirul {x, } esteconvergent la valoarea a d

Utilizand teorema lui Lagrange vom estima diferenta dintre doi termeni consecutivi ai sirului

(x,}, definit de (36),

% X =0, - 10 = () (3, -, ) = (p- D/ pT(1-a/8" ) (- %) <
1-p 3
= I.(P‘ ])/P]( l-a ! )(xu-l-xn)_—d(xu-l-x::)<d2(x::-2_)'::-l)\d (x,,__,-x,‘_2)<

¢ - 87 -
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<...<d"-1(xl-x2)
1-
unde x, <E<x,, si 0<d=[(p-1)/p](1-a Py<1.
/]

. . .1
Sa evaluam distanta dintre x, st a

1/
X, -2 p=(xn-xn+1) + (xn+l-xn+2) + (xn+2-xn+3) toF (xn+k-l_xn+k) t...<

2 k _
<(X,-X,4p) T d(x,-x,,,) +d (x,-%,, ) +t...td (x,-%X,,) ... =
2 3 k
=(x,-%,,,)[1+d+d +d +.. +d + . 1=(x%,-%,,,)/(1-d)
Asadar folosirea in algoritmul Rad (p) a criteriului de oprire |x,,,-x, | <€ este justificata

deoarece in acest caz avem
Propozitia 3. Pentrusirul { x, }, definit recurent de relatiile (36) cu x,=a, daca

0<d=[(p-1)/p](1-2F)<1 atunci
(x,-a7)<(X,-%,y, )/ (1-d)<e/(1-d) 37)

N . . . . I7p
Este util de a se studia viteza de convergenta a termenilor sirului { x, }, catre limita a

a . p . 1p
Astfel, presupundnd ca x, aproximeazape a = cu o eroare relativa 8, x,=a " (1+3)

rezulta x,,=[(-1)x,+a/x" 1/p=a"" [(p- ) (A+8)+(1+8) T 1/p

Utilizind dezvoltarea functiei h,(8) = (1 + 8)“’ in serie Taylor in jurul punctului =0,
deducem (1+8) T~ 1-(p-1)6+p(p-1)8/2 sideci

Xpe1 =2 T [(p-1)(148)+ 1-(p-1)8+p(p-1)8'/2]/p=a " [1+(p-1)8 /2]  (38)

Cum x, = al/p (1 +8), din relatia (38) rezulta

Propozitia 4. Pentru |§|<1 termenul x, , difera de limita sa al/p cu o eroare relativa
(-1 82 / 2 , eroare ce este substantial mai mica decat eroarea relativa 8 ce caracterizeaza
deosebirea dintre x, si al/p :

Aplicatia 9 ( cazul particular p=2). Daca p=2 atuncisirul {x } ,cu x,=a si
X,.;=(x,+a/x,)/2 , converge la radacina patrata a numarului a, a > 0.

. -8 .
Programul urmator aproximeaza cu o eroare € =10 , radacina patrata a numerelor naturale
1<x<9,

REM Program pentru calculul radacinii patratice dintr-un numar real x
DECLARE FUNCTION rad2! (a!)

FORx=11TO9!: y = rad2(x)

PRINT USING "[ ## ~ (1/2) ] * [ ## " (1/2) ] - ## = [ # HEEHHEH | * [ B BHEHAHE) - #8 =
HHRNN Y G X X YL Y X Y Yy - X NEXT x

FUNCTION rad2 (a) * Calculul radacinii patratice rad2 dintr-un numar real a >0
eps=10"(-8): Xx2=a

DO

x1 =x2: x2=(x]l+a/x1)/2!: LOOP UNTIL ABS(x2 - x1) < eps
rad2 = x2 : END FUNCTION

Rezultatele obtinute prin aplicarea functiei rad2 (a) = g(a) sunt verificate indirect prin listarea
valorilor expresiei E,(a) = g(a) g(a) - a . Precizam faptul ca expresia E ;(a) este nula pentru orice a 2

- 88 -
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0 atunci cand functia g(a) este chiar am ~Datorita acceptarii in algoritmul rad2 de extragere a
radacinii patratice o eroare de aproximare €, expresia E (a) nu va fi neaparat nula, dar va trebui sa ia
valori foarte aproape de zero. Acest lucru este confirmat de rezultatele sintetizate in Tabelul 10.
Observatia 13. In algoritmul rad2 din Aplicatia 9 este foarte important sa initializam
termenul x, chiar cu valoarea a deoarece in aceasta situatie s-a demonstrat teoretic convergenta
sirului { x, }, ( Teorema 1 ). In cazul in care se atribuie lui x,, o valoare arbitrara atunci convergenta
acestui sir s-ar putea sa nu fie asigurata.
Astfel prin initializarea lui x, cu o valoare strict negativa, cum x, ., =(x,+ta/x, )/2,

a>0,rezultaca x, <0 pentru orice n € N. Prinurmare sirul { x, }, ce are numai termeni

- 12
negativi nu poate sa conveargala a >0

Dupa o analiza corespunzatoare procedura rad(p) va putea fi adaptata cu succes si altor
situatii, ca de exemplu : o) p impar si a € R( nuneaparat a>0), B) p>1, peR.

2 .
Tabelul 10. Valoarea expresiei E (a) = (g(a)) -a,unde g(a)=rad2 (a) ( Aplicatia 9)

a| Ea) E (a) E (a) E (a) E,(a)
0E+00 _685E-10 -108E-09 0E+00 147E-09
6 | 437E-09 _387E-09 -274E-09 0E+00

\

4. Estimarea valorii unui polinom intr-un punct dat

Vom aborda problema estimarii valoni P, (c) a polinomului P (x), de gradul n cu coeficienti

reali, in punctul ¢, ¢ € R, unde
n n-1 n-2 n-j
P(x)=a;x +ax + a,x tootax +.o+ta  xta (39)

Aplicatia 10. Vom proiecta in limbajul BASIC doua programe diferite, ambele urmand sa
evalueze valoarea polinomului

2 -1
P, (x)=1-3x+5x 22X Hx
de gradul n >4 | in diferite puncte c.
Se observaca P, (1)=2 si P, (2)=15 pentru orice numar natural n,n>4 .

Practic aceste egalitati ar putea sa nu se realizeze datorita erorilor de calcul, valorile numerice
fiind retinute in calculator cu un numar fix de cifre semnificative.

Exemplul 9. In programul urmator calculele aritmetice pentru evaluarea lui P,(x) definit de
(40) se vor face incepand cu puterile cele mai mici ale variabilei x . In acest caz, datorita erorilor
aritmetice de rotunjire specifice calculatorului, valorile P,(2) vor fi dependente de gradul n al

polinomului atunci cdnd n devine prea mare. Astfel prin rularea programului MB ( Metoda Bruta )
se obtin rezultate in sprijinul afirmatiilor facute ( Tabelul 11 ) .

n

(40)

REM Calculul valorii polinomului (40) - Metoda bruta
FOR n=40TO 84 STEP 4

x=1: p=1-3*x+5*x"2-2*x"(n-1)+x"n
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PRINT "P"; n; "("; x.’ ll)="; p; n , l';
Xx=2: p=1-3*x+5*x"2-2*x"(n-1)+x"n

PRIIQT I'Pll; n.’ H("; X’ ")="; p, n ’ Il; NEXT n

Datele aparent contradictorii din Tabelul 11 se explica prin faptul ca adunénd valoarea 15 la

' . n i &
cantitatea 2" se obtine practic tot valoarea 2 atunci cind n este mare. Acest lucru este datorat
imposibilitatii operarii calculatorului cu un numar nelimitat de cifre semnificative.

Tabelul 11. Valoarea polinomului P, (x) ( forma (40)) estimata cu procedura MB
( Metoda Bruta ; gradul n al polinomului P, (x) este variabil )

n P,(1) P.(2) n P,(1) P.(2) n P.(1) P.(2)
40 2 15 44 2 15 48 pa 15
52 2 15 56 2 15 60 2 - 15
64 2 15 68 2 0 72 2 0
76 2 0 80 2 0 84 2 0

Exemplul 10. Diminuarea erorilor de rotunjire se poate realiza efectuand operatii aritmetice
cu valori comparabile. Astfel utilizand proprietatile de comutativitate si asociativitate ale operatiilor
aritmetice de adunare si inmultire vom modifica ordinea de efectuare a calculelor pentru estimarea
valorii polinomului P, (x). Vom demara procesul de calcul luind in considerare puterile cele mai mari

ale variabilei x , operand pe cit posibil cu valori relativ comparabile. Propunem astfel urmatoarea
desfasurare a operatiilor :
-1
P()=x  (x-2)+x(5x-3)+]1 (41)

Prin modificarea programului BASIC anterior in forma RC ( Reorientarea Calculelor ) se
obtin de aceasta data rezultatele reale, fara eroare ( Tabelul 12 ).

REM Calculul valorii polinomului (40) scris in forma (41) - Reorientarea calculelor
FOR n=40 TO 84 STEP 4

x=1: p=(x"(n-1)*(x-2)+x*(5*x-3)+1
PRINT IIP"; n; "("; x; ")="; p; 11 , ";

x=2: p=(x"(n-1)*(x-2)+x*(5*x-3)+1
PRINT IIP"; n; L] "; x; ")="; p; " ; ll; . N’EXT n

Tabelul 12. Valoarea polinomului P,(x) ( forma (41) ) estimata cu procedura RC
( Reorientarea Calculelor ; gradul n al polinomului P, (x) este variabil )

n [P | P@ | 0 | PRM | P@ | n| PM | PQ)
40 2 15 44 2 15 48 2 15
52 2 15 56 2 15 60 2 15
64 2 1S 68 2 15 72 b 15
76 2 15 80 2 15 84 2 15
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Aplicatia 11. Pentru marirea preciziei in calcule, procesul de estimare a valorii P (c) pentru
un polinom oarecare P, (x), de gradul n,

n n-1 n-2 n-j
P(x)=ayx +a;x +ax +..+ a;x +..+ta ,x ta (42)

se va efectua urmand o schema de calcul de tipul
P(c)=(c(c(...(c(c(c(cayta;)+ta,)ta;)+a )+ . . +a ,)+ta  )*a) (43)
Incepand in (43) cu grupul de paranteze interioare, vom desemna succesiv continutul dintre

orice doua paranteze rotunde corespunzatoare prin b, ,b,, ..., b, ,, respectiv b, . Deducen astfel
egalitatile :

AR J (44)
b, = c'bn-l t a,
Valoarea b, a expresiei delimitata de ultimul grup de paranteze a expresiei (43) este chiar
P (c), adica valoarea polinomului P, (x) in punctul c.
Relatiile iterative (44) ce definesc coeficientii bj ,0<j<n, pot servi la estimarea valorii
polinomuwi P (x) in punctul x=c.
Aplicatia 12. Sa determinam catul si restul impartirii polinomului P,(x) la (x-c).
Printr-un calcul elementar se verifica egalitatea
P,(x)=(x-¢c)Q, (x) + b, (45)

unde coeficientii by, b,,b,,...,b, ,, b, suntdefiniti de relatiile (44) iar catul Q, ,(x) are forma
n-1

Qn-l(x) = bO X n-1 (46)
Asadar coeficientii bj ,» 0<j<n, ce satisfac relatiile (44) caracterizeaza citul Q, ,(x) si

restul b, ce rezulta prin impartirea polinomului P (x) dat de formula (42) la polinomul (x -¢) de
gradul unu

n-2 n-3
+bx +byx +..+Db ,x+b

Procedura recurenta (44) folosita la obtinerea coeficientilor bj, 0 <j < n, este cunoscuta sub
numele de “schema lui Horner”.

Listam in continuare programul BASIC conceput pentru determinarea coeficientilor catului
Q,.; precum si evaluarea restului b, al impartirii polinomului P,(x) la polinomul x -c:

REM Calculul citului si restului impartirii unui polinom P(x) la polinomul x- ¢
REM Schema lui Horner

CLS: LOCATE 24,35 : INPUT "Gradul polinomului = "; n

DIM a(n), b(n) : LOCATE 24, 35 : PRINT "Definirea coeficientilor polinomului P"
FORj=0TOn: LOCATE 24, 35 : PRINT "a(";j; ")=";

INPUT a(j) : NEXT )

1LOCATE 24, 15 ; INPUT "Impartirea polinomului P la x - ¢ , ¢="
REM calculul coeficientilor citului si restului

b(0) == a(0) : FORj=1TOn: b(g) =c*b(- 1)+ a() NEXT )
LOCATE Y, 1 PRINT "Restul impartirit polinomului P(x) la x - ", ¢;" este ", b(n)

LOCATE 2,1 PRINT "Coeticientii citului impartiii polinomului P(x) la x -";¢;" sunt "

- 9] -
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FORj=0TOn-1: PRINT "b(";5; ")=",b(); " , ";: NEXT j

Exemplul 11. In urma rularii programului BASIC prezentat in Aplicatia 12 s-a testat
. . 3 2 A )
impartirea polinomului P,(x)=x -2x +3x+5 la x-1 obtinandu-se restul b; =7 si cétul
2
Q,(x)=x -x+2.
Observatia 14. Un studiu similar poate fi dezvoltat in cazul in care polinomul P (x) are

coeficienti numere complexe. La implementarea acestei variante in limbajul BASIC vor trebui insa
proiectate subrutinele de efectuarea calculelor aritmetice cu numere complexe ( un numar complex
fiind asimilat ca o pereche de numere reale ).
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APROXIMAREA FUNCTIHILOR

1. Formule de medie

Vom analiza mai multe formule de aproximare ale unor expresii, formule des folosite in
practica.

. . (k) . . .
Notatie. Desemnam prin C (D), D c R, multimea functiilor cu valori reale ce sunt
definite pe domeniul D si care au derivata de ordin k continua pe D

Pentru simplificare vom folost si notatia C(D) = C(o)(D) pentru a desemna multimea
functiilor reale ce sunt continue in orice punct din domeniul Dc R

Propozitia 1. Daca f e C([a, b]) atunci pentru orice puncte x,, X,, X;, ., X, ceapartin
intervalului inchis [a, b] si pentru orice “ponderi” p,20,cup, +p,+p;+.. +p =1, exista
c € [a,b] astfel incat

o f(xl) + pzf(xz) + p; f(x3) ..t py f(’(,,.1) +t p, f(x”) =1f(c) (n

Demonstratie. Avem inegalitatile M, <E <M, si M, <f(x) <M, pentru orice x € [a, b]

, unde
M, = minim { f(x) | a<x<b } M, = maxim{ f(x) | as<x<b }
E=p,f(x)) + pyf(x;) + psf(x;) +...+ p,,f(x, )+ p,f(x)

Functia f fiind continua pe un interval inchis [a, b] deducem ca cele doua margini M, , M,
sunt efectiv atinse, adica exista ¢ € [a, b] astfel incat Mj. =f (cj), j=12

Cum f(c;)=M,; <E<M,=1(c,), conform proprietatii lui Darboux rezulta ¢ € [a, b]
astfel incdt f(c)=E, fapt ce justifica propozitia enuntata.

Acelasi rationament poate fi aplicat si in cazul unor ponderi q Iz 1 <j <n, nenegative, a caror
suma nu este neaparat 1. Considerand in Propozitia 1 p;= qj./ (q,tq,*+...+q,) deducem

Propozitia 2. Pentru orice f € C([a, b]), X; € fa,b], q, 2 O cul<j<n exista c € |a,b|
astfel incdt urmatoarea egalitate este adevarata

q, f(xl) +q, f(xz) +..+t4q,, f(x”_,) + q, f(x") =(q,tq,+.. . +q,) f(c) (2)

Observatia 1. Din (2), pentru q,= 1/n,1<j<n, obtinem o formula de medie des
utilizata in aplicatii,

f(x) + f(x,) + f(x;) +...+ f(x, ) + f(x,)= nt(c) 3)
pentru ¢ € [a, b].

Observatia 2. Formula (2) poate sa nu fie adevarata daca ponderile q ; P sunt toate
nenegative. In adevar pentru f(x)=1/(xt1), a=1/2, b=52, n=2, x,=1, x,=2, q, =2,
q,=-7 nu poate exista relatia (2), anume q, f(x,) +q,f(x,)=¢q, +q,) f(c), deoarece
rezolvand aceasta ecuatie in necunoscuta ¢ seobtine c=11/4 ¢[a,b]=[1/2,52].

2. Aproximarea derivatelor

. . . . . m) .
Iic a € D un punct arbitrar pentru care intentionam sa estimam valoarea f (a) a detivaten

. . AT - . . J(0) .
de ordinul m a tunctier £(x) Vom utiliza si notatia £ (a) pentru a desemna valoarca t'(a) a
functier {{x) inpunctul a = Daca n ¢ N* atunci

-9} .
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(m-1) h) - (m-1)
f(lll)(a): ]lm / (a+ ;1 f (a) (4)

h—>0

si in particular

O +m- Oy . flath)-f(a)
m = m

My = 1
fW@y= 1 . li P (5)
h—0 h—0
Considerand o valoare foarte mica atribuita lui h putem aproxima limita (5) prin diferenta
t(a) ~ [fla+1) - f@)1/h (©)

Formula (6) nu este singura aproximatie posibila a derivatei functiei f{x) calculata in punctul
a . Astfel vom opera si cu aproximatia
t7@)~[fa+h/2) - fla-h/2)]/h . ™
In practica este util de a alege aproximatia cea mai buna. Va trebui asadar sa comparam cele
. . {1 .
doua aproximatii ale derivatei f{ )(a) date de formulele (6) si (7).
7 .
Propozitia 3. Daca f e C() ([a,ath]) atunci
2
| £7@) - [fa+h) - f&)]/h | < (h/2) sup {|£7(x)|, asx<ath]) 8)
Demonstratie. Vom evalua “eroarea” facuta prin utilizarea aproximarii (6).
Utilizand dezvoltarea in serie Taylor cu rest de ordin 2 avem

flath) = f(a) + ht @) + (h°/2) )
unde ¢ € (a, ath) . Deci
[fa+h) - fa)1/h - £2a) = (h°72) ()
Prin aplicarea modulului in ultima egalitate se obtine inegalitatea (8).
Propozitia 4. Daca fe C(j)( [a,ath]) atunci
3
| £a) - [f(ath/2) - f(a-h2)]/h | < (h'/24) sup {|£7()| , ah2<sx<a+h2 } (9)
Demonstratie. De aceasta data vom aplica formula lui Taylor considerand un rest de ordinul 3
in vederea estimarii valorilor functiei f(x) in punctele a+h/2 si a-h/2. Asadar

fla+h2) = fa) + (h/2)f7@) + (h'/8)f%@) + (b’ /48)17(c,)
fla-W2) = fla) - (h/2)f (@) + (h°/8) %) - (b’ 748)17(c,)
unde a-h/2 < C;, €y < ath/2.
Impartind ultimele doua relatii prin h si apoi scazandu-le se obtine in final
Dy = (12 f13) @
[a+hW2) - fla-W2)]/h - £ (a) = (h /48)[f (c)) + f(c))]
egalitate ce ne conduce in final, dupa efectuarea unor operatii cu module, la inegalitatea (9) .

. . . D . . . .
Observatia 3. La estimarea derivatei f "(a), daca pasul de discretizare h ia valori foarte
mici este recomandabil a se folosi aproximatia (7) in locul aproximatiei (6). In adevar, in aceasta
. . . 2 C Ly A . .
situatie cantitatea h  devine “cu mult mai mica” decat h ( a se compara maximele erorilor de
aproximare facute, erori ce satisfac inegalitatile (8) si (9)) .
. - . . .o . .
Mentionam faptul ca eroarea rezultata in aproximarea derivatei t “(a) depinde in mare masura
atat de forma functiei {{x) cat si de pozitia punctului a . Erorile de rotunjire datorate operatiilor
antmetice specifice calculatorului se adauga erorilor de aproximare ce tin direct de metoda numerica

folosita Neghjarca acestor aspecte poate conduce la aparitia unor rezultate aparent contradictorii din
punct de vedere teoretic

Sy -
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: . . 2 .
Aplicatia 1. Vom exemplifica metodele folosite pentru functia f(x) =1/(x +1) a carei

1 2 2 : gl
derivata este data de formula f“(x) =(-2x)/(x +1) . Aproximarea derivatei t{ )(x) se va
realiza in punctul a =0.2 cu ajutorul prograinului urmator :

REM Aproximarea derivatei unei functii f(x) in punctul a
DECLARE FUNCTION f1! (x!) : DECLARE FUNCTION f! (x!)

h=.5: th=1: a=.2

FORj=1TO 6

vd = fl1(a) : vi=(fla+h)-f(a))/h: v2=(fla+h/2)-fla-h/2))/h

erl =vd-vl: er2 =vd - v2 " erori de aproximare

cS ="h = H###HHE  vd = HEHBHBHE V] = #HEHBHE V2 = HH BHBHBH  erl = H HRHIIR er2
= H# HHHHHE"

PRINT USING c$; h; vd; vl; v2; erl; er2 : h=h*rh: NEXT j

FUNCTION f (x) : f=1/(x*x+1): END FUNCTION

FUNCTION fI (x) :

* f1(x) este derivata functieir f(x)
fl=(2*x)/(x*x+1)"2:

END FUNCTION

Exemplul 1. In Tabelul 1 sunt listate rezultatele rularii programului din Aplicatia 1 pentru
f(x)=1/(1+ xz ). Derivata f(“(a) este aproximata de cantitatea v, = ( f(ath) - f(a) )/ h (formula
(6) ) sau de valoarea v, = ( f(ath/2) - f{a-h/2) )/ h (formula (7) ) rezultand erorile €, respectiv €, .

Analizarea datelor Tabelului 1 confirma aspectele discutate ( Observatia 3 ). Indiferent de
metoda folosita, modulul erorii de aproximare descreste odata cu micsorarea pasului de discretizare h .
Trebuie avut insa in vedere si cumularea unor erori de rotunjire ce pot afecta aceasta caracteristica de
monotonie a erorilor, fenomen ce se manifeata in cazul unor valori foarte mici ale lui h . In acest
context vor fi interpretate rezultatele din Tabelul 1 pentru h =0.000050 si h = 0.000005 .

Tabelul 1. Erorile €, , €, de estimare a derivatei fw(a) pentru f(x)=1/(1+ xz) si
a=0.2 considerand aproximatiile v, = (f(at+h) - f(a))/ h si v, = (fath/2) - f(a-h/2))/ h

h ’(0.2) v) V2 e €
0.500000 | -0.369823 | -0.580795| -0331811| 0210972| -0.038012
0.050000 | -0.369823 | -0.407239| -0369412| 0037417| -0.000411
0.005000 | -0369823 | -0373709| -0.369823 | 0.003887| 0.000000
0.000500 | -0.369823 | -0.370145| -0.369906| 0.000322| 0.000084
0.000050 | -0.369823 | -0.369549| -0370741| -000274| 0.000918
0.000005 | -0369823 | -0.369549| -0369549| -000274| -0.000274

~ Metodele utilizate se pot extinde cu usurinta si pentru derivate de ordin superior. Asttel
aplicand succesiv aproximatii de forma (7) obtinem

Py~ [{P@+nv2) - (P@@-W2)]1/h = [(Ra+h) - fa))/h - (Ra) - Ra-h))/h]/h

adica

£7(a) = [ fla+h) - 2 f(a) + fa-hy /0 (10)

- Ys .
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Urmatoarea propozitie specifica marimea erorii atunci c¢and se utilizeaza o aproximatie de tipul
. . . d2)
(10) pentru estimarea derivatel t( (3)) .
Propozitia 5. Daca fe C( ([a-h, ath]) atunci

2 2 4
€% - [fath) -2 fa) + Ra-) 1707 1< (h*/12) sup { | €200, a-h<x<ath ) (1)
Demonstratie. Vom utiliza dezvoltarea in serie Taylor a functiei f{x), cu restul de ordinul 4

fla+h) = f(a) + h £7@) + (1 1 2) £ + (v 16) £7@) + (1 124) £¥c))
fa-h) = fa) - h £2(a) + (h°12) £2(a) - (0 16) £7a) + (0’ 1 24) £¥(c,)
unde ¢, € (a,a+h), c,¢€ (a-h,a).
Adunind ultimile doua egalitati si impartind relatia rezultata cu h2 se obtine
%(a) - [fath) - 2fa) + fa-h)1/h° =- (' 724) [ £9%)) + e

Prin aplicarea modulului in aceasta ultima egalitate deducem inegalitatea (11).

3. Polinoame de interpolare

Fie o functie f definita pe un domeniu D c R si care ia valori reale. Consideram intervalul

[a,b], [a,b]c D, siodiviziune p a acestuia caracterizata de cele n+ 1 puncte de diviziune,

. +1
a=x,<x;<x,<..<x,;<x,=b. Vom presupune ca functia f(x) este de clasa c” )([a,b])
adica admite derivate de ordinul n+ 1 ce sunt continue pe intreg intervalul [a, b] .

Sa determinam un polinom L (x) de gradul n astfel incat functia f{x) si polinomul L (x) sa

. coincida in toate punctele diviziunii p , adica :
fix) = y; = L,(x) . j=0,1,2,3,...,n-1,n (12)
Polinomul L, (x) astfel construir se numeste polinomul de interpolare al functiei f(x) .

Propozitia 6. Pentru orice functie f si diviziune p exista si este unic un polinom de
interpolare L, (x) .

Demonstratie. Definim polinoamele Qj (x) degradul n, 0 <j < n,
(x—x0) (x—x)) (x=x3) . (x = x; 1) (X = x;41) .. (x = xpp) (x = xp)
Q) (x) = ( (13)
xj=xg) (xj=xp) ... Oy = x;01) (= xj4q) . (6 = Xpp) (%) — %)
Din modul in care au fost construite polinoamele Qj(x) rezulta Qj(xk) =0 pentru orice
0<jzk<n,iar Qj(xj)=1 daca 0<j<n,
Tinand seama de aceste relatii deducem ca polinomul de gradul n dat de egalitatea

L(x)= D, f())Q;() =D y; 0;(x) (14)
Jj=0

j=0

este un polinom de interpolare deoarece Lx)=y;, 0<j<n.

Fie P;(x) un alt polinom de interpolare de gradul n pentru functia f{x) si diviziunea p ,
adica P ( x].)=yj,0 <] < n. Atunci polinomul Py(x) = L (x) - P,(x) de grad cel mult egal cu
n are n+ 1radacini x,,x,,X,,...,X,,, X, deoarece

- 96 -
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Asadar polinomul P,(x) este polinomul identic nul avand mai multe radacini distincte dect
gradul sau. Prin urmare avem L (x) =P ,(x) pentru orice x € R adica polinomul de interpolare este
unic determinat .

Observatia 4. Coeficientii a, 0 <j<n, ai polinomului de interpolare P (x) de grad n,
n n-1 n-2 2
P,(x)=a,x ta;x +a,x +..+a ,x +ta  xta,
pot fi determinati direct prin rezolvarea unui sistem liniar.

In adevar, din conditiile (12), cum P1(x,') = f(xj) , 0<j<n, rezulta urmatoarele relatii

g " + .+ + +a =f
3Xy T a;x a; X an-2x02 a, ;% *ta, =1f(xp)

»

n n- -
%, tax; tax o+ ta,x ta,xta =f(x)
n n-1 n-2 4 + . + _
agx, t+a;x, *ax a,,% *ta, x,+a =1f(x,)
.......................................................................................... (15)
n n-1 n-2 2

4 X, n-2 Xn + 3,1 % + a, f( Xy )
Precizarea polinomului de interpolare P,(x) se reduce astfel la gasirea valorilor celor n + 1
componente a,, a,, a,, ..., a, ale solutiei sistemului liniar (15) de n + 1 ecuatii . Sistemul (15) va

admite intotdeauna o solutie unica deoarece determinantul sau A, de tip Vandermonde, este nenul .

+ a; x, + a, X, + ...t a

11 1
Xg X} Xa Xy,

A=det|xd o g =[] -x (16)
J>i
kxg X x; X,

Reamintim ca polinomul de interpolare de grad n este unic determinat. Avantajul formet
Lagrange L, (x) a polinomului de interpolare P, (x) consta in faptul ca nu mai necesita rezolvarea
sistemului liniar (15) de n+ 1 ecuatii.

Observatia S. Exista si alte moduri de reprezentarea polinomului de interpolare L, (x) . De
exemplu un polinom de interpolare in una dintre variantele Newton are urmatoarea forma

N,(x)=a; + a,(x-%xp)ta,(x-xp)(x-%x;) + ... +a (x-xp)(x-%;)..(x-x, ;)

Coeficientii polinomului Newton N, (x) de gradul n vor fi determinati utilizind tehnica
“puterilor generalizate” si a diferentelor de diferite ordine.

In aplicatii este necesara estimarea erorii R (x) rezultata in urma aproximarii functiei f(x)
prin polinomul de interpolare L (x) de gradul n.

Asadar avem relatia

fix)=L,(x) + R (x) (17)
Vom scrie restul R (x) in forma
R,(x)=h(x) W, ,(x) (18)

unde W, (x) este un polinom de gradul n + 1 ale carui radacini sunt chiar nodurile diviziunii de
mterpolare, adica
W,”,(x)=(x-xo)(x-x1)(x-xz)...(x-x"_l)(x-x”) ’ (19)
Fixam o valoare t € [a, b] astfel incét tx;,0 <) £ n. Utilizdnd notatia y = h(t)
construim functia
gy =Ry) - L,y - yW,,(

. 297 - ‘
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Din modul in care a fost precizata valoarea y rezulta g(t) =0 . In plus avem g(xj) =0
pentru orice j=0, 1,2, ..., n. Asadar functia g(y) admite cel putin n+2 zerour, anume t, x,,

. m+1)
X;, Xy, ..., X, . Vom presupune ca functia g(y) estedeclasa C “([a, b]).

Aplicand succesiv o consecinta a teoremei lui Rolle ( “intre doua zerouri ale unei functii exista
cel putin un zerou al derivatei sale” ) rezulta ca exista un punct o € (a, b) in care derivata de ordinul

n+1 a functiei g(y) se anuleaza, adica

g @) =0
Cum L (y), W, ,(y) sunt polinoame de gradul n , respectiv n + 1 rezulta
L0 W Vey= (e 1)
si deci
0=¢""@) =" - 1, - yW,.," V=" - y@+ 1)

Asadar constanta y este data de expresna
v=f" Py (n+1)
si cum
) = L) + b)) W, (1) = L,O) + YW, 0
pentru orice t € (a,b) cu t=# X s j=0,1,2,...,n, rezultaca
1
RO =L, + [£" @)/ (n+ 1)1 1W,, (1) (20)
pentru ¢ € (a, b) si t#Xx, , 0<)<n.
Datorita formei pamculare a polinomului W, _,(t), cum W

n+
, n, din formula (20) deducem :
Propozitia 7. Pentruorice x € [a,b] exista o € (a,b) astfel incat

fx) =L, + (£ )/ (n+ 1) ]W,, (%) @1)

Relatia (21) exprima eroarea pe care o facem atunci cind aproximam comportamentul functiei
f(x) prin intermediul polinomului de interpolare L, (). Din Propozitia 7 rezulta :

Propozitia 8. Eroarea de interpolare R, (x) intr-un punct x € [a, b] satisface inegalitatea

,(xj)=0 pentru j=0,1,2, .

IR, < [M,,;/(n+1)]|W, (2] (22
unde polinomul W, ,(x) este definit de (19) si
+1)
M, =sup ( |£" @] ; ae(a,b)) (23)

G aacs : : 1/3 : e
Aplicatia 2. Fie functia f{x) =x , X€[1,27]. Considerand diviziunea | <8 <27
vom preciza polinomul de interpolare de gradul 2 corespunzator si vom estima marimea eroarii R (x)
pentruorice x e [1,27].

Concret, denvatele functiei f{x) sunt date de expresiile

243 2 * 8/
Pxy=x?""13 2x)=-2x"""19 V) =10x""" 127

Asadar, pentru x € [ 1,27 ] avem
17| < M, = 10727
si deci din Propozitia 8 obtinem
IR0 1 S [M;/31] | Wy(x)]
Polinomul de ir.terpolare Lagrange L,(x) de gradul 2 definit de (14) are forma

. (x - xp) (x - x3) (x = xp) (x = x3) (x — xp) (x - x)

[4(X) =y =

2¥) = Yo (xp = x}) (xg - x3) * A (x) = xg) (x; - x3) 2 (% -xp) (x3-x)
.« YN -
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_ -8 (x-27) (x=1) (x-27) G-D(E-8) - 6x* +301x + 1434 24)
(1-8)(1-27) B8-1)(8-27) 27-1)(27-8) 1729
Prin urmare pentru orice x € [ 1, 27 ] eroarea de interpolare satisface inegalitatea
P fx) - L) | < [ 5/81 ] (x - 1)(x-8)(x-27)| (25)

Exemplul 2. In conditiile Aplicatiei 2, programul urmator va edita pentru diferite valori
x € [ 1,27] atat eroarea de aproximare ce apare in procesul de interpolare data de diterenta
E,=f(x)-L(x)=x ~+(6x -301x - 1434)/1729 , cit si un majorant E, al modulului estimatici
eroriit E_,anume E,=[5/81]|(x-1)(x-8)(x-27)|, |E,|<E, (formula(25))
Rezultatele rularii programului sunt sistematizate in Tabelul 2.

REM Eroarea de interpolare cu un polinom de gradul 2 pentru functia f(x) = x*(1/3)
FOR x =17TO 27

er=x"(1/3)-(-6*x"2+301*x+1434)/1729

ee=(5/81)* ABS((x-1)*(x-8)*(x-27))

PRINT "x=";x;" eroarereala=";er," eroare estimata="; ee : NEXT x
Tabelul 2. Erorile de interpolare E_, E, precizate in Exemplul 2.
X E E, X E E,
1 0.00000 0.00000 2 0.09624 9.25926
3 0.12183 14 81481 4 0.11719 17.03704
5 0.09690 16.29630 6 0.06813 12.96296
7 0.03497 7.40741 8 0.00000 0.00000
9 -0.03501 8.88889 10 -0.06882 18.88889
11 -0.10048 29.62963 12 -0.12931 40.74074
13 -0.15474 51.85185 14 -0.17632 62.59259
15 -0.19371 72.59259 16 -0.20659 81.48148
17 -0.21472 88.88889 18 -0.21789 94 44444
19 -0.21592 97.77778 20 -0.20866 98 51852
21 -0.19596 96.29630 22 -0.17772 90.74074
23 -0.15382 8148148 24 -0.12418 68.14815
25 -0.08871 50.37037 26 -0.04734 27.77778
27 0.00000 0.00000

Valoarea polinomul de interpolare L, (x) coincide cu valoarea functiei f{x) in punctele
x,=0, x,=8, x,=27 ale diviziunii intervalului [0,27]. Inaceste puncte atit eroarea de
aproximare reala E, cat si eroarea estimata E, sunt nule.

Aplicatia 3. Urmatorul program va calcula efectiv valoarea polinomului de interpolare
Lagrange de gradul n intr-un punct arbitrar t, t € [a, b], cunoscand valornile y,= tlxl) ale tunc i
fix) in punctele de diviziune X 0<j<n.

h] - Yy .
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Avindu-se in vederea anumite comparatii ulterioare, punctele x,, x,, x,, ..., x, au fost
alese astfel incit ele sa imparta intervalul [a, b ] in subintervale de lungimi egale.

REM Polinom de interpolare Lagrange Lag(t,n,x,y) de gradul n pentru punctele
REM de coordonate ( x(j),y()), 0<=)<=n

DECLARE FUNCTION Lag! (t!, n!, x!(), yO) : DECLARE FUNCTION f (t!)
OPTION BASE 0 : DIM x(15), y(15) : DATA-14,10,12
READa b ' [a,b] este domeniul pe care se face interpolarea functiei f:
READm 'm+1 = numarul de puncte t in care se listeaza valorile functiei f
hm=(b-a)/m

FORim=0TO m: t=a+im* hm

PRINT USING "### ## |, ### tnt | "t (1),

FORn=2TO4: hn=(b-a)/n

FORj=0TOn: x(G)=a+)*hn: y() = f(x()) : NEXT
va=Lag(t, n, x(), y())  'va= valoare aproximativa calculata prin interpolare
PRINT USING "### ##H## | ##. 44 " va; f(t) - va; NEXT n
PRINT : NEXT im

FUNCTION f (1) : f=1/(2*t+3): END FUNCTION
FUNCTION Lag (t, n, x(), y()) * Polinom de interpolare Lagrange

s=0

FOR)j=0TOn: q=1: xj = x(j)

FORk=0TOn

IF k<> j THEN q=q * (t - x(k)) / (xj - x(k))

NEXT k

s=s+y()*q: NEXT j

Lag=s: END FUNCTION

Exemplul 3. In Aplicatia 3 consideram a=-14, b=10, ne {2,3,4}, sifunctia
fx)=1/(2x+3).

Rezultatele rularii programului BASIC din Aplicatia 3 sunt prezentate in Tabelul 3 precizandu-
se pentru un argument t dat valoarea functiei f{t) cdt si aproximatile L,(t), Ly(t), L (t) ceau

fost obtinute prin utilizarea unui polinom de interpolare Lagrange L (t) de grad 2, 3, respectiv 4 .
De asemenea este calculata si eroarea R, (t) = f{t) - L, (t) aparuta in procesul de interpolare.

Tabelul 3. Valorile polinomului de interpolare Lagrange L, (t) si restul R, (t)
corespunzator pentru functia f(x)=1/(2x+3), -14<x<10,ne {2,3,4}.

t f(t) L,(¢) R,(t) L,(¢) Ry(t) L (¢) R (¢)
-1.40| 5.00000] 5.00000] 0.00000} 5.00000{ 0.00000| 5.00000| 0.00000
-1.201 1.66667| 3.92308| -2.25641| 3.27712| -1.61046| 2.75246| -1.08579
-1.00] 1.00000| 296923 -1.96923| 200392 -1.00392| 1.41457] -0.41457
-0.80( 0.71429| 2.13846| -1.42418| 1.11765( -0.40336| 0.71429| 0.00000
-0.60| 0.55556( 1.43077| -0.87521| 0.55556| 0.00000| 0.42394| 0.13161
-0.40| 0.45455| 0.84615| -0.39161| 0.25490| 0.19964| 0.36032| 0.09422

- o -
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-0.20| 0.38462| 0.38462| -0.00000| 0.15294| 023167} 0.38462| 0.00000
0.00| 0.33333| 0.04615( 0.28718| 0.18693| 0.14641( 0.40243| -0.06910
0.20| 029412 -0.16923| 0.46335| 0.29412( 0.00000| 0.36379( -0.06968
040| 026316 -0.26154| 0.52470| 0.41176| -0.14861| 0.26316| 0.00000
0.60| 0.23810( -0.23077| 0.46886( 0.47712| -0.23903| 0.13939| 0.09871
0.80| 0.21739| -0.07692) 0.29431]| 042745 -0.21006| 0.07577| 0.141062
1.00| 0.20000| 0.20000( 0.00000| 0.20000| 0.00000( 0.20000| 0.00000

Analizind Tabelul 3 se verifica relatia cunoscuta R, (x j.) = f{x j) - L"(xj.) =0,
ne {2,3,4}. Seconstata ca pentru setul de valori t uiilizat avem |R,(t) | <2.25641,
|Ry(1) | <1.61046, | R (t)|<1.08579 , maximul erorii de aproximare micsorandu-se odata cu
cresterea gradului polinomului de interpolare .

Exemplul 4. Efectuand unele modificari vom rula programul prezentat in Aplicatia 3 pentru
tunctia f{(t) = tJ - 2t3 + 3t2 -4t+5 defimta pe intervalul [0, 2.4 ], polinomul de interpolare
Lagrange avand gradul n, ne {2,3,4} . Cum functia f(t) ceurmeaza a fi interpolata este un
polinom de gradul 4 rezulta ca polinomul de aproximare Lagrange de gradul al patrulea va coincide
cu aceasta functie, adica L, (t) = f(t) . Deci eroarea facuta in procesul de interpolare pentru n =4
estenula(R()=f(t)-L(1)=0, Vte[0,24])fapt ce poate i verificat experimental ( a se
vedea Tabelul 4). | ‘

Tabelul 4. Valorile polinomului de interpolare Lagrange L (t) sirestul R (1)

: 4 3 2
corespunzator pentru functia f(x)=x -2x +3x -4x+5, ne{2,3,4}.

t f(t) L,(t) R,(t) L,(t) R,(1) L (1) R (t)

000| 5.00000] 5.00000| 000000] 500000 0.00000| 5.00000] 0.00000
020| 430560| 351360 079200] 4.67520| -0.36960| 4.30560| 0.00000
040| 3.77760| 249760| 128000| 4.16160| -0.38400| 3.77760| 0.00000
060! 3.37760| 1.95200{ 142560 3.59360| -0.21600| 3.37760| 0.00000
0.80| 3.10560| 1.87680| 122880| 3.10560| 0.00000! 3.10560| 0.00000
100| 3.00000| 227200 0.72800| 2.83200| 0.16800| 3.00000| ©0.00000
120| 3.13760{ 3.13760| 0.00000| 2.90720| 0.23040| 3.13760| 0.00000
140 3.63360| 4.47360| -0.84000| 3.46560| 0.16800| 3.63360| -0.00000
160| 4.64160| 6.28000| -1.63840| 4.64160| 0.00000| 4.64160| -0.00000
180 6.35360| 8.55680| -2.20320| 6.56960| -0.21600| 6.35360| 0.00000
200| 9.00000| 11.30400| -2.30400| 9.38400{ -0.38400| 9.00000| 0.00000
220| 12.84960| 14.52160| -1.67200| 13.21920| -0.36960| 12.84960| 0.00000
240| 18.20960| 18.20960| 0.00000| 18.20960| 0.00000| 18.20960| 0.00000

Mentionam ca pentru valorile t listate in Tabelul 4 avem | R,(t) | £ 2.30400 si
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| Ry(t) | < 0.38400, polinomul de aproximare Lagrange L;(t) de gradul al treilea fiind preferabil
polinomului de interpolare L,(t) de gradul al doilea.

4. Aproximari polinomiale pe subintervale

Fie functia f: [a, b] = R derivabila cu derivata continua pe [a,b] si a=x,<x,<x,< ..
<x,;<x,=b odiviziune a intervalului [a, b].

Prin aproximarea functiei f{x) cu polinomul de interpolare Lagrange L, (x) de grad n ( dat
de formula (14) ) sunt respectate conditiile (12), anume L”(x].) = f(xj) =Y, 0 <j<n. Eroareade
aproximare R (x) =f{x) - L (x) este nula in toate nodurile X; ale diviziunii, R"(xj) = f(xj) -L, (x j.) =0.

Utilizarea polinoamelor de interpolare L, (x) nu conduce insa la aproximatii care sa se

“muleze” cit mai bine pe functia f{x) . O dovada in acest sens o constitue faptul ca derivata R"(U(x)
a erorii de aproximare nu se anuleaza neaparat in punctele x., 0<j<n.

In practica este necesara determinarea unor aproximatii S(x) ale functiei f(x) astfel incat sa
fie respectate restrictiile suplimentare

s%x)=t"x), 0s<js<n, 0sksq (26)

Pentru q =0 relatiile (26) se reduc la conditiile de interpolare de tipul (12).

Asadar eroarea de aproximare R (x) impreuna cu toate derivatele sale ce nu depasesc ordinul
q se anuleaza in punctele de diviziune X 0 <j<n. Prinimpunerea cerintelor (26) eroarea R, (x)
este o functie mult mai “neteda”.

Vom studia cazul aproximatiilor ( spline ) S(x) “cubice” ce sunt polinoame de gradul al treilea
definite pe subintervalele [ x. ,, xj] , 1 £j<n, adica

) 3 . ’ :
S(x)=a0(j)x + al(})x + az(J)x + aj(j) daca x € [x;;,%;], 1<j<n (27)
Vom determina forma aproximatiei S(x) astfel incét sa fie satisfacute relatiile
1 .
S() = f(x) =, $”(x)=m, V 0<j<n (28)

Propozitia 9. Pentru orice x € [x;;,x;], 1<j<n, functia

2
(r-xj41)"(2x-3x;+x;,1)y; + (x—xj)2(3xj+l“xj‘2x)}’j+l

S(x) =
(x;41 “xj)3
L X e my ¢ o) e xga)m (29)
(":j+l_xj)2

verifica conditiile (28).
Demonstratie. Printr-un calcul direct deducem
S(x) =y, = fix)) Sk )=y, =1x, ) 1<j<n (30)
Derivand functia S(x) pe intervalul [ X1 X ] obtinem
6(x;41 —X)(x—x;))Vjs1 - ¥)) s

sy =
v (cjsr~x; Y
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(xj+l —x)(xj+1 +2x; - 3x)mj- + (x - xj)(3x—xj ‘2x1+l)”’/+l

2 (31)
(x;41 = %)
si deci sunt adevarate relatiile
1 1 .

sVx)=m, sV, p=m,,, I<j<n (32)

Prin urmare aproximatia S(x) satisface conditiile (26) pentru q = 1 ( egalitatile (30) si (32) ).

Propozitia 10. Aproximatia S(x) definita de expresia (29) este singura functie polinomiala de
gradul al treilea ce respecta restrictiile (26) pentru q=1.

1 2 }
Demonstratie. Cum S(x) are forma (27) rezulta S( )(x) =3 ao(” x + 2a ,(J) X+ a z( s

pentru orice x € [ X1 xj] . Retranscrind conditiile (28) rezulta urmatorul sistem liniar de 4 ecuatii
n 0 _ D _

> al ’ az ] aj »
(n_3 () 2 (5 (J)

in necunoscutele a,

ay " X, + a; X; + a, X; ta;n = Y,

a0(1) xj+13 + al(}) xj+12 + az(/) Xy o+ aj(/) = Y,

3 ao(j)xz + 2al(1) X + azm - m

3 ao(J) x,-+12 + 2a,(j) " + az(/) = m,, (33)

Sistemul liniar (33) admite solutie unica deoarece determinantul principal A este nenul,

3 2 '
X; X5 X 1
] J J 3_ 3 2_ .2 ey
J‘3'+1 x2+1 Xjpp 1 KO A AL s
A= / 2 J J = 3x12- 2xj 1 = —(xjH —xj-)4 z0
3xj- 2xj 1 0 2
3%, 2x4 10 e 2 :
Jt Jt

. . 1) . . e e w .
Observatia §. Vom considera m, = f( (xj.) , 0 <j<n,insituatia in care se cunoaste efectiv

. . 1 . .
prima derivata tl )(x) a functier f{x) .
Precizarea valorilor m, 0< j < n, permite constructia, dupa formula (29), a aproximatiei
cubice S(x) . In imposibilitatea obtinerii derivatei f )(x) pot fi folosite urmatoarele estimatii pentru
cantitatile m, 0<j<n,

fW@y= O~

4f(a+h)-f(a+2h)-3f(a)
=My

2h
FO@) = 1D (x,) ~ 3f(b)-4f(b2—hh)+f(b-2h) o

(xj41) = S (x;-1)
FOx)) S (x; 12h J-1 om,

unde h este o cantitate pozitiva foarte mica.

Vi<jsn-1 34

‘ - 1y -
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5. Polinomul Taylor

Fie f e C("H)([ a,b]) si ce(a,b). Vom determina un polinom T,(x) de grad n astfel

incat sa fie verificate restrictiile
T Py =t") =1, v 0<k<n (35)

Polinomul T,(x) construit in acest mod se numeste polinomul Taylor de gradul n atasat
functiei f{x) in punctul c.

Propozitia 11. Pentru orice functie f e C ([ a,b]) existaun polinom Taylor T,(x) unic
determinat.

Demonstratie. Fie T (x)=a, X +a ] x"-l +a, X CH .+ a, , x2 +a,_, x+a, unpolinom
oarecare de gradul n (a,#0). Vom determina coeficientii a;, 0< j € n, astfel incat sa fie
satisfacute conditiile (35). Totodata vom arata ca polinomul T, (x) astfel obtinut este unic determinat.

] ) . . - )
Impunind ca derivata de ordin k a polinomului T, (x) sa fie in punctul ¢ egalacu f, = i (©)
, 0 <k <n, rezulta urmatorul sistem liniar, superior triunghiular, de n+1 ecuatii, in necunoscutele a,;

,3;,8,,...,8

n-1° an’

0 n 0 n-1 0 n 0 n-3 0 2 0 1 0 o

1 nl I n2 1 n3 i 2 1 1 1 0 _
A, agc t+A jac A a0 F..tAza gc tAya 0 A, =t
2 n2 2 n3 2 2 2 i 2 0 _
A, ac +A ,ac +..t+tAja ,c tAja ;¢ tAya ,c =1,

......................................................................................... (36)
n 0 .
%I%Cwa 1€ FA,, e )
n-
A, 3¢t A, a . =0
n 0
‘A*n 2C - fn

unde A “=m (m-1) (m-2) ... (m-k+2) (m-k+1).
Cum determinantul det (A) al sistemului liniar (36) este nenul,
det 8)=A"A "' A A A Ao" 0

rezulta ca acest sistem admite o solutie unica a,, a,, a,, ... . In aceasta situatie polinomul

a1
n n-1 n-2 2

T,x)=a,x +a,x +a,x +.+a ,x ta  x+a este umcul polinom de grad n ce satisface

conditiile (395).

Observatia 7. Coeficientii a,, 0 <k <n, ai polinomului Taylor T, (x) pot fi obtinuti prin
rezolvarea sistemului triunghiular (36). Ecuatiile sistemului vor fi utilizate in sens invers, incepand cu
ultima ecuatie ( din care se determina coeficientul a, ) si termindnd cu prima ecuatie ( din care se
deduce valoarea a, ).

Propozitia 12. Polinomul Taylor T,(x) este de forma

() ) (n-1) ),
(x)—f(c)+f ()( C)+f (C)( c)+ +f ()(X'— )n— J _&2

2! Y m e

(37)
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Demonstratie. Cum polinomul Taylor este unic determinat va fi suficient sa aratam ca
polinomul T,(x) definit prin formula (37) satisface conditiile (35). In adevar, prin calcul direct,
derivand succesiv polinomul (37), deducem T"(k)(c) = f{k )(c) , pentruorice 0 <k <n.

Este foarte important de a evalua restu! E, (x) = f(x) - T,(x) rezultat in urma aproximarii
functiei f{x) prin polinomul Taylor T, (x) .

Propozitia 13. Exista a € (a, b) astfel incat

(x _ c)n+l
E,(x) = - T =
P(0) = S0 = B =

Demonstratie. Pentru o valoare x fixatafie A=[fix)-T, (x)]/(x-c )". :
Pentru functia h(z) definita prin formula

0)] (2)
me =@+ L2 gy

TARRICY (38)

n
(x—2)% + .+ % (x-2)" + A(x-2)""!
avem h(x)=f{x) si h(c)=flx). Presupunand, de exemplu, ¢ < x, atunci conform teoremei lui
Rolle rezulta a € (c, x ) astfel 1 mcat h W (a) 0.

Prin calcul direct deducem h Y@ =[(x- z) It 1" @) - A+ 1) (x - z) Cum
h@=0 si A=Rx)/(x-c)"" obtinem " “(c)/n! - (n F1)R (x)/(x-¢)" ' =0 adica
restul aproximarii Taylor este dat de expresia (38) ( forma Lagrange a restului Taylor ).

Observatia 8. Datorita conditiilor (35) polinomul Taylor T,(x) aproximeaza foarte bine
functia f(x) intr-o vecinatate a punctului ¢ . In schimb polinomul de interpolare Lagrange L, (x) ia
chiar valorile functiei f{x) in n+1 puncte fixate X, 0 <j<n. Injurul unui punct ¢ ales arbitrar
polinomul de interpolare L, (x) este in general mai putin precis decat polinomul de aproximare Taylor
asociat punctului c .

Aplicatia 4. Fie f(x) = e cuxe [-1,1] Pastrand notatiile anterioare, pentru x, = -1,
x;=¢=0, x,=1, n=2 deducem expresia polinomului de interpolare L, (x) ( formula (14) ) si a
polinomului de aproximare Taylor T ,(x) ( formula (37) ), anume

L) =(x -x)/(2e)+(1-x)+(x +x)e/2 T, =1+x+x /2 (39)

Urmatorul program determina valorile polinoamelor de aproximare L,(x), T,(x), rezultatele

obtinute fiind centralizate in Tabelul 5.

REM Compararea aproximarilor Lagrange si Taylor
DECLARE FUNCTION T2! (x!) : DECLARE FUNCTION L2! (x!)

FOR x=-1.0 TO 1.0 STEP 0.1 : PRINT EXP(x) , L2(x) , T2(x) : NEXT x
FUNCTION L2 (x) : e=2.718282

L2=(x*x-x)/(21*e)+(1-x*x)+(x*x+x)*e/2!: END FUNCTION
FUNCTION T2 (x) : T2=1+x+x*x/2!: END FUNCTION

Datele listate in Tabelul 5 confirma Observatia 8.
In adevar polinomul de interpolare L,(x) definit de punctele x,=-1, x, =0, x,=1 este

“exact” in aceste puncte, anume Lz(xj.) = f(xj) , J€ {0, 1,2} (conditia (12)). Aproximatiile date d¢
polinomul Taylor T,(x) in punctele x, si x, au erori mari ( Tabelul 5) In jurul punctelor x, si \
s¢ va prefera aproximarea functiei f(x) prin polinomul de interpolare Lagrange L (x) si nu utilizaica

, BETILER
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polinomului Taylor T,(x) (a se vedea Tabelul 5 ). In schimb polinomul Taylor T,(x) definit de

punctul ¢ =0 aproximeaza mai precis valorile functiei f{(x) atunci cind x este intr-o vecinatate a lui
¢ . Din Tabelul 5 reiese clar ca pentru -0.6 <x <0.6 se va prefera aproximatia Taylor T(x) in locul

aproximarii Lagrange L,(x) .

Tabelul 5. Compararea valorilor polinoamelor de aproximare L,(x) si T,(x)

( expresiile (39) ) pentru functia f{x) = ex, xe[-1,1].

X -1.0 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4

f(x) 0368 | 0407 | 0449 | 0497 | 0549 | 0.607 | 0.670
Lx) | 0368 | 0382 | 0407 | 0443 | 0490 | 0548 | 0617
T,x) | 0500 | 0505 | 0520 | 0545 | 0580 | 0.625 | 0.680
X -0.3 0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

f(x) 0741 | 0819 | 0905 | 1.000 | 1.105 | 1.221 | 1.350
L(x) | 0696 | 0787 | 0888 | 1000 | 1123 | 1257 | 1.401
T,x) | 0745 | 0820 | 0905 | 1000 | 1.105 | 1220 | 1345
X 04 | 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

f(x) 1492 | 1.649 | 1822 | 2014 | 2226 | 2460 | 2.718
Lx) | 1557 | 1723 | 1901 | 2.089 | 2288 | 2498 | 2718
T,(x) | 1480 | 1625 | 1780 | 1.945 | 2120 [ 2305 | 2500

6. Aproximari in medie patratica

Definitie. Un spatiu euclidian E peste corpul R este un R-spatiu vectorial pe care s-a
definit un produs scalar <., . >:ExE - R. Functia <., .> are proprietatile :
1). <v,w>=<w,v>, V v,weE (comutativitate )
2). <v,v>20,VvekE ( pozitiv definita )
VveE, <v,v>=0, o v=0g

3). VaeR, VvweE = <av,w>=a<v,w> ( biliniara )
Vuyvwe E = <utv,w>=<uy,w>+ <v,w> (40)

Elementele spatiului euclidian E se numesc vectori iar o € R este scalar.

Definitie. Un sistem de vectori Wg, W;, W,,...,w € E sunt liniar independenti daca
pentru orice @, q;,d,, ..., a, € R astfel incat AgWog T o, W, +a,w, + . +a w, =0,
rezulta obligatoriu oy =0, =a,=...=a, =0,.

Pe un spatiu euciidian E definim functia “norma”™ ||.||:E 2 R prin ||v|=(<v,v> )1 !

» V v e E, ce are urmatoarele proprietati derivate din caracteristicile (40) ale produsului scalar :
1). |vll20, V veE

- 106 -

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Aproximarea functiilor

VveE, ||vl|=0, & v=0,
2). VaeR, V,veE = Jlavi=la] |v]
3), VuveE = |Jutvi|<|u] + ||v]l (inegalitatea triunghiului) (41)

Propozitia 14. Fiind dati in spatiul euclidian E vectorii liniar independenti w,, w, , w,,

w_atuncipentruonce v € E exista o, a;,0,, ..., a

. - unic determinati in R astfel incat

h(vioy,a;,0,,.,a, )=inf{h(v;B,,B,,B,,...B,) | Bj eR, 0<j<m) (42)
functia h fiind precizata de expresia
h(v;ao,al‘az,...,a’" =“V‘B0W0'BIWI‘B2W2'...'B’"W’"” (4‘;)
Demonstratie. Functia h definita de (43) poate fi adusa la forma
m m m

h (B0, B B B) = V=D Biwll= <v=D Biw,, v= Bow > =
k=0

j=0 j=0

=<V v>+zz,Bj Be<w; wk>—22ﬂj<w , (44)

Jj=0k=0
Forma patratica (44) este nenegativa si mﬁmt derivabila in argumentele @, 0<)<m.
Pentru un vector v € E fixat, minimul functiei h este efectiv atins pentru valorile reale o, o, , «,,
, @, ceanuleaza derivatele partiale ale lui f, adica
dh(v,ag,ay, az,...,ay)
Jda .
Tinand seama de forma (44) a functiei h, cele m + 1 relatii (45) ne conduc la un sistem liniar

de m+ 1 ecuatii in necunoscutele a,,,a,,,, ..., 0, , anume

=0 vV 0<j<m (45)

Up<Wy,Wp> + 0, <wp,W; >+ 0,<w;,wy>+  + o, <w,w, >=<w, v>
a0<w1,w0>+a1<w1,w,>+a2<wl,w2>+ +am<wl,wm>=<w1,v>
Ug<Wy,Wg> T 0, <V, W, >+ 0,<wy,w,>+  +a, <w,,w,>=<w,v>
a0<:Wh,\N0> + al<2wh,\yl> + a2<ﬁwm,\N2> + + am<:“%‘,“%'> = <\~m‘v2>
(40)

Propozitia 14 este astfel demonstrata deoarece sistemul liniar (46) admite solutie unica,
determinantul sau principal A fiind nenul.

In adevar, daca vom presupune prin absurd ca determinantul A esie nul atunci exista ¢, ¢, ,
¢,, ..., ¢, numere reale, nu toate nule, astfel incat pentru orice 0 <k <m sa avem
CHo<Wi, Wp> + c <w,w; >+ c,<w,,w,>+ .. +tc <w,w, >= 0 47)
Utilizand cele m + 1 relatii (47) obtinem
m m m m m
2 N — -— —_ J
||chwj|| =<zckwk-2‘jwj>—2‘1\ Z/<Wk W, —ZCk.O_O (48)
j=0 k=0 Jj=0 k=0 \j=0 k=0
m
Tinand seama de proprietatea 1.b a normei, din (48) rezulta ZL'j w; =0 faracatoti
J=0

w_sunt liniar dependenti tapt ce

coeficientii c; sa fie nuli. Prinurmare vectorii w, , w, , w,, ..., w,_

contrazice ipoteza propozitiei.
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Observatia 9. Vectorul z =a,w,+ a,w, + a,w, +...+ o, w, , unde coeficientii
o, 0 <j <m, sunt solutiile sistemului (46) constitue “cea mai buna aproximatie in medie patratica” a
vectorului v exprimata in raport cu vectorii liniar independenti w,, w,, w,, ..., w,_.

Exemplul 5. Pentru w, € E fixat vom determina valoarea parametrului o, € R astfel incat
vectorul z,=a,w, safie cea mai buna aproximatie in medie patratica a vectorului v € E .

Cum m =0, sistemul (46) se reduce la ecuatia o, <w,, w,>=<w,,v> sideci
Zo=(<W0’V>/<W0’W0>)W0 49)

Exemplul 6. Considerdnd vectorii w, si w, liniar independenti sistemul (46) devine
Oy <w,,w,> t o, <wW,,W;> = <wy,v>

(50)

oy <W;,Wy=> + a1<wl,wl> =<w,,v>

a carui solutie este
<Wy,V><W, W > — <W],V><Wy,w >

ay =
<wWg,Wo><w,w > — (<w0,wl >)

<W|,V><Wy,Wg>— <Wg,V><W,,Ww > (5])

al= )
<Wg,Wg><Ww,W> —(<W0,WI>)

Vectorul z;=a,w, + a; w,, unde coeficientii a,, si a, sunt dati de formulele (51),
constitue cea mai buna aproximatie in medie patratica pentru elementul v € E. Aproximarea z, se

bazeaza pe vectorii liniar independenti Wy sl w, .
Aplicatia S. Fie E,; spatiul euclidian al functiilor continue pe intervalul [a,b],

E,={f:[a,b] >R | f continua }
cu produsul scalar <.,.>,: E;xE; > R definit de formula

b
1
<f.g> =3 [1080) a v fgeE, 52
a
Norma |[.||,: E; > R introdusa de produsul scalar <., .>, este data de expresia
1 b
0= 5= [ 2w a v feE, (53
a

Consideram elementele w,, w, € E,; definite prin w,(x)=1, w, (x)=x, V a<x<b.
Se constata ca functiile w, si w, astfel definite sunt liniar independente.

Pentru o functie arbitrara f € E; se obtin aproximatiile z, (x) = o, w, (x) ( formula (49) ) si
z; (x) =0, Wy (x) + a; w; (x) unde coeficientii a;, a, au forma (51). Prin calcul direct deducem

b
1
zo(x)=m‘|‘f(t)dt z,(x)=0a, ta,x V xe[a,b] (54)

unde

b b
g = —— 4@ +ab+8?) [ f@y i - 6(a+5) [1/(y s

CG-a)
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b
a = 3 lZth(l)dl - 6(a+b)If(r)dt (55)
(b-a) . .
Exemplul 7. Fie flx)=€¢ , w,(x)=1, w, (x)=x, a=0<x<1=b. Cum

1 1
Ie' dt = e-1 , jle' dt =1, din(54) s1 (55) deducem
0 0

z,(x)=¢e-1 z,(x)=(4e - 10) + (18 - 6¢e)x vV 0<x<1 (56)

functiile z, (x) si z; (x) fiind cele mai bune aproximatii in medie patratica pentru functia e
Aplicatia 6. Pentru a <x,<x, <x,<.. <x ,<x <b, consideram spatiul euclidian E,
E,={ f:{x;,%x;,%,,...,%,} 2 ™}, cuprodusul scalar <., >,:E,xE, 2 R,

m
1
<f.8>=——D f(x)8lx) v fgek, (57)
j=0
Produsul scalar <., .>, induce pe spatiul E, norma || .||, avind forma
l n
2
1Sl = 2.2 v feE, (58)

m+1 &

Pentru orice 0 <k <m vom folosi notatiile w,, =w,(x,), w, =w,(x,), y, =flx,)
Conform relatiilor (49) si (51) rezulta aproximatiile z,; (x) si z, (x) ale functiei f(x), unde

m m

2

zop = 2o(xg) = Wok ZWijj / Zwoj'
J=0

J=0
z2,=z,(x,)=0yWy + o, W, V O0<ks<m (59)
Aplicdnd formulele (51) sunt determinati coeficientii o, a., ce caracterizeaza expresiile (59),
anume
m m m m
2
ZWOI Vi ZWU - ZWU i ZWOJ W1
j=0 j=0 j=0 j=0
@ = 2
m ) m m
$i) S0t - S
j:O j=0 j:O
m m
ZWU Yj ZWOJ ZWOJ Yj Z“’OJ Wij
q = 2 (60)
m )
Jj=0 j=0 j=0
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Exemplul 8 (Ecuatia de regresie liniara ). Daca in Aplicatia 6 vom considera cazurile
particulare w, (x) =1 si w, (x)=x atunci aproximatiille z,(x), z, (x) (relatiile (59) ) pentru
functia f(x) sunt de forma

m

zo = 20(Xg) = ZWOj}’j /n
j=0
z“\,=zl(xk)=a0 +oa;x, V 0<k<m (61)
unde parametrii o, si o sunt obtinuti dupa formulele (60), adica
m m m
(m+1) ij Yi| ~ Z"j Zy/
a = \ 2
m ) m
(m+1) ij - X;
j:O j:O J
m m s m ) m m m
Z Yj ij - Z"j Yj ij Z)’J ij
j=0 j=0 j=0 /\j=0 j=0 j=0
= a 62
* m m 2 m+1 m+1 ! (62)
: 2
(m+1) ij Z X
j= j=0

Relatia z;, =a, + a;x, , cu coeficientii a,, 0 precizati de (62), defineste ecuatia de
regresie liniara pentru punctele P, (x,,y,) cu y,=f(x, ), 0sk<m.

Dreapta de regresie y =a,, + o, x exprima de fapt tendinta norului de puncte
{(P(x,y) | 0<k<m}.
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Polincame Ccbisev
POLINOAME CEBISEY

1. Proprietati

Datorita unor proprietati specifice, polinoamele Cebisev joaca un rol deosebit la gasirea unor

bune aproximatii . In continuare vom trece in revista cateva caracteristici ale acestei clase de
polinoame.

Definitia 1. Notamcu T,(x) functia T, :[-1,1] > R, ne N, definita prin formula
T, (x) = cos ( narccos(x)) , -1<x<1 @)
In urma unui calcul elementar deducem T,(x)=1, T,(x)=x. Functile T,(x) sunt
cunoscute in literatura de specialitate sub denumirea de polinoame Cebisev.

In egalitatea trigonometrica  cos((n+1) t) + cos((n-1)t) = 2 cos(nt) cos(t) facind
t = arccos(x) rezulta:

Propozitia 1. Functille T,(x) pot fi obtinute utilizand relatia de recurenta

T, =2xT,(x) - T, ; (%) unde T,(x)=1, T(x)=x (2)
Astfel
2
T,(x) = 2x T, (x) - Ty (x) = 2 X - ] T,()=2xT;(x)-T,(x)=8x -8 x +1
T,(0)=2xT,() - T, (x)=4x -3 x T,(x)=2xT,(x)- T,(x)= 16X -20x +5 x
Propozitia 2. Functiile T,(x) sunt polinoame de gradul n in care coeficientul lui x este
2"-1 pentru orice n > 1. In plus sunt satisfacute relatiile
T, (-x) = (-1)' T,(x) IT,(x)|<1 Vx, -lsx<l 3)
T"(x].) =0 daca xj.=cos((2j+1)7t/(2n)) , 1J=0,1,2 ..., n-l (4)

Justificarea faptului ca functiile T,(x) sunt polinoame rezulta imediat aplicind metoda
inductiei matematice si tindnd seama de formula recurenta (2).

. . I - . . .
Folosind relatia (2) deducem coeficientul lui x " din T, . ;(x) ca fiind dublul coeficientului

lui X din polinomul T,(x) . Dupa n iteratii se obtine in final valoarea 2 pentru coeficientul
. 1 . .

monomului X" al polinomului T, ,(x) .

Cum cos (n (n-x)) = (-1)'l cos(nx), |cos(y)| <1, aplicind Definitia 1 rezulta relatiile (3)

Pentru X; = cos ((2jt1)n/(2n)), 0<)<n-1,avem

T"(xj) = cos ( n arccos (xj ) = cos((2j+1)m/2) =0

In plus cantitatile X; = COS ((2j+1) =/ (2n) ) sunt toate distincte. Asadar toate cele n zerouri X, ale
polinomului Cebisev T,(x) sunt numere reale si distincte in intervalul [-1,1].

Propozitia 3. Punctele t,=cos(kn/n), -1<t, <1, k=0,1,2, ... n, verifica egalitatca

k
T, () =(-1) (5)

t, fiind punct de extrem pentru polinomul Cebisev T, (x) de gradul n.

Demonsiratie. T, (t,) = cos (n arccos (cos (k t/n))) = cos (kn) = (-l)k , VkeZ.

Fie P _ n + n-1 + n-2 + + 2 + + . _
ie P (x)=a,x +a x a, X ...+ta ,x +a, ,x+a unpolinom oarecare de grad

n avand coeficienti reali. Notam cu D, (x) polinomul de grad n obtinut prin multiplicarea
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-1 . n-1 . .
polinomului Cebisev T, (x) cu factorul a,/ 2" ,adica D (x)=(a,/2 )T, (x). Princonstructia

efectuata ambele polinoame P, (x) si D,(x) au acelasi coeficient a, al monomului X

Propozitia 4. Pentru orice polinom P (x) este adevarata inegalitatea

sup{ |P(x)|; -1sx<1}2sup{|D,®]|; -1<x<1} (6)

Demonstratie. Deoarece polinoamele P (x) si D (x) de grad n au acelasi coeficient a;
pentru monomul de grad maxim rezulta ca polinomul Q(x) =P, (x) - D,(x) are gradul cel mult n-1.

Vom demonstra relatia (6) prin procedeul reducerii la absurd. Astfel presupunand adevarata
inegalitatea contrara lui (6), adica sup { [P, (x)| ; -1 <x<1} <sup{|D,(x)|; -1<x<1},
vom ajunge in final la o contradictie.

Deoarece sup { |P (x)|} < sup{|D,(x)|} unde x € [-1, 1] deducem ca polinomul
Q(x) nu este polinomul identic nul ( caci in caz contrar P, (x) =D, (x), V x € [-1, 1] si deci nu
putemavea sup { |P (x)]} <sup{[|D, ()|}, -1 sx<1 ).

Din (3) si (5) obtinem sup { |D,(x)| ; -1<x<1}=[D,(t)]|, unde t,=cos(kn/n),
-1<t,<1, k=0,1,2, .., n. Tindnd seama de ipoteza facutarezulta |D,(t, )| > |P,(t.)],
oricare ar fi 0 <k <n. Aplicidnd Propozitia 3 deducem D (t. 1) D,,(tj) <0, 1<j<n. Asadar
pentru orice 1 <j<n este adevarata inegalitatea Q( 1) Q(t) (P p)-D,_)]I[P n(tj) - D"(tj.) ]
< 0. Prin urmare functia continua Q(x) are cel putm n zerour in intervalul [-1, 1] deoarece s-au
pus in evidenta n+1 variatii de semn n punctele t,, -1 <t, <1, 0<k<n. Cum Q(x) este un
polinom de grad strict mai mic decat n ce are insa mai mult de n-1 zerouri pe intervalul [-1, 1]
rezulta ca polinomul Q(x) este identic nul, fapt ce contrazice deductia anterioara ( Q(x) nu este
polinomul identic nul ). i

Asadar s-a ajuns la o contradictie fapt ce demonstreaza ca presupunerea “prin absurd” facuta
este falsa, Propozitia 4 fiind astfel adevarata.

Observatia 1. Propozitia 4 prezinta o importanta deosebita. Astfel dintre toate polinoamele
P(x) de acelasi grad n ce sunt normate corespunzator pentru a avea acelasi coeficient al monomului

x de grad maxim, valorile polinomului Cebisev asociat au cea mai mica fluctuatie in jurul lui zero.
Asadar polinoamele Cebisev pot fi cu succes utilizate in operatiuni de aproximare prezentand o
fluctuatie minima in raport cu toate celelalte polinoame de acelasi grad.

Observatia 2. Functia h(x)=(2x-b-a)/(b-a) realizeaza o bijectie intre intervalele
[a,b] si [-1, 1]. Acest lucru face posibila extinderea rezultatelor anterioare pentru polinoame
definite pe un interval oarccare [a, b] . In aceasta situatie polinoamele Cebisev C,(x) definite pe
[a, b] vor fi date derelatia C,(x) =T, (h(x)) =T, ((2x-b-a)/(b-a)) , Vx, a<x<b.

In cele ce urmeaza vom pune in evidenta si o alta proprietate importanta a polinoamelor de tip
Cebisev. Astfel la studierea formulelor de aproximare intr-un spatiu ( liniar ) euclidian E este de
dorit ca “vectorii” de referinta sa fie ortogonali. Utilizarea intr-un spatiu euclidian a unei baze de
referinta ortogonala simplifica calculul coeficientilor ce dau “ponderile” elementelor unei baze la
explicitarea unui “vector” arbitrar al spatiului liniar. In plus acuratetea estimarilor este mai mare in
cazul in care in acest proces de aproximare baza de referinta este ortogonala. Mentionam faptul ca
polmoamele Cebisev sunt ortogonale intr-un sens ce va fi precizat in continuare.

Caracteristic unui spatiu euclidian E (Snlov 1983, p. 243) este prezenta unei forme biliniare
pozmv definita ( denumita prod: s scalar, <.,.>:ExE > R)cu ajutorul careia se poate construl

12
l.fl: E =2 R, , anume || v || =<v,v> | YveE. Existenta unei norme pe
un spatiu liniar E oarecare prezinta avantajul ca orice doua elemente v, w ale spatiului E pot fi
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comparate prin stabilirea raportului dintre “valorile” || v||, || w || atasate “vectorilor” respectivi

Concret, considerand spatiul E = { f:[-1,1] & R, f continua } vom introduce
produsul scalar (Silov, 1983, p. 243), <.,.>:ExE - R, ce este definit prin formula
1

<f,g>=jf(x)g(x)/ 1-x? de Vi geE (7)
1
Pentru produsul scalar (7) construimnorma ||.||: E 2 R,
0 =<ff>= [ r2@i-2 V£ ek (8)
1

Propozitia S. Polinoamele Cebisev T,(x), n >0, satisfac urmatoarele relatii :

0o k+n, kneN
1 () 1 (x) dx T pentru k=n=0 9)
\/1° nl2, pentru k=n=0
Demonstratie. Relatiile (9) vor fi justificate prin calcul direct. La estimarea valorilor unor

212
integrale se va folosi transformarea de variabila t = arccos (x) cazincare dt=-dx/(l-x")
In adevar

<n.n>=j
-1

j%uﬂunm

) \/]—_x[ = j \/-—— = arcsin(1) - arcsin(-1) = &

Pentru orice n € N* avem

<, %> =

1 1
. I T,(x) T, (x) di I cos? (n arccos(x) ) dx
< , > = =
e ! \/1—x2 : 1-x?

1 |
_[ 1+ cos(2n arccos(x) ) ux J‘ cos(2n arccos(x) ) dx

et [k [

0
arcsin(1) — arcsin(-1) J‘ cos(2nt) dt
2 2

I

sin(2n7) —sin(0)
4n B

il

n n
= — + —_
2 2
n
Daca n,k e N, k#n, atunci

LT j‘ T (x) 1,,(x) dx '1[ cos(k arccos(x))cos(n arccos(x)) dx
<l ,1,>= =
‘ M e 1-x?
n

B j‘ cos(k ) cos(nt) di = J‘ cos((n+k)t) ; cos((n—k)1) =

'zr 0
_sin((n+k)m) - sin((n + k)0) sin((n - k)m) - sin((n-k)0) _ o
) 21+ k) ¥ 2(n—k) -

Definitin 2. ( Silov, 1983, p.246 ). Functiile f, g €E sunt ortogonale daca ~ 1, g U
Din Propouzitia 5 ( formulele (9) ) rezulta :

0

. - 1y -
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Corolarul 1. Polinoamele Cebisev T (x), n >0, sunt ortogonale doua cate doua in sensul

Definitiei 2, considerand produsul scalar (7) .
Observatia 3. Pe spatiul liniar E = { f:[-1,1] - R, f continua } produsul scalar nu
este unic. Astfel putem defini functia <.,.>,:ExE - R prin formula

<f,g>o=If(X)g(x)cbr VfgeE (10)
-1
Propozitia 6. Pentruorice k,n € N, k#n, avem
0 ; pentru k +n impar 1
T | ROGWd ={_ 11
-1 1—(n+m) 1-(n—m)

, pentru k+n par

Demonstratie. Facand substitutia t =arccos (x) ,adica x=cos(t), te [0, n], obtinem
dx = -(1-x") " dt = -sin(t) dt. Asadar pentru k # n rezulta

1 0
<y, 1T,> = J Ty (x) T,(x) dx = —I(— sin(t)) cos(kt) cos(nt) dt =

% [sin((1+n+m)t)+ sin((l+n-m)t) +sin((l-n+m)t) + sin((l—n—m)t)] dt

O Cmm——

Dezvoltind aceasta expresie ca o suma de integrale si folosind relatia
“ a
' 1 - (-1 0 ; pentru a par
Ism(at) dt = ——— = ,
a 2/a pentru a impar
0

se obtine in final formula (11).
Corolarul 2. In raport cu produsul scalar (10), polinoamele Cebisev de grad par sunt
ortogonale cu polinoamele Cebisev de grad impar. In cazul folosirii produsului scalar <.,.>,

polinoamele Cebisev numai de grad par ( sau numai de grad impar ) nu sunt ortogonale intre ele .
Reamintim faptul ca in raport cu produsul scalar <., .> dat de relatia (7) toate polinoamele
Cebisev distincte, de grad par sau impar, erau ortogonale ( Corolarul 1 ).
2. Aplicatii

2.1. Obtinerea coeficientilor polinoamelor Cebisev

Aplicatia 1. Bazat pe formula recurenta (2), programul BASIC urmator permite calcularea
coeficientilor unui polinom Cebisev T,(x) avidnd un grad n specificat, n e N .

REM Calculul coeficientilor unui polinom Cebisev de grad n

INPUT "n="; n: OPTION BASE 0: DIMvi(n+ 1), v2(n+ 1), v3(n+ 1)
vI(0) = I: v2(0) = I: v2(1)=0: v3(0) = 1: v2(1)=0

IF ((n=0) OR (n = 1)) THEN GOTO 1

FORk =2 TOn: vi(k)=0

FORj=0TOk - I: v3() =2 * v2(j): NEXT j
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FORj=0TOk - 2: v3( +2)=v3( +2)-vI(): NEXT
FORj=0TOk- 1: v1() = v2(): NEXT
FOR;=0TOk: v2()) = v3()): NEXT j
NEXT k
1 : PRINT "Coeficientii polinomului Cebisev incepind cu monomul de grad maxim "
FORj=0TOn: PRINT v3(); "; ";: NEXT j: PRINT

Prezentul program, implementat ca o subrutina, poate fi cu succes utilizat in probleme de
interpolare si prognoza.

Exemplul 1. Ruldnd programul descris in Aplicatia | s-au obtinut rezultatele de test

n=? 10
Coeficientii polinomului Cebisev incepind cu monomul de grad maxim
512 ; 0;-1280; 0 ; 1120 ; O ; 400 ; 0 ; 50; O ; -1 ;

In literatura de specialitate este mentionat polinomul Cebisev T, (x) ca fiind de forma ( Rade,
Westergren, 1990, p. 232)
10 8 6 i 4 2
T,p(x)=512x -1280x +1120x -400x +50x -1
fapt ce este in concordanta cu rezultatele listate de programul BASIC precedent ( Exemplul 1 ).

2.2. Determinarea valorii unui polinoin Cebisev intr-un punct dat

Un polinom Cebisev T,(x) ia valori relativ mici, numai in intervalul [ -1, 1], pentru orice
-1 £ x < 1. In schimb coeficientii polinomului T, pot Jua valori deosebit de mari ( de exemplu
. .oon . n-1 ..
coeficientul lui x din T,(x) este 2, Propozitia2).
In aplicatiile practice suntem adesea interesati in a evalua T, (a) pentru o valoare fixata a,

a€[-1,1] Concret, in vederea obtinerii lui T,(a) vom opta pentru urmatoarele variante : folosirea

relatiei de recurenta (2) sau aplicarea schemei lui Horner pentru calculul valorii unui polinom ai carui
coeficienti sunt cunoscuti.

In prima varianta vom considera T, (a) =s, , termenii sirului { s; } I fiind dedusi recurent dupa
tormula S.p=2as-8 respectdnd conditiile initiale s, =1 si s,=a.

In cea de a doua varianta, conform schemei lui Horner pentru policomul

n n-1 n-2 2
T,(x)=byx +b,x +b,x +..+b,,x +b,  x+b,

avem T (a)=v, unde v,=b, iar v,=av, +bj., j=1,2,...,n.

Aplicatia 2. Programul BASIC urmator estimeaza valoarea T,,(a), a€ {-1.0,-09,-08,
..., 1.0} urménd cele doua variante mentionate. Pentru calculul termenilor s, si v, este nevoie de
a se opera la fiecare iteratie j, 1 <j<n, numai cu cel mult doua valori anterioare ( adica Si1 8
respectiv Vil ) fapt de care s-a tinut seama la proiectarea programului ( nu s-a retinut memorie pentru

toti termenii sirurilor { s; }j A V; }j, variabilele s si v fiind scalari si nu vectori ).
REM  Calculul valorii unui polinom Cebisev in punctul x

DATA 10,512,0,-1280,0,1120,0,-400,0,50,0,- 1
READ n: OPTION BASE 0: DIM b(n)

- LIS -
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FORj=0TO n: READ b(j): NEXT j

PRINT "Polinom Cebisev de grad "; n

FOR ja=0TO 20: a=-1l+ja/10!: sl =1: s2=a
FORj=2TOn: s3=21*a*s2-sl: sl = s2: s2 = s3: NEXT )
v = b(0): FORj=1TOn: v=v*a+b(): NEXT j

PRINT USING "##.# ; #HHHBRHE,  H# HEHHH B HHHEY, A, 83, v, 83 - v
NEXT ja

Exemplul 2. In Tabelul 1 sunt precizate estimatiile s, , v,, ale valorii polinomului Cebasev
T,,(a) folosind programul BASIC proiectat in Aplicatia 2. Constatam cu surprindere o diferenta
intre valorile estimate datorata cumularii erorilor de rotunjire. Reamintim faptulca T,(x) e [-1,1],
iar coeficientii bj , 0<j<n, ai polinomului Cebasev T,(x) iau valori absolute foarte mari ce cresc
proportional cu gradul n al polinomului.

Tabelul 1. Estimatiile s,,, v,, pentru T,,(a) prin iteratie directa sau folosind
schema lui Horner ( Aplicatia 2 )

a S10 V1o S10= V10 a $10 V10 S10- V10
-1.0{ 1.000000 { 1.000000 | 0.000000 | -0.9} -0.200747 | -0.200754 | 0.000007
-0.8| 0.988497 [ 0.988490 | 0.000007 | -0.7| -0.099840 | -0.099840 [ -0.000000
-0.6 | -0.988497 | -0.988494 | -0.000003 | -0.5| -0.500000{ -0.500000 | 0.000000
-0.4 | 0.562346 | 0.562346 | 0.000000 { -0.3| 0.995523 { 0.995523 | -0.000000
-0.2 | 0.428456 | 0.428456 | 0.000000 { -0.1| -0.538893 | -0.538893 | 0.000000

0.0 -1.000000 | -1.000000 { 0.000000 0.1 -0.538893 | -0.538893 | 0.000000

02| 0.428456 | 0.428456 | 0.000000 0.3 ] 0.995523 | 0.995523 | -0.000000

0.4 | 0.562346 | 0.562346 | 0.000000 0.5] -0.500000 | -0.500000 | 0.000000

0.6 | -0.988497 | -0.988494 | -0.000003 0.7 -0.099840 | -0.099840 | -0.000000

0.8 0988497 | 0.988490 | 0.000007 0.9| -0.200747 | -0.200754 | 0.000007

1.0 1.000000 | 1.000000 | 0.000000

Observatia 4. Pentru marirea acuratetii in evaluarea lui T,(a) se vor evita pe cat posibil
operatiile aritmetice directe cu coeficientii bj , 0 <j<n, ai polinomului . In acest context vom prefera
varianta T,(a)=s,, unde Sv1= 2a s;- 8., aceasta deoarece valorile termenilor a, S 8; sunt
comparabile (a, S0, € [ -1, 1]). In aceasta situatie erorile de rotunjire sunt relativ mici ( pentru

detalii a se vedea : Donald E. Knuth, Tratat de programare a calculatoarelor - Algoritmi seminumerici.
Editura Tehnica, Bucuresti, 1983 ).

In nici un caz nu vom aplica schemei lui Horner pentru estimarea lui T,(a) =v,, . Intr-o astfel
de situatie vom asista la 0 cumulare substantiala a erorile aritmetice de rotunjire prin efectuarea unor

calcule de tipul vi=av + bj , urde a. Vip.Viel-l,1] iar ijl poate fi deosebit de mare (

n-1 . . o . c oA
de exemplu b, =2 ). Mentionam totodata si o posibila sursa suplimentara de erori, in faza de
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initializare a procedurii de calcul, prin retinerea unui numar insuficient de cifre semnificative la

memorarea valorilor coeficientilor bj , 0<j<n, ai polinomului T, (x).

Tabelul 2. Estimatiile s, v,5 pentru T, (a) prin iteratie directa sau aplicand
schema lui Horner ( Aplicatia 2 )

a St5 Vis S15-Vi1s a 515 Vis S15-Vis
-1.0{ -1.000000 | -1.000000 | 0.000000 ; -0.9| -0.885969 | -0.885550 | -0.000418
-0.8| 0974179 | 0.973928 | 0.000251 | -0.7 | -0.804842 | -0.804838 | -0.000G604
-0.6 | -0.225776 | -0.225788 | 0.000012 [ -0.5| 1.000000 | 1.000000 | 0.000000
<041 -0.110208 | -0.110206 | -0.000002 | -0.3 | -0.989935 | -0.989936 | 0.000001]
-0.2 ] 0.120927 | 0.120927 | 0.000000}{ -0.1| 0.997669 | 0.997670 { -0.000000

0.0| 0.000000 ; 0.000000 [ 0.000000 0.1] -0.997669 | -0.997670 | 0.000000

0.2] -0.120927 | -0.120927 | -0.000000 03} 0989935 (| 0.989936 | -0.000001

04| 0.110208 | 0.110206 | 0.000002 0.5| -1.000000 | -1.000000 | 0.000000

06| 0225776 { 0.225788 | -0.000012 0.7 0804842 | 0.804838 | 0.000004

0.8 -0.974179 | -0.973928 | -0.000251 09| 0.885969 | 0.885550 [ 0.000418

1.0 1.000000 [ 1.000000 | 0.000000

Tabelul 3. Estimatiile s,, , v,, pentru T,,(a) prin iteratie directa sau folosind
schema lui Horner ( Aplicatia 2 )

a $20 V20 207 V20 a 520 V20 520" V20
-1.01 1.000000 | 1.000000 [ 0.000000 [ -09} -0.919401 | -0.967986 | 0.048584
-0.8| 0.954251 | 0.964127 | -0.009876 | -0.7| -0.980064 | -0.981753 [ 0.001689
-0.6| 0954251 [ 0.954555 | -0.000304 | -0.5| -0.500000 1 -0.500000} 0.000000
04| -0.367533 | -0.367552| 0.000019 | -031] 0982130 ,; 0.982129 | 0.000001
-0.2 | -0.632851 | -0.632851 | -0.000000| -0.1| -0.419189 ( -G 419189 | 0.000000
0.0| 1.000000 | 1.000000 | 0.000000 0.1| -0.419182 | -0.419189 | 0.000000
02 -0.632851 | -0.632851 | -0.000000 03| 0982130 | 0.982129 | 0.000001
04| -0.367533 | -0.367552 | 0.000019 0.5 -0.500000 | -0.500000 | 0.000000
0.6 0954251 | 0.954555 | -0.000304 0.7 -0.980064 | -0.981753 | 0.001689
0.8 0954251 | 0.964127 | -0.009876 09| -0919401 | -0.967986 | 0.048584
"~ 1.0| 1.000000 | 1.000000 | 0.000000

Observatin §. O crestere a gradului n al polinomului T,(x) va amplifica diferenta dintre
estimatiile s si v, obtinute in varianta iterativa, respectiv prin schema lui Horner. Tabelele 2 si 3
exemplifica experimental aceasta afirmatie, diferenta s, - v, crescind surprinzator pentru T, (x)

’ - 17 -
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In toate cazurile studiate (n € { 10, 15, 20 } ) eroarea maxima a rezultat pentru a=0.9
respectiv a =-0.9 .
Constatam experimental ca relatiile de simetrie T,(x) =T, (-x) pentru n par, respectiv T, (x)

=.T, (-x) pentru n impar, se mentin si in cadrul diferentei s, - v, , dintre cele doua estimatii ale lui
T, (x), ne {10,1520}.

2.3. Alegerea punctelor de interpolare pentru polinomul Lagrange

Fie f:[a,b] = R o functie derivabila de nt+1 ori ce se doreste a fi aproximata pe
intervalul [a,b] cuunpolinom L (x) degradul n, astfel incatin n+1 puncte date X;, <X, <b

, sa avem egalitatea f(xj) = P"(xj) , 0<j<n. In capitolul dedicat aproximarii functiilor a fost
discutata forma polinomului de interpolare Lagrange L (x) precizandu-se o evaluare a restului R (x)
rezultat in urma operatiunii de aproximare a functiei f{(x),

R,() =09 - L0 = (£ @/ (n+ 1)1 ]1W,, () (12)
unde a € (a,b) iar polinomul W, ,(x) depinde de cele n+1 puncte de interpolare X; specificate,
W, 0=(x -xp)(x - %x,)(x-%)...(x-x%,,)(x-Xx,) (13)

Daca M, ;= sup {| t(n+1)(x) | , a<x<b} atunci
sup{|R,(x)|, a<x<b} <[M, ,/(nt])!] sup{|W,, ,(x)|, asx<b} (14)

Eroarea facuta in procesul de interpolare se va micsora daca fluctuatiile polinomului W, _,(x)
in jurul lui zero vor fi cat mai mici. Acest lucru se va realiza in situatia in care punctele de interpolare
X; sunt chiar cele n+1 zerouri ale polinomului Cebisev C, , ,(x) ce este definit pe intervalul [a, b |(
Propozitiile 2-4, Observatia 2 ). In acest caz, cum polinoamele W, ,(x) si C, ,(x) degrad n+l
au aceleasi zerouri rezulta ca ele difera numai printr-un factor de proportionalitate A, adica W, , ,(x)
=AC,,(x), Yxe[a,b]. Deocarece C  ,(x)=T,, ((2x-b-a)/(b-a)) iar coeficientul

. on+l . .. 2n+1 +1
monomului x' ~ din polinomul T, , ,(x) este 2" ( Propozitia 2 ) deducem ca 2 " (b - a)" este

factorul monomului de grad maxim a polinomului Cebasev C, , (x) . Asadar pentru a<x<b avem

W, =[b-2)"" 712" 1¢,,00 = (-2 12" 1T, (2x-b-2)/ (b-2)

Tinénd seamaca |T,, ,(t)|<1, Vte[-1,1] (Propozitia 2 ), egalitatea anterioara
conduce la urmatorul majorant pentru restul de interpolare dat de (14) :

Propozitia 7. In cazul folosirii zerourilor polinoamelor Cebisev drept noduri de interpolare
atunci valoarea maxima a restului aproximarii Lagrange satisface inegalitatea

n+l n+1
sup { | f00)-L,(x) |, asx<b) < [(b-2)" M, 1/[2" (n+1)1] (15)

Observatia 6. Ultilizarea zerourilor polinoamelor Cebisev ca puncte de interpolare mareste
substantial acuratetea aproximarilor. S-ar putea insa ca alegdnd alte puncte de interpolare sa se obtina
rezultate mai precise. In adevar, considerdnd o functie oarecare f(x) si un polinom arbitrar P, (x) de
grad n, maximul diferentei |f{x)- P (x)|,x € [a,b], nu se realizeaza neaparat in punctele Y de
extrem pentru polinomul Cebisev C,, ,(x) . Vom discuta acest aspect pe un exemplu concret.

T : x . . .

Aplicatia 3. Fie filx)=e , -1 <x<1. Vom aproxima functia f(x) cu un polinom de
interpolare Lagrange L, (x) de gradul 2, avand nodurile de interpolare x,, x, , x, situate in
intervalul [-1, 1].

- 18 -
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Asadar L,(x) este de forma

_ (x-x1)(x—x3) (x—xp)(x—x;) (x —x0)(x—x))
L) =/ (x0) (xg —x1)(xp — x2) + /) () = x0) (x] - x2) + /) (x2 = x9) (2 — xp)
restul R, (x) al aproximarii avind expresia (12).

Polinomul Cebisev T, (x) = W(x) are zerourile x, = cos (n/6) = 31/2/ 2, x,=cos(3n/6)
1
=0, x,=cos(5n/6)=-x,=-3 /2/2(Propozitia2, formula (4) ), adica x,=-a, x;=0, x,=
12

o, unde a=3 /2.

In vederea justificarii Observatiei 6 vom studia clasa polinoamelor de interpolare Lagrange
L,(x), -1 <x <1, cu noduri simetrice, adica

2
P,(x; a) = [ f-o) x (x-0) - 2(0) (x-a) (x+a) + fla)x (x+a)]/(2a ) (16)

. . 172 . .
unde 0 <a < 1. Un element al acestei clase este polinomul P,(x; 3" /2) ce aproximeaza functia f{(x)
si ale carui noduri de interpolare sunt chiar zerourile polinomului Cebisev T, (x) .

Considerand functia f{x) = e, -1<x<1,vom arata experimental ca exista € (0, 1],
B = 31/2/ 2, astfel incét
sup { [f(x)-P,(x;B)|, -1<x<1} =inf{sup {|f(x)-P,(x;0)|, -1<xs1}, 0<ac<l}

adica polinomul de aproximare cu “noduri Cebisev” nu da totusi “eroarea absoluta maxima” cea mai
mica.

Urmatorul program BASIC determina valoarea optima f§ € { k/1000 | 1 <k <1000 }
atuncicand x € { -1 +2j/2000 | 0<j<2000}

DECLARE FUNCTION p! (x!, a!)
DECLARE FUNCTION f! (x!)

REM Compararea polinoamelor de aproximare Lagrange de grad 3 cu noduri simetrice

mx = 2000 : ma = 1000 : xmm = -2 : amm = -2 : eamin = 999999
FORja=1TO ma: a=ja/ma: xmax = -2 : exmax =0

FOR jx=0TO mx : x=-1+2*)x/mx: ex = f(x) - p(x, a)

IF ABS(ex) > ABS(exmax) THEN Xmax = X : exmax = ex

NEXT jx

IF ABS(exmax) < ABS(eamin) THEN Xmm = Xxmax amm =a : eamin = exmax
NEXT ja

PRINT USING "xmm = ## ### ; amm = ## ### ; mina maxx | F(x) - P(x,a) | = | ## ######E ",
Xmm; amm, eamin
FUNCTION p (x, a)

p=(f-a)*x*(x-2)-2*fl0)*(x-a)* (x+a) +fla) *x * (x+2))/(2* a ™ a)
END FUNCTION

FUNCTION f (x) : f=EXP(x) : END FUNCTION

~ Exemplul 3. Prin rularea programului BASIC definit in Aplicatia 3 s-au obtinut relatiile
inf { sup { | f-1+2j/2000) - P, (-1+2§/2000; k/1000) |, 0 <j <2000}, 1 <o <1000 } =
= | {0.530) - P, (0.530;, 0.879) | =| - 0.0517325 | <{ 0.0564778 | =| f(1.0)-P,(1.0,0.866)| =
= sup { | f(x) - P,(x; 0.866) |, -1 sxs 1} <| 0.2182071 | =|f(1.0-P,(1.0;0.02) | =
=sup { [f(x)-P,(x;0.02)], -1 <x<1}

' - 1o
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1°2 . .
Asadar B ~0.879 #0.866 =3 /2 confirmandu-se astfel Observatia 6. In acest caz concret,
optand pentru noduri de interpolare Cebisev, eroarea de aproximare descreste de circa 4 ori ( porning

de la 0 eroare maxima de 0.218?071 pentru o = 0.02 se ajunge la o eroare de cel mult 0.0564778

1%
daca o =0.866 = 32/2)

Observatia 7. Dezvoltarea in serie Taylor in JUl’Ul punctului fixat ¢ € [a, b] poate fi de
asemenea folosita la aproximarea unei functii date f: [a, b] = R derivabila de n+1 ori.
Astfel prin utilizarea polinomului Taylor Q,(x), de gradul n,

M (2) (n)
0ut0) = 1) + LB xey + LD )2 ot ey ()
rezulta o eroare E(x)—[t(" Y )/ (n+1) '] (x - c)

Un majorant al maximului erorii E (x) este dat de expresia

sup { [ f00) - Q,(0)| , asx<b} < [max {(c-a)" ,(b-c)" }M,,;1/[(a+1)!] (18)

Din formula (18) deducem ca cea mai mica valoare pentru maximul erorii |E (x)| se
realizeaza daca c=(b-a)/2, adica
n+l n+l
sup { [f(x)-Q,(x)| , asxsb} < [(b-2a) M, ,]/[2 (nt])!] (19
Folosirea polinoamelor de interpolare Lagrange avand drept puncte de interpolare zerourile
polinoamelor Cebisev conduce la rezultate mai precise comparativ cu utilizarea aproximarilor Taylor.

Inegalitatile (15) si (19) precizeaza o posibila micsorare a erorii de aproximare de cel mult 2" ori
Exemplul 4. In cazul functiei f(x) = e , Xx€[-1,1], considerdind ¢ =0 si n=2 rezulla
polinomul Taylor Q,(x)=1+x+ x2 /2. Cum functia h(x) = e -1-x- x2 /2 este crescatoare (
derivata sa fiind nenegativa ) deducem ca
sup { [ f(x)-Q,(x)| , -1<x<1} =sup{|h(x)|, -1<x<1} = |h(1)] = 0.2182817
Asadar, se constata efectiv ca eroarea maxima absoluta de | 0.2182817 | rezultata in cazul
aproximarii Taylor Q,(x) pentru functia f{x) = e este de circa 4 = 22 ori mai mare decat eroarea

maxima absoluta de | 0.0564778 | rezultata in cazul utilizarii polinoamului de interpolare Lagrange
P, (x, 0.866) cu noduri de tip Cebisev ( formula (16) ).

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Scheme cu diferente

SCHEME CU DIFERENTE

1. Estimarea derivatei unei functii

Fie functia f: [a, b] 2 R denvabila de un numar n de ori pe intervalul [a, b]. Sa estimam
k . . .
derivata t“(c) de ordin k a functiei f{x) intr-un punct ¢ € (a, b).

. i : 1) .42 : .
Cunoscand valorile f{x), x € [a, b], vom evalua derivatele f (c) si t“(c) de primul si al
doilea ordin calculate in punctul c .

. ).
Propunem urmatoarea aproximare a derivatei t “(c),

10 = tim LEE L LRSS - 40 (n

X—>c
unde valoarea parametrului h, h> 0, este fixata
. . . . . e R

In mod evident exista si alte formule care sa estimeze valoarea derivatei )(c) calculata intr-

un punct ¢ precizat. Pornind de la expresia (1) sugeram si aproximatia
)
A, (c)=[f(c+h/2)-f(c-h/2)]/h (2)
O formula de aproximare devine operationala in momentul in care este previzibila eroarca

rezultata in urma aplicarii sale. In cele ce urmeaza vom stabili acuratetea aproximatiilor Al )(c) si
(l)
Ay (0).
Din dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(x) rezulta o € (¢, cth), B € (¢, cth/2),
y € (c-h/2, ¢) astfel incat

Jerm =10+ L@y, L@,

fle+hi2) = f(e) + f(l:!(c)% ; #é ; LZ@%

fle=hi2) = f(c) - f(ll)!(c) % + f(zz)!(c) h: - f(33)!(7) i:_
Slde(;(whz—f(c) _ 0y 4 L@ ’( ),

flerhiD-fle—hid) _ f(l)(c) * f‘”(ﬂ):sf‘”(r) i

. k) . .
Daca M, = maximum { |t1 (x)|, | a<x<b } dinrelatile de mai sus deducem
Propozitia 1. Pastrand notatiile anterioare, erorile in valoare absoluta rezultate din

. dl . o 1 . 1 . . .o
aproximarea derivatei f/ )(c) prin cantitatile A( )(c) , respectiv Ao( )(c) , satisfac inegalitatile
1 1 2
e‘“=|t“(c)-A“()|—|ht“(a)/2| <hM,/2 (3)
1 (h
= 1% - 8, @ 1= 10 1)« P 1ras | < M4 )

l. = |7| -
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Observatia 1. Din formulele (3) si (4) rezulta ca pentru valori h foarte mici, cantitatea

1 . 1 . . .
Ao(“(c) ar putea fi mai apropiata de f )(c) decat expresia N )(c) . Motivam aceasta afirmatie prin

1 . Co o (1)
faptul ca eroarea absoluta 80() este in general mai mica decat eroarea absoluta € ~ .

Tehnica de aproximare prezentata se extinde fara dificultate si pentru derivatele de ordin

superior ale unei functii date f(x), x € [a,b]. Inacest sens definim

2% = (A ey - A7) 17h = [Re+2h) - 2 f(cth) + flc) ]/ b )

8,2 = 18,”c+02) - 8, (c2)1/h = [fleth) - 2fc) + fe-h)]/h° 6)

. . . . . A2
Va trebui sa alegem una dintre aceste doua aproximatii ale derivatei 11 (c) . Vom apela la
dezvoltari in serie Taylor in jurul punctului ¢ pentru functia f{x) , adica

(M (2) 3
@, 120, 100

fle+hy = fe) + o T
) () €)
Fe-h) = (@) - f u(C) i 2!<c) 2t 3!0:) 3

) @) 3)
flc+2hn) = f(c) + 1%”(2}:) + z%(2}:)2 + —'{%(2@3

unde A € (c,cth), pe(c-h,c), ¢ € (c,ct2h).
Tinand seama de ultimele relatii, in urma unui calcul elementar deducem

f(c+2h) - 2f(c+h) + f(c)

Oy - 273
h 6
- - Ay - 7O
NP CLEL RS CU N AL ES L

Prelucrand aceste egalitati se obtine :
Propozitia 2. Estimarea valorii derivatei tl 2)(c) prin cantitatile A(z)(c) , respectiv Ao(z)(c)
conduce la urmatoarele evaluari ale modulului erorii de aproximare
e? = 1 %0 - 2% 1 = h118 %) - 27 (W) 1/6 | < 5hM,/3 7
e’ =1 20 - 8, | = 01170 - P w176 | < hM,/3 (8)
Observatia 2. Comparativ cu A(Z)(c) , folosirea aproximanii Aa(z)(c) pentru estimarea

derivatei de ordin doi f )(c) este, de regula, mai precisa, fapt evidentiat si de inegalitatile (7) si (8).
: 2 2
In general se obtine 50() < e() :

Aplicatia 1. Rezultatele teoretice prezentate ( Propozitiile 1-2, Observatiile 1-2 ) au fost
confirmate si din punct de vedere experimental. A se vedea in acest sens Tabelul 1 unde s-a considerat

functia infinit derivabila f(x) =x exp(x ) definita pe muitimea R . Se constata experimental
. . .. k) k) . x) . ,. A . .
satisfacerea inegalitatilor €, ~ <€~ , aproximarea A, (c) fiind preferata in locul utilizarii variantei
k) . . . . . . .
Al (¢), k=1, 2. In plus o micsorare a valorii pasului de discretizare h antreneaza o imbunatatire a

acuratetii aproximarilor propuse ( Tabelul 1) fapt ce este in concordanta cu formulele (3)-(4), (7)-(8)
Rezultatele afisate in Tabelul 1 au fost obtinute in urma rularii urmatorului program BASIC -

REM Evaluarea erorilor la estimarea derivatelor unei tunctii

DECLARE FUNCTION f! (x!)
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DECLARE FUNCTION f1! (x!) :
FORc=1TO3: FORj=1TO3: h=10"(+)
dl=(flc+h)-fic))/h: dol =(flc+h/2)-flc-h/2))/h
d2=(fc+2*h)-2*flc+h)+flc))/(h*h)
d02=(flc+h)-2*f{c)+flc-h))/(h*h)
el = ABS(f1(c) - d1): e01 = ABS(fl(c) - d01)
e2 = ABS(f2(c) - d2) : €02 = ABS(f2(c) - d02)
PRINT USING "## ; # ### ; # HHHV . B HBHNN - | BRI
¢, h; el; e0l; e2; €02

NEXT ¢

DECLARE FUNCTION f2! (x!)

H HBg~A
NEXT ] :

FUNCTION f(x) : f=x*EXP(x *x):
REM Derivata fl(x) a functiei f{(x)
FUNCTION f1 (x) : fl=(1+2*x*x)*EXP(x *x):
REM Derivata f2(x) de ordinul al doilea a functiei f{x)
FUNCTION f2 (x) : f2=(6*x+4*x"3)*EXP(x *x):

END FUNCTION
END FUNCTION

END FUNCTION

. . ). k . . Ak . k
Tabelul 1. Erorile de aproximare e(’\) si 80() ale derivatei f )(c) prin A’ )(c),

k
respectiv Ao()(c) , k=1,2 unde f(x)=x exp( xz) .

c h 8(1) 80(1) ‘ E:(2) 80(_7)

1 0.100 0.155E+01 0.431E-01 0.134E+02 0.356E+00
1 0.010 0.138E+00 0.429E-03 0.106E+01 0.644E-02
1 0.001 0.141E-01 0.215E-03 0.957E+00 0.712E+00
2 0.100 0.144E+03 0.525E+01 0.179E+04 0.586E+02
2 0.010 0.122E+02 0.572E-01 0.130E+03 0.635E+00
2 0.001 0.117E+01 0.351E-01 0.131E+03 0.525E+02
3 0.100 0.653E+05 0.296E+04 0.112E+07 0.429E+05
3 0.010 0.522E+04 0.328E+02 0.735E+05 0.418E+03
3 0.001 0.500E+03 0.113E+02 0.435E+05 0.496E+03

2. Rezolvarea ecuatiilor diferentiale

Schemele cu diferente sunt adesea folosite cu succes la obtinerea unei aproximatii {y, }, ce

exprima discretizarea solutiei y(x) a unei ecuatii diferentiale in puncte x, € [a, b] precizate. Vom

exemplifica o astfel de procedura in cazul unei ecuatii diferentiale ordinare simple a carei solutie y(x)

este definita pe un intreg interval [a,b]. Functia y(x) verifica egalitatea

(1)
y (x) + p(x) y(x) = f(x)
pentru orice a < x $b, respectand in plus conditia initiala y(a) = ¢, valoarea ¢ fiind data.
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Pentru n € N fixat, consideram pasul h=(b-a)/n de discretizare a solutiei y(x) ce
satisface ecuatia (9). In loc de a evalua functia y(x) in fiecare punct x din intervalul [a, b] ne vom
multumi sa estimam numai sirul finit de valori {y, }, ,1<k<n,unde y,=y(x)) cu x,=a+kh.

. 1 . . ) ,

Tinind seama de rezultatele anterioare derivata y( )(x) a solutiei y(x) va fi aproximata prin

1)
diferenta [y,,,; - y,1/h ,deoarece [y,,; - y,]/h =y (a+kh) (formula(1)).
. _

Asadar in locul egalitatii  y"’(a+kh) + pla+kh)y@+kh) = fla+kh) rezultata din
ecuatia (9) pentru x =x, =a+k h, putem considera relatia [y,,, - y,]/h + p,y, = f; unde
p, = p(x,) si f, =1(x;), pentru orice k,1<k<n

Prin urmare sirul y,,y,, ..., Y, .Y, c¢estimeaza valorile y(a+kh), 1<k<n, ale
solutiei y(x) a ecuatiei diferentiale (9), poate fi determinat aplicdnd succesiv formula
Yeoy = (1 - hp )y, + hfy (10)

si tindnd seama de conditia initiala y,=c = y(a).

Aplicatia 2. Programul BASIC urmator determina sirul {y, },, 1 <k <n, pentru functii
f(x) si p(x) date, a<x<b.

Exemplificam procesul de discretizare mentionat considerdnd f(x) = exp(xz) , p(x)=-2x,
a <x <b. In acest caz solutia “exacta” a ecuatiei diferentiale (9), justificata prin calcul direct, este
y(x) = x exp(xz) . Sirul {y, },, 1<k<n, este obtinut prin aplicarea formulei (10) pentru pasul de

2
discretizare h=(b - a)/n,unde y,=c=a exp(a).

REM Rezolvarea ecuatiilor diferentiale utilizfnd scheme cu diferente
REM Solutia y(x) a ecuatiei diferentiale y'(x) + p(x) y(x) = f(x)
REM unde a<=x<=b, y(a)=g(a) si n puncte de discretizare

DECLARE FUNCTION g! (x!) : DECLARE FUNCTION f! (x!)
DECLARE FUNCTION p! (x!)

INPUT "a,b,n=";a,b,n: y# =g(a): h#=(b-a)/n
FORk=1TOn: x=a+k?*h#

y# = (1# - h# * p(x)) * y# + h# * f(x) : NEXT k

PRINT USING "####HH  # HH  BRH#  BE 3 B B S R S
n; h#; a; b; g(a); g(b); y#

FUNCTION f (x) : f=EXP(x * x) : END FUNCTION
FUNCTION g (x) : g=x*EXP(x *x) : END FUNCTION
FUNCTION p (x) : p=-2%x: END FUNCTION

Functia g(x) din acest program este chiar solutia y(x) = x exp(xz) a ecuatiei diferentiale
(9). Verificarea corectitudinii metodei expuse se realizeaza comparand valoarea exacta y(b) = g(b) cu
valoarea aproximativa y, rezultata in urma unui proces de discretizare cu pasul h=(b - a)/n .

Micsorarea pasului de discretizare h conduce la o acuratete sporita a aproximatiei y, a
valorii exacte y(b) fapt evidentiat si de rezultatele din Tabelul 2. Aproximatiile y, sunt relativ stabile

in cazul in care parametrii b si h sunt mentinuti constanti dar in schimb marginea din stinga a
intervalului [a, b] variaza.

Observatia 3. In cadru: a doua sectiuni din prezenta lucrare vor fi sugerate si alte tehnici de
rezolvarea ecuatiilor diferentiale, metode ce nu sunt bazate pe scheme cu diferente. In plus utilizand
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schemele cu diferente vor fi indicate proceduri de solutionare a ecuatilor diferentiale liniare si pentru
alte tipuri de conditii la limita (nu neaparat de forma y(a) = ¢ ; formula (9) ).

Tabelul 2. Obtinerea aproximatiei y, ( relatia recurenta (10) ) a valorii y(b) atunci
cdnd pasul de discretizare h variaza ( y(x) este solutia ecuatiei diferentiale (9) ).

n h a b y(a) y(b) Yu

10| 0.10000 101 20 2718 109.196 85976

100 | 0.01000 1.0 20 2718 109.196 106.045 1
1000 | 0.00100 101 20 2718 109.196 108.870
10000 | 0.00010 101 20 2718 109.196 109.164
100000 | 0.00001 10] 20 2718 109.196 109.193
10000 | 0.00020| 00| 20 0.000 109.196 109.131
20000 0.00010| 00| 20 0.000 109.196 109.164
100000 | 0.00002] 0.0{ 2.0 0.000 109.196 109.190
200000 | 0.00001 00| 20 0.000 109.196 109.193
10| 030000| 0.5] 3.5 06421 731434.500 121189.366
100| 0.03000| 05| 35 0.642{ 731434.500 | 439469334
1000 | 0.00300| 05| 35 0.642 731434500 | 690052.794
10000| 0.00030| 05| 35 0642 731434500 727128.002
100000 | 0.00003 | O05)] 35 0.642 | 731434500 | 731002.116
300000 | 0.00001 05| 35 0642 | 731434500 | 731290.337
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APROXIMAREA INTEGRALEI UNEI FUNCTII

1. Metoda exacta de rezolvare

Fie o functie f(x) definita pe un interval [a, b] ce ia valori reale. Daca F(x) este o primitiva

1 . . . . .
a functiei f(x), adica derivata F( )(x) este chiar f(x) , atunci pentru calculul integralei I a functiei
f(x), pe intervalul [a, b], se poate folosi formula

b
1= /(x) de = Fb)- Fla) (1)

Mentionam faptul ca primitiva F(x) nu este unic determinata deoarece orice expresie F, (x)
= F(x) + ¢ este de asemenea o primitiva a functiei f(x) , unde ¢ este o constanta reala arbitrara.
Folosirea unei alte primitive F,(x) a functiei f(x) pentru estimarea integralei I data de formula (1)
nu afecteaza insa valoarea acestei integrale fiind adevarata egalitatea F(b) - F(a) = F, (b) - F, (a)
Exemplul 1. In cazul in care se poate preciza o primitiva F(x) alui f(x) atunci vom putea
utiliza formula (1) in vederea estimarii cu ajutorul calculatorului a integralei I. Astfel pentru o functie
f{x) de tip polinomial

n n-1 n-2 2
fix) =ay)x +a,x +ax + .. +a,x +a,x+a (2)
o primitiva a sa este de forma
n+l n n-1 2
F(x) = a,x /(n+1) +a;x/n+a,x /(n-1)+ .. +a ,x /2+ax 3)

Determinarea valorilor polinomului F(x) in punctele a si b se poate realiza cu ajutorul
schemei lui Horner. Astfel deducerea valorii F(c) se va efectua iterativ, evaluand dupa procedura
Horner urmatoarea expresie polinomiala

F(c) = [apc/(n+1) + a,x" " /n+ a, X" /(a-1)+ .. +a ,x/2+a].c (4)
Aplicatia 1. Procedura BASIC intp va calcula integrala I peintervalul [ cl, ¢2] din
polinomul f(x) de gradul n ( formula (2) ), cu ajutorul formulei (4). Polinomul f(x) va fi precizat
specificandu-se efectiv valorile celor n + 1 coeficienti ai sai, aan(j) ,0<j<n.
Listam in continuare programul sursa.

DECLARE FUNCTION intp! (n!, a!(), c1l, c2!)

REM Calculul integralei uaui polinom P(x) de coeficienti a(j) pe intervalul [cl,c2)
CLS: INPUT "Gradul polinomului ="; k

OPTION BASE 0: DIM a(k)

PRINT "Definiti coeficientii polinomului de integrat :"

FORj=0TOk: PRINT"a(";j;")=",: INPUTa(j): NEXTj

INPUT "Specificati limitele de integrare : cl,c2="cl,c2

PRINT "Integrala pe domeniul [";cl;","; ¢2;" ] din polinomul P(x)="; intp(k, a(), cl, c2)

FUNCTION intp (n, a(), c1, ¢2)

REM Calculul integralei unui polinom de gradul n cu coeficienti a(j)

REM Intervalul de integrare este [ cl, c2 )

REM Calculul valorii sl a primitivei in punctul cl

sl=a(0)/(n+1): FORj=1TOn: sl=cl*sl+a@)/(n+1-j): NEXTj
sl =sl *cl
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REM Calculul valorii s2 a primitivei in punctul ¢2

s2=a(0)/(n+1): FOR)=1TOn: s2=c2*s2+a()/(n+1-j)) NEXT
s2=s2%c2

REM Estimarea integralei

intp =82 -sl: END FUNCTION

Indicii elementelor vectorului a ce caracterizeaza coeficientii polinomului f(x) iau valon
cuprinse intre 0 si n. Avand in vedere acest aspect s-a introdus in program specificatia OPTION
BASE 0 ce va permite referirea si la elementul a, = a(0) .

Exemplul 2. Utilizand programul prezentat in Aplicatia 1 vom evalua integralele I, si 1,,

2 2
11=I3dx 12=.j(2x2—3x+1)dx
0 -1

_ 3 2 . ..
Polincamele F (x)=3x , F)x)=2x /3-3x /2+x sunt primitive ale functiilor

f,(x) =3 sirespectiv f)(x)=2x -3 x+1. Printr-un calcul direct se obtin valorile integralelor 1, si
I,,anume [,=3.2-3.0=6 sil,=(16/3 -6+2)-(-2/3-3/2-1)=9/2

Aceste rezultate sunt confirmate practic prin utilizarea functieit BASIC intp (n, a, cl, c2) .
Listam in continuare varianta de test.

Gradul polinomului =? 0 .

Definiti coeficientii polinomului de integrat :  a(0 )=? 3

Specificati limitele de integrare : cl,c2=? 0, 2

Integrala pe domeniul [0 , 2 ] din polinomul P(x) =6

Gradul polinomului =7 2

Definiti coeficientii polinomului de integrat :  a(0 )=? 2 a(l )=?7 -3 a(2)=7 1
Specificati limitele de integrare : cl,c2=7-1,2

Integrala pe domeniul [-1 , 2 ]din polinomul P(x)=4.5

2. Metode aproximative de calculul integralei
2.1. O procedura generala

Algoritmul anterior necesita precizarea unei primitive F(x) a functiei f{x), conditie ce practic
nu poate fi indeplinita in cele mai multe situatii. In fapt nu ne intereseaza sa determinam chiar valoarca
exacta a integralei I ci sa precizam o aproximatie I* a sa cu o eroare € impusa, diferenta |1 - 1* |
putand fi micsorata oricat de mult se doreste, adica |1 - 1*| < € cu € >0 arbitrar, oricat de mic

Urmand Exemplul 1 ce permite evaluarea integralei unui polinom arbitrar P(x) , intentionam sa
aproximam integrala I dintr-o functie oarecare f(x) ( formula (1)) printr-o integrala I, a unui

polinom de “aproximare” P(x) ce va trebui insa a fi precizat in raport cu fiecare tunctie f{x) Asada
b b
! = J-f(x)d.\‘z ly = jl’(x)dx (3)
«a «
Luand in considerare rezaltatele privind aproximarea functiilor, optam in a alege drept
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polinom P(x) polinomul de interpolare Lagrange L, (x) al functiei f{x) . Mai precis, daca a<x, <
X, <X, <. <x, <X, < b sunt m+ 1 nodurni fixate in intervalul {a, b], atunci

m m
LX) = 2, Fx)) Q;) = D y; 0;(0) ©)
J=0 Jj=0
unde y; = f (xj) = L"(yj. ). 0<j<m, polinoamele Qj (x) de grad m avand forma
0, (x) (x—xp) (x—x) (x—x3)...(x- xj—l) (x - xj+l) o (X = X)) (X = x,)
(x) =
J (x; =x0) (xj—x) . O = xjy) (¥ =X j41) oo (xj = X)) (X = Xp,)
In aceste conditii aproximarea I, aintegralei I este data de expresia
I0 = }"0 f(xo) + }"l f(xl) t A'2 f(x?) ot x'm f(xm) (8)
unde coeficientii KJ. , 0<j<m, nudepind de functia f{x),

(7

b
a
Aproximarea I, depinde numai de valorile Y 0 <j<m, ale functiei f(x) in cele m+1
puncte x,,X;,X,, ..., X, precizateinintervalul [a,b], unde y; = f(xj) .

Observatia 1. Formula de aproximare (5) este exacta ( adica 1=1;) pentru orice polinom
P(x) al carui grad nu depaseste m .

In adevar pentru f(x) =P(x), P(x) fiind un polinom de grad k, k < n, din unicitatea
polinomului de interpolare L (x) ce verifica conditiile P(xj )=f (xj )=L, (xj) , 0<j<m,rezulta
P(x)=L (x), VxeR,sideci I1=1, (pentru grad (P) <n relatia de aproximare (5) devine
egalitate ).

Observatia 1 ar putea fi folosita la determinarea ponderilor Xj , 0<j<m, fara a fi necesara
estimarea integralelor (9). Astfel vom deduce valorile celor m+1 coeficienti Kj impunand egalitatea
I=1, pentru orice polinom P(x) de grad k <m, adica

m b
3 4 P@x)) = jP(x)dx (10)
Jj=0 a

ca A k . . . .
Consideraind P(x)=x , 0 <k <m, se obtine urmatorul sistem liniar de m+1 ecuatii
)\.0 + k] + A-z + XJ + e + l’" = b - a

AogXg ¥ Apx;p + Ayxy + Agx; + ...+ A, x, =(b -a)/2
2 2

AoXp A X+ Ak, F Ay, A x = (b -a )/3 (1)
3 3 3 3 3 i 4

m m

) m m m : m m+1
Sistemul (11) are intotdeauna solutie deoarece determinantul principal al acestui sistem este

nenul fiind de tip Vandermonde, cu X 7%, 0 < i#j)<m,

n
Ay Xy
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(1 1 1 1)
X0 X1 X Xm
det| xg xf 3 xm|=][ex;-x) (12)
. J>i
NG S 4

In concluzie :
Propozitia 1. Daca A, 0 <j<m, sunt solutiile sistemului liniar (11) atunci

b m
[reac~ Y470 (13)
a /=0
Exemplul 3. Fie m=2, x,=(3a+b)/4, x;=(a+b)/2, x,=(a+3b)/4
Relatiile (11) devin
Mgt A +A,=b-a (14)

[(3a+b)/4]A, + [(a+b)/2]A, + [(a+3b)/4]h, = (b° - a')/2

[(3a+b)/4F 2, + [(a+b)/2)°A, + [(a+3b)/4T A, = (b -a')/3
Sistemul liniar (14) are solutia

Ag = A, =2(b-a)/3 A, =-(b-a)/3 (15) -
si dect

¢ b-a Ja+b a+b a+3b ,

[rwa == [Zf( y )—f(—2—)+2f(—4—)] (16)

Exemplul 4 ( formula trapezelor ). Pentru m=2, x,=a, x; =b, din(11) se obtine un
sistem liniat de doua ecuatii
Agt A, =b-a (17)
aky + b, = (b -a’)/2
a carui solutie este Ay =A,=(b-a)/2. Asadar

b
[ro9e ~ 2] 1@ + 1)) (%)

integrala I fiind aproximata cu aria trapezului de inaltime b - a avéand laturile paralele de lungime
f(a), respectiv f(b).
Exemplul § ( formula Simpson ). Pentu m=3, x,=a, x,=(a+b)/2, X, =Db, relatiile
(11) devin
2 2
ahy + [(a+b)/2]%, +bA;=(b -a)/2
3
£ h, + [(a+b)/2) A, + "2, = (b -a')/3
Sistemul (19) are solutia A,=A,=(b-a)/6, A, =2(b-a)/3.
Aplicand Propozitia 1 obtinem aproximatia Simpson a integralei 1, adica
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b
b- b
[rea ~ == [f(a) +afCo) f(b)] 20)

2.2. Estimarea erorii de aproximare

Orice formula de aproximare este practic inoperabila in cazul in care nu se poate aprecia
marimea erorii rezultate prin aplicarea ei. In acest sens vom incerca sa evaluam expresia restului in
cazul folosirii metodei trapezului sau a aproximarii Simpson.

Adesea vom utiliza urmatoarea formula de medie dedusa din proprietatea lui Darboux pentru
functii continue.

Propozitia 2. ( Prima formula de medie ). Daca g, (x) si g,(x) sunt doua functii continue
pe intervalul [a,b] siin plus functia g,(x) pastreaza acelasi semn pe [a,b], atunci exista

ce[a,b] astfel incat

b b
[a0a0d = a0 g0 @1
a a
Observatia 2. In cazul in care functia g, (x) nu pastreaza semn constant pe intervalul [a, b
] s-ar putea ca formula de medie (21) sa nu fie adevarata. Astfel pentru a=-1, b=1, g, (x) =g,
(x) = x relatia (21) nu este satisfacuta, aceasta deoarece 2/3 #0 .
Tinand seama de faptul ca functiile continue au proprietatea lui Darboux rezulta : ‘
Propozitia 3. ( A doua formula de medie ). Daca g(x) este o functie continua pe intervalul

[a,b] iar ¢;,c,, ¢y, ..., C, sunt n puncte arbitrare in acest interval atunci exista un punct
ce[a,b] astfel incét
gc)) + glcy) + glcy) = ... + g(c,,) + g(c,) = ng(c) (22)

Propozitia 3 nu impune ca punctele ¢, 1< j <n, sa fie neaparat distincte.

2.3. Metoda trapezului
2.3.1. Restul in formula trapezului

Cunotatia h=b-a, restul R, (h) al aproximarii date prin aplicarea formulei (18), a
trapezului , este dat de expresia

b
h
Ry = [ 10y ae - 1@ + f®)] @)

Vom evalua derivatele Rzm(h) , R_,a)(h) de primul si al doilea ordin ale functiei R 5, (h).
Prin calcul direct se obtine
R, (h) = f(ath) - [£(a) + fa+h)]/2 - (h/2)f (a+h) =
= [f(a+th) - f(@)1/2 - (h/2) {(a+h) 24)

R, (hy = (172)f" @by - (1/2) €7 @) - (h/2) Pathy = - (n72) 1P @rh)
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. 1
In mod evident R,(0) = R,"(0) = R,”(0) = 0 si deci

h h
RV = ’Y0) + I1e§2)(z) di = I—(r/Z)f(z)(a+t) d =
0 0
h
- —[(f(z)(co(h))/Ztht = — (2 14) S Do) (25)
0

unde valoarea c¢;(h), c,(h) € [a,a+h] este data de formula de medie (21). Asadar

h h
Ra(h) = Ry©) + | ROy = [-(1214) Doty a =
0 0
h
- —(f(z)(c))I 2t = -(n112) 7P () (26)
0

valoarea ¢, c€[a,a+h], rezultind in urma aplicani formulei de medie (21) ( Propozitia 2 ).
Asadar prin aplicarea metodei trapezului avem egalitatea 1 = I, + R, (b-a) sideci

Propozitia 4. Exista c € [a, b] ce verifica egalitatea
b
b-
[rma = Z5 1@+ 1®)] - (@-ayn2) 1P @)

. 2 . .
Vom nota prin M, maximul functiei |t( ) (x)| peintervalul [a,b]. Prinurmare
2
17 ()| < M, Vxel[a,b] (28)
In aceste conditii din formula (26) rezulta |R,(b-a)| < (b-a )3 M,/ 12 adica

Corolar 1. Aplicarea metodei trapezului conduce la urmatoarea estimare a restului
aproximarii integralei I ( formula (1)) prin expresia [,=(b-a)[fla)+ fib)]/2 ,

(b-a)’M,

2 (29)

b
[rera - 22 r@ + ro]| <

Intentionam sa extindem metoda trapezului impartind intervalul [a, b ] in n subintervale.
Fiecarui astfel subinterval i se va aplica in mod independent procedura trapezului de aproximare a
integralei I ce este restrictionata la subintervalul selectat .

2.3.2. Formula generala de aproximare in metoda trapezului

Fie a=t,<t,<t,<..<t,,<t =b odiviziune aintervalului [a,b] cu noduri
echidistante, adica t=at j(b-a)/n, 0<j<n. Aplicind formula (18) in cazul fiecarui subinterval
[ Lys t/'] , 1<j<n,cunotatia h=(b-a)/n vom obtine urmatoarea aproximare I, a integralei I

b n ’.’ n
= s =Y [ rod <Y 2 (1604 10)) = 1o (0)
a J=1 - J=1
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Conform relatiei (26) , restul R,, al aproximarii [, definita de formula (30) are expresia
3 2) 2) 2) 2)
R, = (-0 /12) [ £2c) + £7(cp) + £7cp) + . + £7(c)) ] G
Aplicand cea de a doua formula de medie ( Propezitia 3 ) se obtine
2 .
R,. = (-h3/ ]2)nt()(c) adica
Propozitia 5. Exista c € [a,b] ce verifica egalitatea

b 3
b- t, b-
[rode = 22 L9 py e gty v 10+ L2 -9

P 62

2 : .
Corolar 2. Daca |t( )(x)l <M,, Vxe[a,b] atuncirestul R,. al aproximarii (30)
satisface inegalitatea
3 2
R,. < (b-a) M,/(12n") (33)
Exemplul 6. In practica se impune gasirea unei aproximatii I, aintegralei I astfel incat

evaluarea (30) sa se realizeze cu o eroare care sa nu depaseasca un prag € dat, € >0 .
In aceasta situatie, din conditia

(b-a) M,/(12n°) < ¢
deducem inegalitatea

n>[(b-a)M,/(12¢)}"” (34)
ce exprima numarul minim n de puncte de diviziune ce vor trebui folosite pentru a fi siguri ca eroarea
R,. rezultata prin aplicarea metodei trapezului este sub valoarea €

2.3.3. Utilizarea practica a metodei trapezelor

Aplicatia 2. Vom determina expenmental o estimatie I, a integralei I pentru funcua
k
f(x)=x , a<x<b, a=0, b=2,2 < k < 10, acceptind o eroare € =0.001
. . k+1 ) .
Valoarea exacta a integralei I data de formula (1) este 1=2 ' /(k+1) Aproximatia 1, a
integralei I se va face cu o precizie €, in aceasta situatie ludnd in considerare n+1 puncte de
diviziune a=t,,t;,t,, ..., t ,,t =b unde n satisface inegalitatea (34) iar t-t, = (b-a)/n,
1<j<n, si
Ip =[®-a)/n]{[Rty) + ft,)]/2 + 1)) + f1,) + ..+, ) + f{t, ) !}
. .. (2 . .
Un majorant al functiei fk() pe intervalul [a,b], a>0, este dat de expresia

k-2 . :
M,=k(k-1)b  pentru k>2. Pentru k=1 se obtine M, =0 ( formula de aproximare (32) este
in acest caz exacta pentru orice n, adica R,.=0).

In programul BASIC urmator functia int2 estimeaza integrala I prin metoda trapezului.

DECLARE FUNCTION f! (x!, k!) : DECLARE FUNCTION int2! (a!, b!, n!, k!)
REM Calculul integralelor prin metoda trapezelor

eps = 001 " eps = eroarea de aproximare admisa

a =0 b=2

FORK 2T010: PRINT "Cazul k=", k

REM  Calculul numarului n de intervale pentru a se asigura precizia eps
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m2=k*(k-1)*(b"(k-2)
n=FIX(SQR(m2 * ((b - a) ~3) /(12! * eps))) + 1! :  PRINT "Numarul de intervale = "; n
ie=(bA(k+1)-a"(k+ 1))/ (k+1)

PRINT "Valoarea exacta a integralei pe intervalul [";a;",";b;" ] este"; ie
ia=int2(a, b, n, k) : PRINT "Valoarea aproximativa a integralei = "; ia
er=ie-ia: PRINT "Eroare ="; er : NEXT k

FUNCTION f(x,k): f=x"k: ENDFUNCTION

FUNCTION int2 (a, b, n, k)

sit = (f(a, k) + f{b, k)) / 2! : h=(b-a)/n
FORj=1TOn-1: st=sH#+flat)*h k). NEXT j
int2 =h*s#: END FUNCTION

.. . . . .. k
Exemplul 7. Rezultatele rularii programului proiectat in Aplicatia 2 pentru funciiile fix) =x ,
0 <x <2, sunt sintetizate in Tabelul 1. Acuratetea aproximarii I, a integralei I este dictata de

diferenta 1-1,. Inegalitatea (34) precizeaza numarul minim n de subintervale ce trebuiesc folosite
pentru atingerea unei erori € =0.001 .

Rezultatele experimentale din Tabelul 1 confirma obtinerea preciziei € dorite, verificindu-se
inegalitatea |I1-1,|<e.

Tabelul 1. Calculul prin metoda trapezului a aproximatiei I, a integralei I utilizand

. k
n subintervale ( eroarea admisa € =0.001, a=0, b=2, f(x)=x )

f(x) = xk I I, n I-1,

fx) =x° 2.666667 2.667641 37| -0.0009739
fx)=x 4.000000 4.000494 90 |  -0.0004940
fx) =x" 6.400000 6.400332 179 | -0.0003319
f)=x 10.666667 10.666918 327 -0.0002508
fx) =x° 18.285715 18.285915 566 0.0002003
fix)=x 32.000000 32.000175 947 | -0.0001755
fx) =x° 56.888889 56.889038 1546 |  -0.0001488
fx) =x 102.400002 |  102.400124 2479 | -0.0001221
fx)=x " 186.181824 |  186.181839 3920 | -0.0000153
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2.4. Metoda Simpson
2.4.1. Restul in formula Simpson

Considerind h=(b-a)/2, d =(a+b)/2, restul R; (h) al aproximarii Simpson ( a se
vedea formula (20) ) este dat de expresia

d+h
h
Ryhy = [fyde - S[r@-my + a5@ + f@+h)] (35)
d-h
Ca si in cazul metodei trapezului, dupa un calcul elementar deducem valorile derivatelor
2 3)

R, ), R,”m), R,
R, (h) = [2£(d+h) + 2f(d-h) - 4fd)]/3 - h[£(@+h) - £(d-h)]/3
@Dy = [P+ - (20173 - n @) - Py ]/3 (36)
Dby = -h [P+ - P@a-h)1/3

Aplicand in ultima egalitate teorema lui Lagrange rezulta un punct c¢y(h) € ( d-h, d+h) astfel
incat sa se venfice relatla

(h) de primele trei ordine ale functiei R, (h), anume

R,” () = -(20°73) P (c,m)) 37)
Din formulele (35) si (36) deducem R;(0) = R (O) = R (O) R (0) si deci
h h
21
R = KO + | KW = - [ X fO ey ar =
0 0
h
2/t (a2, 200 fPem)
-2 [far = - 5 (38)
valoarea ¢,(h) € [d-h,d+h] fiind data de prima formula de medie (21). In mod analog g
RO @) = RO (0) + _[R;‘,”dt _ _J‘ 2t f 9(02(1)) dr =
0
h
I 7 A C10) N Y A A (1))
- - [Par=- > (39)

punctul ¢, (h) € [d-h,d+h] rezultind din Propozitia 2. In urma unui calcul similar se obtine

h 4 @)
Ry(h) = Ry(0) + f Ry ar = - { —'Lﬁ(c—‘@ dt

1 £ 9 (o))
90

rdr = -

4
S (60( ) I (40)
valoarea c,(h), cy(h)e [d-h,1+h], fund dedusa prin utilizarea formulei de medie (21).

Pentru h=(b:a)/2, prin aplicarea metodei Simpson ( relatia (20) ) rezulta egalitatea
I =1, + Ry (b-a) . Tindnd seama de expresia (40) a restului de aproximare R (h) deducem in tinal
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Propozitia 6. Exista c € [a, b] ce verifica egalitatea

b
b- b b-a)’ W (c
[rwar =222 s+ 4752 + sy | - L0 LO @

2880

Vom nota prin M, maximul functiet | fw (x)| peintervalul [{a,b ] Prinurmare
4
17 )| < M, Vxel[a,b] (42)

In aceste conditii din formula (40) deducem |R;(b-a)| < (b-a )5 M, /2880 adica

Corolar 3. Procedura Simpson conduce la urmatoarea estimare a restului aproximarii
integralei I ( formula (1) ) prin expresia 1,=(b-a)[fla)+ 4 f{(ath)/2) + f(b)]/6 ,

(b-a)’ M,

b-a
If(x)dx - [f(a) Fare - f(b)] S TTH

(43)
Vom extinde metoda lui Simpson divizand intervalul {a,b] in 2n subintervale si aplicand
procedura Simpson pentru fiecare interval astfel rezultat.
2.4.2. Formula generala de aproximare in metoda Simpson

Fie a=t,<t, <t,<..<t, ;<t, =b odiviziune aintervalului [a,b] cu noduri
echidistante, adica t=at j(b-a)/(2n) , 0<j<2n. Utilizdnd formula (41) in cazul fiecarui
subinterval [t, ;2B j] , 1 £j<n, obtinem urmatoarea aproximare I, a integralei I:

b n t2] n
b_
1=frwa=Y [rod =Y "5 (10 4 0 f0p) = o @44)
a .I 1 [2] 2 jzl

Conform relatiei (40) , restul R;, al aproximarii I, definite de formula (44) are expresia

= (v 190)[ ) + ey + ) + .+ 1) ] (45)
Folosind cea de a doua formula de medie ( Propozitia 3 ) se obtine

= (-1’ 190)nfV(c) adica
Propozitia 7. Exista c € [a, b] ce verifica egalitatea

b

b b
[rerde = 22| 7uo) + ) 23 1)) <43 g —‘2880 sV o)
a Jj=1 Jj=1

Corolar 4. Daca |t(4)(x)| <M, , Vxe[a,b] atuncirestul R;, rezultat in urma
aproximarii (44) satisface inegalitatea
R,. < (b-a) M,/(2880n") 47)
Exemplul 8, Vom deduce aproximarea I, data de expresia (44) astfel incat eroarea facuta sa
nu depaseasca un prag € dat, € > 0 . In acest caz, din conditia
(b-a) M,/(2880n") < e
obtinem inegalitatea
n2[(b-a) M,/(2880¢) )" (48)
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ce exprima numarul minim n de puncte de diviziune ce vor trebui folosite pentru a fi siguri ca eroarea
R.. rezultata prin aplicarea metodei Simpson este sub pragul € .

2.4.3. Utilizarea practica a metodei Simpson

. k
Aplicatia 3. Vom studiacazul a=0, b=2, f, (x)=x , 2 <k <10, cu £€=0.001.
. . k+1 . .
Valoarea exacta a integralei I data de formula (1) este 2°  /(k + 1) . Vom impune ca aproximatia
I, a integralei I se se obtina cu o precizie € . In aceasta situatie vom lua in considerare 2n+1
puncte de diviziune a=t,,t, ,t,, ... ,t, ,, t, =b unde n satisface inegalitatea (48) iar
-ty = (b-a)/(2n), 1<j<2n,cu

-1 n
b—a | . X
lo= =g | SUo) +/(tn) + 2 2, [(t2)) +4D f(t2;-) (49)
j:l j:l )
Un majorant al functiei £, pe intervalul [a,b] este M,=k (k- 1) (k-2) (k-3)b""
pentru k >4 . Pentru k<4 obtinem M, =0 ( adica formula de aproximare (44) este exacta ).
In programul BASIC urmator functia int3 estimeaza integrala 1 prin metoda Simpson

DECLARE FUNCTION f! (x!, k!) : DECLARE FUNCTION int3! (al, b!, n!, k!)
REM Calculul integralelor prin metoda Simpson

eps = .001 ' eps = eroarea de aproximare admisa

a=0: b=2

FORk=2TO 10: PRINT "Cazul k=";k

REM Calculul numarului n de intervale pentru a se asigura precizia eps
md=k*k-1)*k-2)*k-3)*b"k-4)

n=FIX((m4 * ((b-a)"5)/(2880! *eps)) ~.25)+ 1! . PRINT "Numarul de intervale = "; n
ie=(b"rk+1)-ark+1)/(k+1)

PRINT "Valoarea exacta a integralei pe intervalul [";a;",";b; "] este"; ie

ia=1int3(a, b, n, k) : PRINT "Valoarea aproximativa a integralei = "; ia

er=ie-ia: PRINT "Eroare ="; er : NEXT k

FUNCTION f(x,k): f=x~k: ENDFUNCTION

FUNCTION int3 (a, b, n, k)

s# = f(a, k) + f(b, k) : h=(b-a)/(2*n): sl#=0: s2#=0
FORj=1TOn: sl#=sl#+fa+(2*j-1)*h k): NEXT
FORj=1TOn-1: s2#=s2#+fla+2*j*h k): NEXT j
int3=h*(s#+4*sl#+2*s2#)/3: END FUNCTION

Exemplul 9. Rezultatele rularii programului proiectat in Aplicatia 3 pentru f(x) = X ,
0 <x <2, sunt sintetizate in Tabelul 2. Folosind inegalitatea (48) se determina numarul minim n de
subintervale pentru care se va aplica metoda Simpson astfel incat eroarea de aproximare sa nu
depascasca pragul € =0.001 fixat. Acest aspect este confirmat de rezultatele experimentale din
Tabelul 2 decarece |1-1,|<e=0.001.
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Observatia 3. Impunénd o eroare € la obtinerea unei aproximatii 1, a integralei I, din

Tabelele 1 si 2 se constata ca numarul n al punctelor de diviziune este cu mult mai mic in cazul
metodei Simpson comparativ cu metoda trapezelor. Asadar prin aplicarea procedurii Simpson se poate
realiza aceeasi precizie € a aproximatiei I, ca si in cazul metodei trapezului dar cu un volum de
calcule sensibil mai redus.

Tabelul 2. Calculul aproximatiei I, aintegralei 1 utilizind metoda Simpson cu

2n subintervale ( eroarea admisa € =0.001, a=0, b=2, f(x)= xk )

f(x) = xk I Iy n I-1,

fix)=x | 2666667 2.666667 1 0.0000000
fx)y=x | 4.000000 4.000000 1 0.0000000
fix)=x | 6400000 6.400427 5 -0.0004272
fix)=x | 10.666667 10.666992 8 -0.0003252
fx)=x" | 18.285715 18.285975 12 | -0.0002594
fxy=x | 32.000000 32.000225 17 | -0.0002251
fix)=x | 56.888889 56.889080 24 | -0.0001907
flx)=x | 102.400002 102.400177 33 | -0.0001755
fx)=x_ | 186181824 186.182007 44 | -0.0001831

2.5. O metoda probabilista

In paragrafele anterioare obtinerea aproximarii I, a integralei I s-a realizat prin aplicarea
unor metode deterministe, estimandu-se totodata si un interval de variatie al erorii de aproximare
respective.

Din punct de vedere teoretic integrala I este limita sumelor Riemann corespunzatoare, adica

n
I= lim Y f(u)(xj-x;) (50)
n— oo j=1
unde a=x,<x,<xX,,..<x,;<x,=b esteo diviziune fixata a intervalului [a,b] cu n+l

puncte de diviziune iar u; sunt puncte arbitrare, u; € [xj_ IR xj] , 1<j<n.
Asadar putem considera aproximarea I, data de expresia

n
Ip= D flu))(x;=x;-1) (51)
j=1
unde numarul de subintervale n ale domeniului [a, b] este relativ mare.
In aplicatii putem opera cu o partitie de subintervale [x, ,,x, ], 1 Sk<n, ceau aceeasi
lungime h=(b-a)/n, X, =8 +jh , 0<j<n, considerand in formula (51) wEX, 0<js<n.lIn
aceasta situatie aproximatia I, aintegralel 1 este data de expresia
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I, = [(b-a)/n][f(x;) + f(x,) + f(x;) + + £(x,.;) + f(x,) ] (52)
Expresia (52) este asemanatoare cu cea specificata de metoda trapezului ( a se compara cu
tormulele (30) si (32) ).
Aplicatia 4. Programul urmator, bazat pe formula (52), estimeaza valoarea integralei |

pentru functia f(x) =x

DECLARE FUNCTION f (x!)
REM Calculul integrale printr-o suma Riemann

INPUT "n,a,b=";n,a,b: s=0: h=(b-a)/n
FORj=1TOn: u=a+j*h: s=s+flu): NEXT j
s=h*s: PRINT "Aproximatia Riemann a integralei : "; s

FUNCTION f(x): f=x"3: ENDFUNCTION

: . 3
Exemplul 10. Valoarea exacta a integralei I pentru f(x)=x ,cu a=0, b=2 este
4 . A . '
I=( b’ - a4 )y/4 =2 /4 = 4 Ruland programul BASIC descris in Aplicatia 4 pentru n =100 se
obtine valoarea aproximatiei [, a integralei I, anume 1,=4.0804 .
Observatia 4. In cazul in care punctele u; se aleg in mod determinist am putea fi expusi unor

eventuale erori sistematice de estimare. Astfel in cazul precedent, daca functiile f{(x) sunt crescatoare
( descrescatoare ) atunci optand pentru u; = x. rezulta intotdeauna o supraevaluare ( respectiv

o
subevaluare ) I, aintegralei I.

Cyoa . J .
Exemplul 11, Considerdnd functia f{x)=x , 0 <x <2, vom executa programul propus in
Aplicatia 4 pentru un numar variabil n de puncte de diviziune. Valorile sumelor Riemann 1, astfel

rezultate ( formula (52) ), listate in Tabelul 3, aproximeaza integrala I din functia f{x), 0<x<2.

. 3
Tabelul 3. Sumele Riemann I, date de for.nula (52) pentru f{x)=x", 0<x<2.

n Ia n 10 n 10 n ) Io n 10
50 4.16160| 100|4.08040 | 150| 4.05351| 200{ 4.04010| 250 4.03206
300 4.02671 | 35014.02289 | 400| 4.02002| 4501 4.01780] 500 4.01602

Mentionam faptul ca toate evaluarile I, astfel rezultate sunt din ce in ce mai precise dar

depasesc sistematic valoarea exacta I =4 a integralei functiei f{x) = x3 pe intervalul [0, 2] (
Observatia 4 este confirmata, functia f{x) flind crescatoare ).

Aplicatia 5. Vom sugera o procedura Monte Carlo bruta in vederea determinarii aproximatiei
I, aintegralei 1. Metoda se bazeaza pe formula (51) unde cantitatile u; sunt valori aleatoare

uniform repartizate respectiv in intervalele [ Xt xj] , 1 <j<n. Obtinerea valorii intdimplatoare

u; € [ Xt X ] se realizeaza practic utilizdnd formula u=x,,+ (xj =X )V unde V esteun

numar pseudoaleator uniform repartizat in intervalul { 0, 1 ] ce este produs cu ajutorul
calculatorului.

Generarea valorilor aleatoare V, V € [ 0, 1], se realizeaza in limbajul BASIC prin apelarea
functiei RND .
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In program s-a considerat x, =atkh , Osk<n, unde h-(b-a)/n

REM Calculul unei integrale prin metoda Monte Carlo
DECLARE FUNCTION f1 (x!) :

INPUT "n,a,b=";n,a,b:

RANDOMIZE TIMER

PRINT "Estimatii ale integralei : " h-(b-a)/n
FORk=1TO24: s=0
FORj=1TOn: u=a+(j-1+RND)*h: s=s+Ru). NEXT
s=(b-a)*s/n: PRINT s, " | ";: NEXT k
FUNCTIONf(x): f=x"3: ENDFUNCTION

Exemplul 12. Prin rularea programului prezentat in Aplicatia 5, pentru n= 100, a =0 |

b=2, fix)=x, s-au obtinut 24 de estimatii distincte I, ale integralei I ( Tabelul 4 ).

Tabelul 4. Evaluari [, ale integralei 1 obtinute prin aplicarea metodei Monte Cailo biuta
3
( formula (51), fix)=x , 0<x<2, n=100).

4.000461 | 4.006549 | 3.994599 | 4004309 | 4.007972 | 3.998848 | 4016898 | 3 989934
4.001083 | 3.990132 | 3.997615 | 3.997539 | 4.000218 | 4.002399 | 3.989283 | 3992018
3988111 | 4.008351 | 4.002393 | 4.006297 | 3.999034 | 3.987329 | 3.993988 | 3.995304

Observatia 5. Toate estimatiile 1, din Tabelul 4 sunt foarte apropiate de valoarea 1 =4
Analizind aproximatiile I, rezultate prin aplicarea tehnicii Monte Carlo evidentiem atét valori mai
mari cat si mai mici de valoarea exacta 1 fapt ce infirma producerea unor erori sistematice in
evaluarea integralei I.

Observatia 6. Este normal, dupa cum s-a procedat si in paragrafele anterioare, sa ne punein
problema estimarii marimii erorii de aproximare | I -1,| corespunzatoare metodei probabiliste
mentionate.

Trebuie remarcat faptul ca prin aplicarea acestei tehnici de tip Monte Carlo, aproximarea 1,
reprezinta una dintre multiplele realizari posibile ale unei variabile aleatoare W , anume

W =[((-a)/n][flU) + U, + AU;) + ... + (U,,;) + U,)]
unde U,,U,, ..., U, sunt variabile aleatoare independente uniform repartizate in intervalele
[X}_,.Xj]. 1<j<n

Teoretic se poate demonstra ca media variabilei aleatoare W data de formula (53) este chia |
In acest context eroarea de aproximare rezultata prin aplicarea unei proceduri de tip Monte Carlo este
privita din punct de vedere probabilist, fiind interpretata drept dispersie a variabilei aleatoare W

Remarcam si posibilitatea definirii variabilei aleatoare W printr-o relatie asemanatoare
formulei (53) dar in care cele n variabile aleatoare independente U, ,U,,... ,U, au o repartitie
oarecare pe intervalul de integrare, nu neaparat o repartitie uniforma pe [ a, b ]. In aceasta situatie se

impune efectuarea unui studiu comparativ al erorilor rezultate prin aplicarea diverselor metode
probabiliste ( a se vedea Frmakov, 1976 )

(53)

10 .
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Keeolvarca ecuatitlor ditcrentiale ordimme

REZOLVAREA ECUATHLOR DIFERENTIALE ORDINARE

In cele ce urmeaza vom studia doua metode pentru aflarea solutiei ecuatiei diferentiale ordinaie
ov(x)/ox = f(x, v(x)) (M
fapt ce revine la a preciza functia v (x) ce verifica relatia (1).

Presupunem ca functia f(x,y) este derivabila de un numar suficient de mare de ori astfel incat
calculele ce vor fi prezentate in continuare sa se poata desfasura corect. Putem astfel accepta existenta
derivatelor partiale ale functiei f(x,y) pénala ordinul 4, pentru a,<x<b,, a,<y<b,.

Vom impune ca solutia v(x) a ecuatiei diferentiale (1), a, <x <b,, sa verifice in plus
conditia initiala

via) = vy (2)

In locul precizarii solutiei reale v(x) vom determina aproximatii W, ale sale in puncte
X; € [a,,b;] fixate, adica W, v(xj.) , 0 <j <m. In aceasta situatie eroarea punctuala € jo Osj<m
, este diferenta dintre valoarea reala v(xj) si aproximatia W, cea fost utilizata,

€;=v(x) - W (3)
O masura globala | €| a erorilor punctuale € jo0< j<m, este data de relatia
|e|=max{|ej| , 0<j<m } (4)

1. Metoda Euler

Conform teoremei lui Lagrange avem
V(%) = vO5) + (AV@ /) (%, - %]
unde a € ( X2 X g ). Vom accepta aproximatia
) = ) + . L, - X
V(xjp) = V() + (V) %) [ - %)
Cum v(x) este solutia ecuatiei diferentiale (1) , din relatia anterioara rezuita
V(X)) % VO * E(RL V) [ - %]
Constructia sirului de aproximatii { W, }., 0<j<m, pentru valorile discrete v (x)) se
realizeaza iterativ prin utilizarea repetata a formulei
wj+1=wj+f(xj,wj).[xj+,-xj] , 0<j<m
In cele ce urmeaza vom alege nodurile x., 0 <j <m, echidistante. Expresia f(xj , v(xj.)) va fi
aproximata de valoarea f(xj ,wj) Cu 0 eroare 5j , V0 <j<m. Prin urmare
=W, W, . j <
Wi wj+hf(xj,w])+8] , 0<j<m (5)
unde )
Wy=V, h=(b,-a;)/m xj.=al+jh , 0<j<m (6)
Folosind formula (4) vom estima eroarea | €| rezultata prin aproximarea solutiei v(x) a
ecuatiei (1) cu sirul de valori { w; }j ,0<j<m.
In acest context acceptam ipoteza
J .
|81 <¢c, h" ., 0<js<m (7
unde ¢, este o constanta ce depinde de forma functiei f.
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Pentru simplificarea exprimarii vom utiliza notatiile

c, =sup{|t(xy)], V(x,y)eDf} , ¢, =sup{|of(x,y)/dx]|, V(x y)el)j )

c, =sup{|0t(xy)/dy|, V(x, y)eD | j_[al,b]x[az,b] (8)
Denvand relatia (1) in raport cu variabila x obtinem
&' v(x) 19X = £,(c, v(0) + £(x, v(0) - £, (x, V() )

unde £ (x,y) = 0f(x,y)/0x , t (x,y) = 0f(x,y)/0y.
Pentruorice te[a;,b, ], dm (8) si (9) rezulta egalitatile :

2 2
| 0 v)y/ox | < |f (t,v@)| + £, v))|.|f(t,v(t)| < ¢, +¢,. ¢ (10)
Urmatoarea identitate reprezinta dezvoltarea functiei v(x) in serie Taylor in jurul punctului x
_ 2 2 2
v(xj”) = v(xj) + [av(xj)/ax](xj,, - X))+ [0 v(tj.)/ax ](xj,, - %) /2 (n

unde t, € (x}., xj”) :
Aplicand teorema lui Lagrange pentru functia g (y)=f(x,y) avem
FOy,v) - £0G, W) = £,0,2) . (v, - W) (12)
pentru orice Vi wje[az,b ], unde zje( w) ( sau Z; € (w W, j) ).
Cu notatiile anterioare, din relatile (1), (3), (5) (1) sn (12) deducem
j,,“v(xj,,) Wi v(x)-wj h[f(x. v(xl.))-f(x.,wjv)]-81.+
+(h'/2) [ v()/ox’ ]=¢e, + h. f,(x,.2) €, - 8, + (h /2)[62v(tj)/6x2] (13)
Aplicand modulul in expresna Q1 3) si folosind megalltaule (7) si (10) se obtine in final
|8;+l| < |e |(1+hc,) + (h 12)(2¢tc fcocz) (1+c)le;| +d
=hc, , d= (h /2)(2c+c,+cocz) (14)
unde €,=0.
Propozitia 1. Pentru orice j € N este satisfacuta inegalitatea
|ej|sd.[exp(j.c)-1]/c . (15)
In adevar, relatia (15) este adevarata pentru j =0 aceasta deoarece €,=0 .

Presupunand adevarata relatia (15) si tindnd seama in expresia (14) de inegalitatea
cunoscuta 1 +c¢ < exp(c) , inegalitate ce este satisfacuta pentru orice ¢ >0, rezulta
|ej+,| (l+c)|e |+d < (l+c)d[exp(jc)-1]/c+d =

d[(1+c)exp(Jc)-l]/c <d[exp(c)exp(jc)-1]/c
adica

le, /1 s dlexp((G+1Dc)-1]/c
fapt ce incheie demonstratia prin inductie a inegalitatii (15).
Din (14) si (15) deducem
l€ |sh[exp(jhc2)-I][2cf+cl+cocz]/[202] (16)
In concluzne cum jh < b,-a,, c, 2 0 iarfunctia exp (t) este crescatoare, rezulta :
Propozitia 2. Sirul {w ; } j 0 < j < m, definit recurent de relatia
Wi,y =w, thf(a +jh,w) , 0<j<m an
cu w,=v,, h=(b, - a;)/ m, constituie o aproximatie in punctele x;=a,+hj pentru solutia
v (x) a ccuatiei diferentiale (1). in plus, eroarea |e | de forma (4) verifica inegalitatea

le] < h[exp((b,-a)c,;)-1 ][Zcf+c,+coc2]/(207) (18)
Observatia 1. Constructia iterativa dupa formula (17) a aproximatiei discrete ( Wilicn 8
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solutier ccuatier diferentiale (1) este cunoscuta in literatura sub denumirea de metoda Luler Liioarca
de aproximaie | e | data de formula (4) depinde de pasul de discretizare h si se micsotcaza direct
proportional cu descresterea acestuia.

Exemplul I Fie vy=e”, a,=0,b,=2, me { 100, 400, 1600, 6400
t‘(x,y)=(2x+l)y-10x2-5x+5 ‘

Solutia ecuatiei diterentiale 0 v(x) /0 x = f(x, v(x)) ce respecta conditia initiala v (0) =¢ ’ J
este data de expresia  v(x) =5 x + exp (xz +tx-2).

Aplicatia 1, Programul urmator va determina sirul { W }j , definit recurent de relatia

. _ ' 5
Wji[ = wj + hf(2.]/m 1wj) ’ 0 SJ <m-1 , Wo = e
si va estima eroarea |e|=max{|ej|; Vj, 0<j<m} unde ej=v(2j/m)-wj

REM Metoda Euler pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale ordinare, al <x<bl, a2 <y <b2
DECLARE FUNCTION f! (x!, y!) . DECLARE FUNCTION v! (x!)

al =0: bl =2: PRINT "Metoda Euler al=";al;," bl ="; bl

vO =v(al) ' Valoarea initiala a solutiei

DATA 100,400,1600,6400 * Numarul m de pasi utilizati

FORim=171T04: READ m ; h=(bl -al)/m: wl =v0
vmax = v0 : vmin = vO0 : wmax = vO0 ; wmin = v0 : ebm=0 'erm = maximul erori
FORj=1TOm: x=al+j*h: v2 = v(x) ' Solutia teoretica

IF v2 < vmin THEN vmin = v2

IF v2 > vimax THEN vmax = v2

w2 =wl +h*f(x, wl) ' Solutia empirica
IF w2 < wmin THEN wmin = w2

IF w2 > wmax THEN wmax = w2

er = ABS(v2 - w2) ‘ er = diferenta dintre valoarea empirica si teoretica a solutiei in punctul x
IF erm < er THEN erm = er  Obtinerea maximului erorii

wl=w2: NEXT j

PRINT "Numarul punctelor de discretizare = "; m," (h=";h;") Eroarea maxima="; erm
PRINT " Valoarea solutiei teoretice ( discretizata ) maxim ="; vmax; " minim = "; vmin
PRINT " Valoarea solutiei empirice ( discretizata ) maxim ="; wmax; " minim ="; wmin
NEXT im

FUNCTION f(x, y) : f=2*x+1)*y-10*x"2-5%x+5: END FUNCTION
FUNCTION v (x) : v=EXP(x"2+x-2)+5%x: END FUNCTION

Exemplul 2. Vom executa programul prezentat in Aplicatia 1 in vederea solutionarii ecuatiei
(1), unde functia f(x, y) este datain Exemplul 1. Rezultatele rularii programului sunt sintetizate in
Tabelul 1, unde h=(b-a)/m ,
Van=min{v(a+jh)y | 0<j<m} Wi, = min { W, | 0Lj<m}
Voar ~Max { v(a+jh) | 0<j<m} W,0x = Max { W, | 0<j<m}
Urmarind datele din Tabelul 1 se constata ca prin cresterea numarului m al punctelor de

discretizare ( fapt echivalent cu micsorarea pasului discretizarii ) aproximarea { W, } en @ solutiei

v (x) se vaimbunatati ( se reduce eroarea |€|) . Acest rezultat experimental este justificat din punct
de vedere teoretic de Propozitia 2.
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Tabelul 1. Eroarea maxima €,,, data de formula (4) pentru metoda Euler

( Exemplull; a,=0,; b,=2; v0=e-2)
m Vmin Wonin Vinax Winax Emax
100 1353353 1353353 64.59815 22.25848 42.33967
400 1353353 1353353 64.59815 52.74207 11.85609
1600 1353353 1353353 64.59815 61.54557 3.052582
6400 1353353 1353353 64.59815 63.82863 7695198

Exemplul 3. Functia v(x)=(x-1)(x-3)(x-4) = xJ - 8x2 + 19x - 12 este
solutie a ecuatiei diferentiale (1) pentru  f(x,y) =3 y/x+8x-38+36/x cu conditia initiala
vp=v(a,)=-4375 si a,=05,b,=45.

Rezultatele rularii programului sunt precizate in Tabelul 2. Ele confirma experimental
Propozitia 2, aproximatia discreta { w, } I fiind cu atat mai precisa cu cdt se micsoreaza pasul h de

discretizare.

Tabelul 2. Eroarea maxima ¢
( Exemplul3,; a,=05; b,=45; v,=-4375)

nmax

data de formula (4) pentru metoda Euler

m VIMI'" wlllill VII“L\' wmax elna\‘
100 -4375| -198.11750 2,625 -2.397526 200.7425
400 -4375| -65.42783 2.625| -.2836739 68.05283

1600 -4375| -15.85589 2.625 1.195017 18.48089

6400 -4.375 -4.375 2.625 1.838008 4.719050
12800 -4.375 -4.375 2.625 1.970218 2365378
25600 -4.375 -4.375 2.625 2.039885 1.186433

Observatia 2. Datorita cumularii unor erori de aproximare valoarea maxima ( minima ) a
solutiei teoretice v(x) in punctele de discretizare X; nu coincide neaparat cu valoarea maxima (

minima ) a solutiei empirice ({ W, };,,0<j)<m.

2. Metoda Runge-Kutta.

Tindnd seama ca functia v (x) este solutie a ecuatiei diferentiale (1), conform teoremei lui
Lagrange avem egalitatea

VX, )=V () + (dV(@)/ 3x) [,

unde a este o valoare in intervalul (x;, x J* Nk

Daca w; este o aproximatie a valorii v (x P, atunci egalitatea anterioara capata forma

. xj]:y(xj) + f(a,v((l))[xj” - xj]
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Wt Wb ht(uw, vie)) ae(a, +jh,a, +(G+l)h) (19)
La baza constructiet sirului de aproximatii punctuale W }j rezultate din metoda Euler s-a

aflat aplicarea unei formule de tipul (19) in care, in locul valorii f(a, v(a)), s-a folosit aproximatia
f(xj , wj.) , fapt ce revine la a-1 inlocui pe a cu X; iar pe v(a) cu W, W=V (xj).
O aproximare “‘mai buna” a valorilor f(a, v(a)), pentru a € (xj, xjﬂ) este data de
expresia
[ f(xj ,V (xj)) + f(xj..l ,V ("pl)) 1712 = | f(xj , wj) + f(xj” Wt h f(xj , wj)) 1/2
Un asemenea tip de aproximare este utilizat intr-o varianta a metodei Runge-Kutta. In acest
caz aproximatia discreta { W, } ; va fi obtinuta iterativ dupa formula

W =w h{f(a,+jh,w) + fa,+(G+1h, wj+hf(a1+jh,wj))]/2 (20)
Efectuand un calcul complex, asemanator aceluia ce a condus la Propozitia 2, deducem in tinal
Propozitia 3. Sirul { W }j, 0 < j < m, definit recurent de expresia (20) , unde W, =V,

iar h=(b,-a;)/m, aproximeaza solutia v (x) a ecuatiei diferentiale (1) in punctele x jTa hj.

Eroarea | €| data de relatia (4) satisface o inegalitate de tipul

le] < cpe. b’ 1)
Valoarea cy, este independenta de pasul de discretizare h, fiind insa dependenta de
parametrii a,, b, , Cry €y, €y, Cy acaror semnificatie a fost deja precizata.
Observatia 3. Metoda Runge-Kutta este in general mai precisa decat metoda Euler deoarece

maximul erorii de aproximare este proportional cu 112 sinu cu h (formulele (18) si (21) ). Aceasta
afirmatie a fost verificata experimental pe mai multe exemple. Programul anterior a fost adaptat
procedurii Runge-Kutta, instructiunea de atribuire w2 =wl +h * f{x, wl) fiind inlocuita de
urmatoarele doua comenzi
w2a=wl +h*f(x, wl) w2 =wl +h* (f{(x, wl) + f(x + h, w2a))/ 2

Exemplul 4. Vom aplica metoda Runge-Kutta pentru ecuatia diferentiala (1) cu parametrii ce
au fost definiti in Exemplul 1, adica v0=e-2, a,=0,b,=2, f(x,y)=(2x+ Dy- 10x2- 5x+5.

Rezultatele obtinute prin utilizarea metodei Runge-Kutta sunt mai precise ( eroarea maxima de
aproximare este mai mica iar maximul w, - al “solutiei empirice” se apropie mai mult de maximul
v al “solutiei teoretice” ). '

max
Observatia 3 este astfel confirmata si de analiza comparativa a Tabelelor 1 si 3.

Tabelul 3. Eroarea inaxima ¢, data de formula (4) pentru metoda Runge-Kutta

2
( Exemplul1; a,=0; b,=2; vy=e )

m v w v w €

min max max max

100 1353353 1353353 64.59815 25.46464 39.13351
400 1353353 1353353 64.59815 | 55.42178 9.176369
1600 1353353 1353353 64.59815 62.34271 2255444
6400 1353353 1353353 64.59815 64.03604 .5621109

min

Observatia 4. Deosebirea esentiala dintre metoda Euler si metoda Runge-Kutta consta in
utilizarea valorilor fx, W), respectiv [ f(xj , wj) + f(xj +h, W, + h f(xj , wl'.) )]/2 pentrua
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aproxima expresia f(a, v(a)), unde « & (x,, % 1 h) rezulia din formula lui Lagrange ( a se vedea
si relatia (19) ).

In raport cu forma concieta a functiei t(x, y), s-ar puteaca f(x , W) sa fic 0 mai1 buna
aproximare pentru f (o, v(a)) decat [ f(xj , wj) + f( X+ h, W, t hf(x , wj) )1/2. Intr-o
asemenca situatie metoda Euler ¢ste “mai precisa” decat metoda Runge-Kutta, tapt evidentiat si de
exemplul urmator.

Exemplul 5. Vom aplica metoda Runge-Kutta pentru ecuatia diferentiala (1) unde atat functia
f'(x, y) catsi conditia initiala v, sunt cele mentionate in Exemplul 2 ( vp=v(a,)=-4375, a,-05
b, =45, f(xy)=3y/xt8x-38136/x )

Comparand rezultatele experimentale obtinute prin utilizarea metodelor Runge-Kutta si Euler |
s-a coustatat ca de aceasta data metoda Euler este “mai precisa” (Tabelele 2 si 4 ; criterii de comparaie
- eroarea maxima de aproximare €, . si gradul de apropiere al maximului w,  al “solutiei empirice”
de maximul v, pentru “solutia teoretica” ). In acest caz, indiferent de alegerea pasului h de
discretizare, rezultatele aplicarii metodei Runge-Kutta ( Tabelul 4 ) sunt mai putin precise decat acelea
obtinute prin folosirea metodei Euler ( Tabelul 2)

max

Tabelul 4. Eroarea maxima €, data de forinula (4) pentru metoda Runge-Kutta

( Exemplut2, a, =05, b, =45, v,=-4375)

m Voin Wi Vo W €, ax
100 -4375 | -265.1158 2625 -2.750065 267.7408
400 -4375| -77.84393 2625 -5061191 80.46893

1600 -4.375| -18.44422 2.625 1.097229 21.06922

6400 -4.375 -4.375 2.625 1.805698 5.328175

12800 -4.375 -4.375 2.625 1.952854 2.669217
25600 -4.375 -4.375 2.625 2.031033 1.335167
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REZOLVAREA ECUATIILOR DIFERENTIALE LINIARE

In aceasta sectiune vom discuta mai multe metode pentru rezolvaiea ecuatiilor diferentiale
liniare cu conditii la limita.

Suntem astfel interesati in a afla solutia u(x) a unei ecuatii diferentiale liniare de ordin m ,
avand forma

™ u(x) - " u(x)
P + ;sj(X)T = h(x)

In vederea simplificarii expunerii vom exemplifica modul de solutionare a ecuatiilor diterentiale
ordinare liniare de gradul al doilea.
Cu notatiile

k
L(u(x)) = D (x) + p(x) uD(x) + g(x) u(x) By = 10 p v
x
Rw) = oy u(a) + B u'V(a) Ry(u) = ay u(b) + fh u'V(b) (1)
sa determinam solutia ecuatiei diferentiale liniare
L (u(x) ) =h(x) (2)
ce satisface conditiile la limita
R,(u) =7, R,(u) =1, €)

unde a 12 +B ,2 >0, a 22 +p 22 >0 iar p(x), q(x), h(x) sunt functii continue pe intervalul |a, b]

Observatia 1. Daca ecuatia omogena L(u(x)) =0 admite numai solutia banala u(x) =0, x
€ [a, b], atunci ecuatia neomogena (2) va admite solutie unica. In adevar, presupunind doua solutii
u (x), uy(x) ale ecuatiei diferentiale (2), adica L(u;(x)) =h(x), L(u,(x)) = h(x), rezulta L(u(x)) =
0, unde u(x) =u,(x)-u,x), Vx e [a,b]. Deoarece singura solutie a ecuatiei omogene este
solutia nula deducem u(x) =0, a<x<b,adica u,(x)=u,x) Vxe[fa,b].

Intentionam sa gasim o aproximare w(x) pentru solutia u(x) a ecuatiei diferentiale liniare
neomogene (2) ce respecta restrictiile la limita (3) . Vom exprima aproximatia w(x) in raport cu un
sistem de n+1 functii ( liniar independente ) t;(x) , 0<j<n.

Vom alege functiile t;(x) cu conditia sa verifice relatiile

R,(f,) =7, R,(f)) =7, R/(f,)=0=R,f), 1<sk<n 4)
In aceasta situatie aproximatia w(x) exprimata ca o combinatie liniara a functiilor t;(x) ,
w(x) = fi(x) + ¢, f,(x) + ¢, f)(x) + ¢;f4(x) + ... + ¢, f(x) (5)
respecta conditiile la limita (3) si anume pentru i=1, 2 avem
n n
Rw) = R(fo + D61/ = Ri(fo) + DR U =7, (6)
J=1 J=1

In mod evident egalitatea L(w(x)) =h(x), V x € [a, b], nu este in general satisfacuta pentru
aproximatia w(x) a solutiei u(x) a ecuatiei diferentiale (2) ce respecta restrictiile (3). Putem defini
eroarea E(x;c, c,,...,c,) cedepinde de fiecare valoare x din intervalul [a, b], drept diferenta

E(X.€1,03.160) = LOw(X)) = h(x) = L(fo+ D ¢; f;(x)) = h(x) =

J=
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n
= LUo(®)) - h() + D¢, LU (0)) (7)
j=1

Coeficientii Ci» 1 <j<n, ce caracterizeaza aproximatia w(x) vor fi determinati astfel incat
eroarea “globala” E, sa fie minima. Termenul de “eroare globala” poate avea diferite acceptiuni.

La calculul erorii globale E,, vor trebui a fi luate in considerare toate valorile erorilor “locale”
E(x ;¢ ¢y, ¢,) inpuncte x dinintervalul [a, b]. Acceptind diverse interpretari pentru eroarea
“globala” E, putem imagina criterii diferite de “minimizare” a expresiei E; .

Exemplul 1. Fie ecuatia diferentiala u(z)(x) + p(x) u(U(x) + q(x) u(x) = h(x), unde

p(x) = 2x" + 1 Q) =3 - x h(x) = 6x" - 30x” + 21X’ + 24x - 19 8)
a,=a,=1 B,=B,=0 Y, =-10 ¥,=20 a=0 b=6
a carei solutie u(x) ce satisface conditiile la limita (3) este de forma
() = x - 8%’ +17x - 10 )
Avand functiile fy(x), f;(x), f)(x) ce verifica restrictii de tip (4), unde
2
fy(x) = 5x- 10 f,(x)=x(x-6) f(x)=x (x-6) (10)
Vom construi astfel aproximarea w(x) a solutiei (9), anume ( formula (5) ),
2 3 2
w(x) = (5x - 10) t ¢, x (x-6) +c,x (x-6)=c,x +(c;-6¢c,)x +(5-6¢,)x-10 (i1)

Observatia 2. In vederea estimarii valorilor coeficientilor ¢, , c,, ... ,C, ce definesc o

aproximatie w(x) a solutiei ecuatiei diferentiale liniare (2) cu conditiile la limita (3) pot fi utilizate
mai multe metode. In final este de dorit de a se compara rezultatele astfel obtinute alegandu-se
varianta optima .

1. Metoda punctelor fixe

De multe ori, din lipsa de informatie, nu avem o imagine de ansamblu asupra comportarii
erorilor E(x; ¢},c,,...,¢,) in orice punct x din intervalul [a, b]. Suntem adesea constrénsi in a
masura erorile E(x; ¢;,C,,...,c,) numaiin puncte izolate x, x,, ..., x, din [a,b]. In aceste conditii
coeficientii ¢, 1 <j <n, vor fi determinati impunénd ca erorile “locale” sa fie nule in punctele fixate
X) 4 X3,..., X, , adica

E(xj;cl,cz,...,c")=0 , 1<j<n (12)
Utilizand formula (7) ce defineste eroarea E rezulta urmatorul sistem liniar de n ecuatii in
necunoscutele ¢;,¢,, ..., C,, adica
¢ L(f,(x,)) + ¢, L(f,(x))) + ... + ¢,L(f,(x)) = h(x)) - L(fy(x,))
¢, L(f,(xp)) + ¢ L(f(x))) + ... + ¢, L(£,(x;)) = h(xp) - L(fy(x,))
¢, L(f(xy)) + ¢, L(f)(xy))) + ... + ¢, L(f,(x5)) = h(xy) - L(fy(x;))
.................................................................................... (13)
o LE(x,) *+ ¢, L) + ... + ¢, L(E,(x,)) = h(x,) - L(f,(x,)
Prin aplicarea formulei (5) solutia (¢, ¢,, ..., ¢,) asistemului liniar (13) va fi utilizata la

construirea aproximarii w(x) a solutiei ecuat.ei diferentiale (2) , aproximarea w(x) respectind in
plus conditiile la limita (3).
Pentru simplificarea scrierii in sistemul (13) vom introduce functiile g, (x) = L( fi(x)) ,
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0 <k <n, ce vor t1 utilizate in continudre.
Exemplul 2. Considerand n — 2, sa aplicam metoda punctelor fixe pentru ecuatia ditercntiala
(8) precizata in Exemplul 1. Asadar vom opta pentru doua puncte fixe a <x,,x,<b
.. 2
In aceste conditii, cum L (f{x)) = f )(x) + (2x2 +1) (w(x) + (3-x)f{x) deducem
2
L(f(x)) = (2% + 1) 5 + (3 -x) (5% - 10) = 5X” + 25x - 25 (14)
2 2
L(£(0)=2 + 2 +1)(2x-6) + (3-x) (' -6x)=3x -3x - 16x-4
2 2 32 3
L(f,(x))=(6x-12) + 2x +1)(3x -12x) + B-x)(x -6x )= 5x4 - 15x - 15x2 -6x-12
3 2
h(x) - L(£,(x))=6x" -30x + 16x" -x +6
Pentru n=2 sistemul (13) devine
¢, L(f,(x))) + ¢, L(fy(x;)) = h(x,) - L(fy(x,))
¢ L(fl(xz)) t C, L(fz(xg)) = h(xz) - L(fo(xz)) (15)
Asadar rezulta un sistem liniar de doua ecuatii cu necunoscutele ¢, , c,
a; ¢+ a,c,=b

a, ¢; * ayc, = b, (16)
avand solutia
o _ban - bap ¢ = byay - hay a7
| = -
ayjdax — 4apa;) aj1ay; — A

Aplicatia 1. Respectind notatiile anterioare, urmatorul program determina solutia (¢, ,c,) a
sistemului (16) pentru
a;; = 8,(x)) 2, = 8y(x)) by =h(x;) - 8y(x))
ay = 8,(x,) 2257 85(x)) b, =h(x;) - gy(x;)
unde gy(x) = L(f,(x)) = 5%’ +25%-25 , g,(x)=L(f,(x))=3x -3x - 16x4 ,
8,() = L( £5(x) ) = 5% ~15%" - 15X - 6x -12

REM Metoda punctelor fixe

DECLARE FUNCTION f0! (x!) : DECLARE FUNCTION f1! (x!)
DECLARE FUNCTION f2! (x!) : DECLARE FUNCTION h! (x!)
DECLARE FUNCTION u! (x!) : DECLARE FUNCTION g0! (x!)
DECLARE FUNCTION gl! (x!) : DECLARE FUNCTION g2/| (x!)
CLS : INPUT "xi, x2 ="; x1, x2

all =gl(x1): al2 = g2(x1): bl = h(x1) - g0(x1)

a2l = gl(x2): a22 = g2(x2): b2 = h(x2) - g0(x2)

d=all *a22-al2*a2l: cl=(bl*a22-b2*al2)/d: c2=(b2*all-bl*a2l)/d
PRINT USING "V = (x1 =#4# ,x2 =#t#)", x1, x2

PRINT USING "u :  #H#HHBH HE , BHARHE 0 HEHRHE Y SR " 1 -8, 17, -10
PRINT USING "w . HEHHRH H## B 3 IR B IHEE
c2;cl-6%c2;5-6*cl;-10

PRINT "Valorile functiei u in punctele :";

FORj=0TO 6: PRINTj;", ", : NEXT j: PRINT

FOR j=0TO 6: PRINT USING "##### ## , ", u(j), : NEXT j: PRINT

PRINT "Valorile functiei w in punctele specificate”

FORj=0TOé6: w = f0(j) + c1 * f1(j) + c2 * £2()
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PRINT USING "##### ## ", w, . NEXT j. PRINT
FUNCTION f0 (x) : fo=5*x-10: END FUNCTION
FUNCTION f1 (x) : fl=x*(x-6) END FUNCTION
FUNCTION {2 (x) : f2=x*x*(x-6) END FUNCTION

FUNCTION g0 (x) : g0=5%x"2+25*x-2§; END FUNCTION

FUNCTION gl (x) : gl=3*x"3-3*x"2-16*x-4: END FUNCTION
FUNCTION g2 (x) : g2=5*x"4-15*x"3-15*x"2-6*x-12: ENDFUNCTION
FUNCTION h (x) : h=6*x"4-30*x"3+21*x72+24*x-19: ENDFUNCTION
FUNCTICN u (x) : u=x"3-8*x"2+17*x-10: END FUNCTION

Exemplul 3. Vom compara solutia “exacta” u(x) a ecuatiei diferentiale din Exemplul 1 (
formula (9) ) cu aproximatia sa w(x) obtinuta prin metoda punctelor fixe ( forma (11) ). In expresia
(5) ce defineste functia w(x) coeficientii ¢, ¢, , ¢; sunt dati de (17).

Notam cu w(x; V) valoarea aproximatiei w(x) in varianta V. In cadrul fiecarei variante V
caracterizata de perechea (x;, x,) sunt specificate valorile punctelor fixe x, si x, in care erorile
E(x ; ¢;,c,) sunt presupuse a fi nule ( conditia (12) ).

Rularea programului prezentat in Aplicatia 1 se va efectua in variantele : V1 =(0, 1) ;
V2=(0,2); V3=(0,3); V4=(0,4); V5=(0,5); V6=(0,6); VI=(1,2); V8=(2,3),
Vo=(3,4): VIO=(4,5): Vl1=(5,6).

Considerand variantele V1-V11, Tabelul 1a prezinta valorile luate de solutia u(x) a ecuatiei
diferentiale (2) cat si de aproximatia sa ( formula(11) ) in punctele “fixe” x € {0,1,2,3,4,5,6} In
Tabelul 1b sunt dati coeficientii ce definesc polinomul de aproximatie w(x) rezultat prin aplicarea
metodei punctelor fixe.

Tabelul 1a. Valorile solutiei u(x) si a aproximatiei sale w(x;V) obtinuta prin metoda
punctelor fixe in variantele V1-V11 (n=2).

x=0 x=1 x=2 x=3 x=4 x=5 x=6

u(x) -10.00 0.00 0.00 -4.00 -6.00 -0.00 20.00
w(x; V1) -10.00| -16.91 -3.53 18.50 37.53 4191 20.00
w(x; V2) -10.00 24.04 29.23 18.50 4.77 0.96 20.00

w(x; V3) -10.00 12.68 20.14 18.50 13.86 12.32 20.00
w(x; V4) -10.00 3.15 12.52 18.50 21.48 21.85 20.00
w(x; V5) -10.00 41.69 43.35 18.50 -935| -16.69 20.00
w(x; V6) -10.00 21.51 27.21 18.50 6.79 3.49 20.00

w(x; V7) -10.00 0.00 0.00 -4.00 -6.00 0.00 20.00
w(x; V8) -10.00 0.95 1.16 -3.11 -5.57 0.04 20.00
| w(x; V9) -10.00 1.09 1.38 -2.86 -5.34 0.18 20.00
w(x; V10) | -10.00 1.03 1.07 -3.44 -6.08 -0.41 20.00
w(x; V11) | -10.00 1.50 1.55 -3.19 -6.12 -0.60 20.00

Observatia 3. Cum era si normal, precizia aproximarii w(x) depinde de pozitia punctelor fixe

X, 1S j S n, ceau fost selectate. In varianta V7, prin rezolvarea sistemului (16) se obtine ¢, =-2
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si ¢,=1 Inacestcaz aproximatia w(x) calculata dupa expresia (11) coincide chiar cu solutia exacta
u(x) data de formula (9) ( a se vedea Tabelele 1a si 1b ).

. . k
Tabelul 1b. Coeficientii monoamelor x , 0 <k <3, ce definesc polinoamele
u(x) si w(x:V)in variantele V1-V11 (. metoda punctelor fixe, n=2).

3 2 1 0

X X X X
u(x) 1.00 -8.00 17.00 -10.00
w(x; V1) -1.94 15.97 -20.94 -10.00
w(x; V2) 2.15 -20.88 52771  -10.00
w(x; V3) 1.02 -10.66 3232 -10.00
w(x; V4) 0.07 -2.09 15.17 -10.00
w(x; V5) 3.92 -36.77 84.54 -10.00
w(x; V6) 1.90 -18.61 48.22 -10.00
w(x; V7) 1.00 -8.00 17.00 -10.00
w(x; V8) 1.05 -8.51 18.41 -10.00
w(x; V9) 1.05 -8.53 18.58 -10.00
w(x; V10) 1.07 -8.71 18.67 -10.00
w(x; V11) 1.10 -9.03 19.42 -10.00

2. Metoda subdomeniilor

Fie o diviziune a=x,<x,<x,<...<x, ,<x =Db aintervalui [a,b]. Coeficientii ¢ ,¢,,
..., ¢, vor fi determinati astfel incdt media erorilor E(x ; c,,c,,...,c,) pe fiecare interval [x, ;,x,], |
<k <n, safie nula, adica

Xk
IE(x;cl,cz,...,c,,)dx =0 (18)
Xk-1
Tindnd seama de expresia (7) ce da eroarea de aproximare E se obtine urmatorul sistetn liniar

de n ecuatii cu necunoscutele ¢,;,¢c,, ..., ¢c,,

n Xk X,
AR f (h() - L)) @ (19)
J=1 Xg-1 X -1
Coeficientii ¢, 1< j < n, astfel rezultati vor determina aproximatia w(x) precizata de
tormula (5).
Exemplul 4. Vom aplica metoda subdomeniilor in cazul precizat de Exemplul 1, cu n=2.
Atunci: x,=a=0,; x,=X1, a<A<b; x,=b=6. Cu notatiile
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A A
an(d) = [ LA dr = [ (352 =362 - 165 - 4) e = (1) - ,(0) (20)
0 0

A A
a3 (A) = _[L(fz(x))dx = j(Sx“ 1507~ 15x% - 6x - 12) dk = gy(4) - £,(0)
0

0
A A
by(A) = I(L(fo(x))-h(x))dx - I(6x4 ~30x +16x% ~ x +6) de = gy(4) - £0(0)
0 0

6 6
an(d) = [ LOAGN de = [ (36 -3 - 16x-4) s = g1(6)- &1(2)
A Vi

6 A
a(A) = [ LU0 de = [ (sx* - 155> - 1567 —6x - 12) e = g(6) - g2(4)

A 0
6 6

by(A) = [(Lfo() ~x)) e = [ (6x* - 306 + 1657 — x +6) e = g4(6) - (D)
A A

Bo()=6x /5 - 1512 + 16x/3 - x/2 + 6x

gl(x)=3x4/4 - xj - 8x2 - 4x gz(x)=x5 - 15x4/4 - ij - 3x2 - 12x

se obtine sistemul liniar
a;(A)c, + a;(A)c, =b,(A)
a,(AM)c; + a,(A)c, = by(A) (21)

cu solutia
by (4) app(4) - 5(4) a;5(4)
ay(4) ap () - ajp(4) az(4)
by(4) a11(4) — )(4) a3)(4)
ay1(4) ay(4) - ajp(2) ay(4) 2
Asadar pentru o valoare fixata a parametrului A, 0 <A <6, aproximatia w(x ; A) a solutiei
u(x) a ecuatiei diferentiale liniare (8) cu conaitiile la limita respective este data de expresia
wix ;) =c, W) x + (c; (A)-60,(A))x" + (5-6c,(A))x - 10 23)
Aplicatia 2. Programul urmator calculeaza aproximatia w(x ; A) data de (23) unde
coeficientii ¢;(A), c,(A) depind de parametrul A , 0=a<a<b=6, si au forma (22).

() =

cy(A) =

REM Metoda subdomeniilor
DECLARE FUNCTION u! (x!) : DECLARE FUNCTION g0! (x!)
DLECLARE FUNCTION glf (x!) : DECLARE FUNCTION g2! (x!)

CLS: s=.5

WIHILE s < 6!

all =gl(s) - g1(0) : al2 = g2(s) - g2(0) : bl = g0(s) - g0(0)
a2l — gl1(6) - gl(s) : a22 = g2(6) - g2(s) : b2 = g0(6) - g0(s)

d all *a22-al2* a2l
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cl = (bl *a22-b2*al2)/d: ¢2-(b2*all-bl*a2l)/d

PRINT USING "s = ## ##", s

PRINT USING "u . HHEHHHR HE  HEREAHR R BHEBHE Y BHABRE RS "1 -8, 17, -10
PRINT USING "w :  HHHBH#E HE | BHEHBY BB BHEHBH HE  BHBHB I8 "
c2;cl-6%c2;5-6*cl;-10

PRINT "Valorile functiei u in punctele :";

FORx=0TO®6: PRINT x; ", "; : NEXT x ; PRINT
FORx=0TO6: PRINT USING "##### ## , ", u(x); : NEXT x : PRINT
PRINT "Valorile functiei w in punctele specificate"
FORx=0TO6: w=c2*¥x*x*x+(cl-6*c2)*x*x+(5-6*cl)*x-10
PRINT USING "##### ## ", w, NEXT x : PRINT
s=s+.5: WEND
FUNCTION g0 (x) : g0=12*x"5-75*x"4+(16!/31)*x"3-5*x"2+6*x
END FUNCTION
FUNCTION gl (x) : gl=T75*x"4-x"3-8*x"2-4%x: END FUNCTION
FUNCTION g2 (x) : g2=x"5-375%x"4-5*x"3-3*x"2-12%*x
END FUNCTION
FUNCTION u (x) : u=x"3-8*x"2+17*x-10: END FUNCTION

Exemplul S. Se va compara solutia exacta u(x) data de formula (9) pentru ecuatia
diferentiala (8) cu aproximatia w(x ; A) obtinuta prin metoda subdomeniilor ( expresia (23) ). Valoile
w(x ; A) sunt deduse prin apelarea procedurii din Aplicatia 2.

Tabelul 2a. Valorile solutiei u(x) si a aproximatiei sale w(x; A) obtinuta prin metoda
subdomeniilor ( formula (23) ).

x=0 x=1 x=2 x=3 x=4 x=5 X=6

u(x) -10.00 0.00 0.00 -4.00 -6.00 -0.00 20.00
w(x; 0.5) -10.00 4.60 4.57 -1.98 -6.99 -2.36 20.00
w(x; 1.0) -10.00 1.72 1.66 -3.37 -6.53 -1.02 20.00
w(x; 1.5) -10.00 1.25 1.18 -3.59 -6.46 -0.80 20.00
w(x; 2.0) -10.00 1.72 1.65 -3.37 -6.53 -1.02 20.00
w(x; 2.5) -10.00| -18.20| -18.54} -12.95 -3.38 825 20.00
w(x; 3.0) -10.00 -0.41 -0.50 -4.39 -6.20 -0.03 20.00
w(x; 3.5) -10.00 0.20 0.12 -4.10 -6.29 -0.31 20.00
w(x; 4.0) -10.00 0.48 0.40 -3.97 -6.34 -0.44 20.00
w(x; 4.5) -10.00 0.66 0.58 -3.88 -6.37 -0.53 20.00
w(x; 5.0) -10.00 0.80 0.73 -3.81 -6.39 -0.59 20.00
w(x; 5.5) -10.00 0.92 0.85 -3.75 -6.41 -0.65 20.00

Tabelul 2a prezinta valorile luate de solutia u(x) a ecuatiei diferentiale (2) si de aproximatia sa
w(x ; A) ( formul (23) ) in punctele de diviziune x € { 0, 1,2, 3, 4, 5, 6 }. In Tabelul 2b sunt dati
coeficientii polinomului w(x ; X) rezultat din aplicarea metodei subdomeniilor. Urmarind aceste
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tabele constatam ca functia w(x; 3.5) rezultata prin aplicarea metodei subdomeniilor aproximeaza
foarte bine solutia u(x) a ecuatiei diferentiale liniare din Exemplul 1.

_ k
Tabelul 2b. Coeficientii monoamelor x , 0 <k <3, pentru polinoamele
u(x) si w(x: A) ( metoda subdomeniilor, n=2).

3 2 1 0
X X X X
u(x) 1.00 -8.00 17.00 -10.00
w(x; 0.5) 1.35 -11.35 24.60 -10.00
w(x; 1.0) 1.14 -9.31 19.89 -10.00
w(x; 1.5) 1.10 -8.97 19.11 -10.00
w(x; 2.0) 1.14 -9.30 19.88 -10.00
w(x; 2.5) -0.32 4.90 -12.78 -10.00
w(x; 3.0) 0.98 -1.79 16.40 -10.00
w(x; 3.5) 1.03 -8.22 17.39 -10.00
w(x; 4.0) 1.05 -8.42 17.85 -10.00
w(x; 4.5) 1.06 -8.55 18.15 -10.00
w(x; 3.0) 1.07 -8.65 18.39 -10.00
w(x; 3.5) 1.08 -8.73 18.58 -10.00

3. Metoda celor mai mici patrate in cazul discret

Prin metoda punctelor fixe se cerea ca erorile E sa fie nule in puncte fixate. Aceasta metoda
presupune alegerea a n puncte “de referinta” x,,x,, ..., x, , tot atdtea cat numarul parametrilor c,
.C,, ..., C, utilizati ca ponderi pentru functiilor t}(x) , 1 <j<n, cecaracterizeaza aproximatia w(x)
( a se vedea formula (5) ). In cazul in care initial avem un numar m de puncte fixe, cu m >n, numai
n dintre aceste puncte vor fi utilizate efectiv pierzindu-se astfel informatie utila.

In practica este de dorit folosirea tuturor celor m puncte “fixe” x,, x,, ..., x,, disponibile

pentru care a fost evaluata eroarea E . Acest lucru se va realiza definind eroarea globala E, drept

suma patratelor erorilor punctuale E(x,;c,c,...,c)), 1st<m,
L 2
Ey = Z(E(xk;cl,cz,...,c,,)) (29)
t=1
Nu este de dorit de a defini eroarea globala E, ca o suma simpla a erorilor locale deoarece in
acest caz poate rezulta o eroare globala E; chiar nula in situatia unor erori locale E foarte mari dar

de semne contrare.
Coeficientii ¢, ¢c,, ..., ¢, vor fi determinati astfel incdt sa minimizeze eroarea globala E, .

Tindnd seama de expresia (7) ce da eroarea E in punctele x,, 1<t <m, rezulta
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2
Eye1,03. 15) = Z{L(fo(x,)) — h(x) + )¢ LU, () (25)

(=1 j=1
In vederea minimizarea erorii globale E, se impun conditiile
OEy(cy,02,....¢p)

oe, =0 1<k<n (26)
Rezulta astfel un sistem liniar de n ecuatii in necunoscutele ¢, , ¢c,, ..., ¢, , unde linia k,
1 <k <n, a acestui sistem este de forma,
n m m
Zc,{Zch,(x,»L(fk (x,»J = > LU ) () - LUo (1)) @7)
j=1 \¢=1 1=1

Odata determinati coeficientii ¢, 1< j < n, utilizind formula (5) se obtine aproximatia w(x)
a ecuatiei diferentiale (2), aproximatie ce respecta conditii la limita de tip (3).

Exemplul 6. Pentru ecuatia diferentiala precizata in Exemplul 1 vom considera m=4 |
punctele fixe fiind x; =0, x,=2, x;=4, x,=6. Aplicand in aceasta situatie metoda celor mai

mici patrate, sistemul liniar (27) are forma particulara (16). Componentele ¢, , c, ale solutiei acestui
sistem liniar de doua ecuatii sunt date de expresiile (17) pentru

4
a = LU0 LU () j.ke(1,2)
=1
4
be = 2 LU ) () = Lfo(x,)) ke{l,2) (28)
t=1

Functiile h(x) - L(f,(x)) , L(f,(x)) , j€{1,2}, sunt definite prin relatiile (14).

Aplicatia 3. Fie ecuatia diferentiala (2) in conditiile (8). Programul urmator calculeaza
aproximatia w(x) a solutiei u(x) prin metoda celor mai mici patrate in cazul discret (cu m=4).

Functia w(x) are expresia (5), coeficientii ¢;, 1 <j <n, fiind o solutie a sistemului liniar (27)
cu n=2

REM Metoda celor mai mici patrate - cazul discret -

DECLARE FUNCTION h! (x!) : DECLARE FUNCTION ul (x!)
DECLARE FUNCTION g0t (x!) : DECLARE FUNCTION gl! (x!)
DECLARE FUNCTION g2! (x!)

CLS : x1=0: X2=2: x3=4: x4 =6

all =gl(x1) * gl(x1) + gl(x2) * g1(x2) + gl(x3) * g1(x3) + gl(x4) * gl(x4)

al2 =gl(x1) * g2(x1) + g1(x2) * g2(x2) + gl(x3) * g2(x3) + gl(x4) * g2(x4): a2l =al2

a22 = g2(x1) * g2(x1) + g2(x2) * g2(x2) + g2(x3) * g2(x3) + g2(x4) * g2(x4)

bl =gl(x1) * (h(x1) - g0(x1)) + gl(x2) * (h(x2) - g0(x2)) + g1(x3) * (h(x3) - gO(x3)) +
gl(x4) * (h(x4) - g0(x4))

b2 = g2(x1) * (h(x1) - g0(x1)) + g2(x2) * (h(x2) - gO(x2)) + g2(x3) * (h(x3) - gO(x3)) +
82(x4) * (h(x4) - g0(x4))

d=all *a22-al2 * a2l

cl =(bl *a22-b2*al2)/d: c2=(b2*all-bl*a2l)/d

PRINT USING "u:  HEHHER BE | HEHRER BE  HERHHR AR  HHEBREHE ", 1, -8, 17, -10
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PRINT USING "w :  HHHH#R B | HHBHIHE I BHHBRE B HEHERE 88
c2;cl-6*c2;5-6%cl;-10

PRINT "Valorile functiei u in punctele :";

FORj=0TO 6: PRINT j; ", ", : NEXT j: PRINT

FORj=0TO6: PRINT USING "##### ## ; ", u(j); : NEXT j :
PRINT "Valonle functiei w in punctele specificate"

FORx=0TO6: w=c2*x*x*x+(cl-6*c2)*x*x+(5-6*cl)*x-10

PRINT

PRINT USING "##### ## . ", w; : NEXT x : PRINT

FUNCTION g0 (x) : g0=5*x"2+25*x-25: END FUNCTION

FUNCTION gl (x) : gl=3%*x"3-3*x"2-16*x-4: END FUNCTION
FUNCTION g2 (x) : B2=5%*x"4-15*x"3-15*x"2-6*x-12: ENDFUNCTION
FUNCTION h (x) : h=6*x"4-30*x"3+21*x"2+24*x-19: END FUNCTION
FUNCTION u (x) : u=x"3-8*x"2+17*x-10: END FUNCTION

Exemplul 7. In urma rularii programului proiectat in Aplicatia 3, pentru solutia u(x) a
ecuatiei diferentiale din Exemplul 1 s-a obtinut aproximatia w(x) , unde

3 2 3 2
u(x)=x -8 +17x-10 w(x)=109x -881x +1876x-10.00
Comparatii intre valorile solutiei u(x) si valorile w(x) ale aprpximatiei sale pot fi facute
urmarindu-se datele din Tabelul 3 ( 0<x<6).

Tabelul 3. Valorile solutiei u(x) si ale aproximatiei sale w(x) obtinuta prin
metoda celor mai mici patrate ( varianta discreta, m =4 ).

x=0 x=1 x=2 x=3 x=4 x=5 x=6
u(x) -10.00 0.00 0.00 -4.00 -6.00 -0.00 20.00
w(x) -10.00 1.03 0.96 -3.69 -6.42 -0.69 20.00

In cazul in care eroarea E(x ; ¢,,c,,...,c,) poate fi evaluata in orice punct a<x<b, vom

4. Metoda celor mai mici patrate in cazul continuu

defini eroarea globala E, prin relatia

b

a

Ey = I(E(x;cl,cz,,..,c,,))z dx

Expresia (29) este transpunerea relatiei (24) in cazul continuu.

Explicitdnd eroarea E(x ;c,, ¢,, ..., ¢,) dupa formula (7) rezulta o expresie de tipul (25),

Eg(epannen) = |

a

b n
(L(fo(c)) ~ h(x) + ) e LUf(0)|
j=1
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Recolvarea ecuatitlor diterentiale linlare

Minimul expresiei E,(c,, c,, ..., c,) se realizeaza impunénd conditiile (26) de anulare a
derivatelor partiale ale functiei E; . Obtinem in final un sistem liniar in necunoscutele ¢, ,c,, ..., ¢,
unde linia k, 1 <k <n, aacestui sistem are expresia

n (b b
e, [ L) LGy e | = [ L)) - Lifoep) ae 31)
J=1 a a

Cu ajutorul coeficientilor ¢, 1< j < n, astfel determinati se construieste dupa formula (5)
aproximatia w(x) a solutiei ecuatiei diferentiale liniare (2), aproximatie ce verifica in plus si conditii la
limita de tip (3).

Exemplul 8. Vom aplica metoda celor mai mici patrate in varianta continua considerand
ecuatia diferentiala particulara din Exemplul 1, cu n =2, in conditiile (8). In aceasta varianta sistemul
liniar (31) este de tipul (16), in necunoscutele ¢, , ¢, date de expresiile (17) pentru

b
ap = [ LU ) LUk ) ax Vi ke(l,2)
ba
b = [ LU @) (ko) ~ L)) e ke(l,2) 62)

unde a=0 si b=6.

Precizam ca functiile h(x) - L(f,(x)) , L(t:,(x)) , J € {1, 2}, au fost definite prin relatiile (14).

Aplicatia 4, Urmatorul program BASIC evalueaza aproximatia w(x) a solutiei u(x) prin
metoda celor mai mici patrate in varianta continua.

Integralele ce definesc coeficientii R » b, sunt aplicate unor polinoame fapt ce permite o
evaluare directa a lor. In program s-a preferat aproximarea acestor integrale prin sume de tip Riemann
considerand o retea echidistanta de m = 100 puncte ce divide intervalul de integrare [0, 6].

Asadar programul ce a fost propus ne conduce la aproximatia w(x) si in cazul in care tunctiile
h(x), f(x), L(f(x)) nu sunt neaparat polinoame.

REM Metoda celor mai mici patrate in varianta continua

DECLARE FUNCTION h! (xl) : DECLARE FUNCTION u! (x!)
DECLARE FUNCTION g0! (x!) : DECLARE FUNCTION gl! (x!)
DECLARE FUNCTION gZz! (x!)

CLS: m = 100 : p=6/m

all=0: FORi=1TOm: x=p*i: all=all+gl(x)*gl(x): NEXTi
al2=0: FORi=1TOm: x=p*i: al2=al2+gl(x)*g2(x): NEXTi: a2l=al2
a22=0: FORi=1TOm: x=p*i: a22=a22+g2(x)*g2(x): NEXTi
bl1=0: FORi=1TOm: x=p*i: bl=bl+gl(x)* (h(x)-g0(x)): NEXTi
b2=0: FORi=1TOm: x=p*i: b2=b2+g2(x)* (h(x)-g0(x)): NEXTi
d=all * a22 - al2 * a2l

cl =(bl *a22-b2*al2)/d: c2=(b2 *all -bl *a21)/d

PRINT USING "u:  ###HHE B | HEHRE B ARG #8401, -8, 17, -10
PRINT USING "w :  HEHHER B B B SRS B0 B ",
c2;cl-6%c2;5-6*cl;-10

PRINT "Valorile functiei u in punctele :";

FORj=0TO6: PRINT ;" , ", : NEXT j: PRINT
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FOR j =0 TO 6: PRINT USING "##### ## , ", u(j), : NEXT j: PRINT

PRINT "Valorile functiei w in punctele specificate"
FORx=0TO6:w=c2*x*x*x+(cl-6*c2)*x*x+(5-6*cl)*x-10
PRINT USING "###Ht# #4% ; ", w; : NEXT x: PRINT

FUNCTION g0 (x) : go0=5*"x"2+25*x-25: END FUNCTION

FUNCTION gl (x) : gl=3*x"3-3*x"2-16*x-4: END FUNCTION
FUNCTION g2 (x) : g2=5*x"4-15*x"3-15*x"2-6*x-12: ENDFUNCTION
FUNCTION h (x) : h=6*"x"4-30*"x"3+21*x"2+24*x-19: END FUNCTION
FUNCTION u (x) : u=x"3-8*x"2+17*x-10: END FUNCTION

Exemplul 9. In urma rularii programului propus in Aplicatia 4, pentru solutia u(x) a ecuatiei
diferentiale liniare definita in Exemplul 1 cu conditiile la limita (8) s-a obtinut aproximatia w(x) , unde
3 2 3 2
ux)=x -8x +17x-10 w(x)=1.08x -881x +1882x-10.00
Acuratetea aproximarii obtinute poate fi apreciata urmarindu-se datele din Tabelul 4.

Tabelul 4. Valorile solutiei u(x) si ale aproximatiei sale w(x) obtinuta prin metoda
celor mai mici patrate ( varianta continua ).

x=0 =1 x=2 x=3 x=4 X= x=6
u(x) -10.00 0.00 0.00 -4.00 -6.00 -0.00 20.00
w(x) -10.00 1.10 1.08 -3.54 -6.27 -0.59 20.00
5. Metoda Galerkin
B.G. Galerkin determina valorile parametrilor c,, c,, ..., ¢, ce definesc aproximatia w(x) (

formula (5) ) impunénd ca erorile E(x;c,c,,...,c,) (formula (7)) sa fie “ortogonale” pe functiile de
referinta f(x), 1< j < n. Precizam faptul ca functiile integrabile ce sunt folosite in procesul de

aproximare sunt in acest caz interpretate drept *“vectori” intr-un spatiu euclidian, unde produsul scalar
<h, , h,> intre oricare doi “vectori” h,, h, este definit prin

b
<hhy> = [ W) G3)

Intuitiv, conditia de “ortogonalitate” a vectorilor E(x) si t;(x) , adica <E | t; >=0,1<)<n
, deriva din “principiul independentei erorilor” E(x ; ¢;,c;, ..,c,) in raport cu functiile f(x) utilizate
la obtinerea aproximatiei w(x). Asadar

b
jE(x;q,cz,...,c,,)fj(x) dx = 0

a

VY 1<j<n (34)

Explicitdnd eroarea punctuala E dupa formula (7), din (32) se obtine in final un sistem liniar
de n ecuatii, a k-a ecuatie a sistemului, 1 <k <n, fiind de forma
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b b
J.L(fl(x))fk(x) dx + CzILUz(x))fk(x)d’f + .+ C;;ILUn(X))fk(x)tb’ =

a

b
= [ (h0) - LU ) fic ) e (33)

In urma rezolvarii sistemului liniar (35) se deduc valorile parametrilor ¢, , ¢c,, ..., ¢, facand
posibila precizarea aproximatiei w(x) dupa formula (5), functiile de referinta f;(x) , 0<j<n, find
cunoscute.

Exemplul 10. Vom determina prin metoda Galerkin aproximarea w(x) pentru solutia u(x) a
ecuatiei diferentiale liniare definita in Exemplul 1. Astfel,pentru n =2, sistemul liniar (35) este de
forma (16), cu solutia (c,, c,) data de formulele (17), unde

b

an = [ A LU de az = [ A1 LU ()

b ’
a = [ O LU a an = [ K L(f30) d @)
b = [ AC(A) - LoD de by = | f0(h(x) - L(fo(xp) e

cu a=0, b=06, functiile h(x) - L(f)(x)), L(f;(x)) , =1, 2 avand expresiile (14).

Aplicatia 5. Urmatorul program BASIC determina efectiv prin metoda Galerkin aproximatia
w(x) ( formula (5) ) pentru solutiei u(x) a ecuatiei diferentiale liniare (2) cu conditiile la limita (3).
Integralele ce definesc coeficientii A b, sunt aproximate prin sume Rismann considerand o

diviziune a intervalului [a, b] cu m =100 puncte de diviziune echidistante (a=0, b=6).

REM Metoda Galerkin

DECLARE FUNCTION hl (x!) : DECLARE FUNCTION ul (x!)
DECLARE FUNCTION g0t (x!) : DECLARE FUNCTION gl! (x!)
DECLARE FUNCTION g2! (x!): DECLARE FUNCTION f0! (x!)
DECLARE FUNCTION f1! (x!) : DECLARE FUNCTION f2! (x!)
CLS: m =100 : p=6/m

all=0: FORi=1TOm: x=p*i: all=all+fl(x)*gl(x): NEXTi
al2=0: FORi=1TOm: 'x=p*i: al2=al2+fl(x)*g2(x): NEXTi
a21=0: FORi=1TOm: x=p*i: a2l=a2l+f2(x)*gl(x): NEXTi
a22=0: FORi=1TOm: x=p*i: a22=a22+1f2(x)*g2(x): NEXTi
bl=0: FORi=1TOm: x=p*i: bl=bl+fl(x)*(h(x)-g0(x)): NEXTi
b2=0: FORi=1TOm: x=p*i b2 =b2 + f2(x) * (h(x) - g0(x)) : NEXTi
d=all * a22 -al2 * a2l
cl=(bl *a22-b2*al2)/d: c2=(b2*all-bl *a2l)/d

PRINT USING "u :  #HEHER B BHHEHE A | SR E , AHRHE HR " 1 -8, 17, -10
PRINT USING "w :  #HHBHHH  BEHHRR B R A ",
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c2;cl-6*c2;5-6*cl;-10

PRINT "Valorile functiei u in punctele :";

FORj=0TOG6: PRINT ;" ,"; - NEXT):
FORj=0TOG6: PRINT USING "##### ## ", u(j), :
PRINT "Valorile functiei w in punctele specificate"
FORx=0TO6: wW=e2*¥x*x*x+(cl-6*c2)*x*x+(5-6*cl)*x-10

PRINT

NEXT : PRINT

PRINT USING "##### ## . ", w; NEXT x : PRINT

FUNCTION {0 (x) : f0=5*x-10: END FUNCTION
FUNCTION f1 (x) : fl=x*x-6*x: END FUNCTION
FUNCTION f2 (x) : f=x*x*x-6*x*x: END FUNCTION
FUNCTION g0 (x) : g0O=5%x"2+25%x-25: END FUNCTION

FUNCTION gl (x) : gl=3*x"3-3*x"2-16%*x-4: END FUNCTION

FUNCTION g2 (x) : g2=5%x"4-15*x"3-15*x"2-6*x-12: ENDFUNCTION
FUNCTION h (x) : h=6*x"4-30*x"3+21*x"2+24*x-19: END FUNCTION
FUNCTION u (x) : u=x"3-8*x"2+17*x-10: END FUNCTION

Exemplul 11. In urma executani procedurii Galerkin prezentata in Aplicatia 5 solutia u(x) a
ecuatiei diferentiale liniare definita in Exemplul 1 cu conditiile la limita (8) a fost aproximata prin
functia w(x), unde

bR =X -8 +17x-10 w(x)=1.06 X - 854 x” + 18.25 x - 10.00
Acuratetea aproximarii Galerkin poate fi apreciata urmarindu-se valorile din Tabelul 5.
Observatia 4. Prin compararea rezultatelor din Tabelele 3-5 se poate constata ca prin

aplicarea metodei Galerkin rezultatele sunt mai precise decat in cazul folosirii metodei celor mai mici

patrate ( atdt cazul discret cat si cazul continuu ).

Tabelul 5. Valorile solutiei u(x) si ale aproximatiei sale w(x) obtinuta prin
metoda Galerkin.

x=0 =1 X= X= X= x= X=
u(x) -10.00 0.00 0.00 -4.00 -6.00 -0.00 20.00
w(x) -10.00 0.76 0.78 -3.62 -6.10 -0.34 20.00

6. Metoda schemelor cu diferente

Vom rezolva ecuatia diferentiala liniara (2) impundnd diverse conditii la limita.

6.1. Conditii la limita - Varianta 1

Vom determina o aproximare w(x) a solutiei u(x) pentru ecuatia diferentiala (2) ce respecta
conditiile la limita

)
u(a) =v, u (a) =7, (37
Conditiile initiale (37) difera de cele impuse in Exemplul 1.
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In acest sens vom imparti intervalul [a, b] in m parti egale considerand punctele de diviziune
echidistanta x = a+ Aj,unde O0<j)<m, A=(b-a)/m. Vom utiliza notatia simplificatoare g0
<j<m, pentru a desemna valoarea unei functii g, g:[a,b] 2> R, in punctul % adica g = g,(xj)
= g(ath)

In capitolul referitor la estimarea derivatelor unei functii cu ajutorul schemelor cu diferente

. .. . 1 . (2
sunt sugerate urmatoarele aproximatii pentru derivatele u( )(x) si u( )(x) ,
(2)(x) N u(x—A) = 2u(x) + u(x+ A1)

u 38
2 (38)
) N u(x+ A1) —u(x-A1) Wn u(x+ 1) — u(x)
uP(x) Y uP(x) -
Utilizand aceste aproximari in ecuatia diferentiala liniara (2) pentru punctele X; fixate,
1 £j <m-1, deducem urmatoarea schema cu diferente
Uiy — 2u; + u; Uiyl — Uj
j=1 J J+1 J+l j-1 _
/12 +pj' 21 +qjuj —-hj (39)
conditiile la limita (37) devenind
up — Uy
Uy =71 3 TN (40)
Asadar
Ug =7y up=up Ay,
" 2 2
P /R /R @l
1 Apj+2 7 Ap;+2 Apj +2 '
Relatiile recurente (41) permit construirea pas cu pas a sirului u,,u;,u,,u;, ..., u, ,,u,_

ce defineste aproximarea discreta w(x ; m) a solutiei u(x) calculata in punctele de diviziune x,=a
X;, Xy, X3, ..., X, ,Tespectiv x, =b . Astfel w(xj;m) =u., 0<j<m.

b

n
Micsorand pasul de discretizare A se asigura o0 mai mare precizie aproximarii w(x ; m).

Exemplul 12. Fie ecuatia diferentiala u(z)(x) + p(x) u(])(x) + gq(x) u(x) =h(x), unde

p(x) = 2% + 1 q) =3 -x h(x)=6x" -30x +21x° +24x-19  a=0  b=6
cu conditiile la limita de tipul (37) , adica
1

u(0) =-10 u(0)=17 (42)

Prin calcul direct se verifica faptul ca solutia acestei ecuatii cu conditiile la limita (42) este

3 2
ux)=x -8 + 17x - 10, xe [0, 6].

Aplicatia 6. Notam prin w(x ; m) valoarea aproximatiei in punctul x a solutiei u(x),
aproximatie obtinuta prin metoda schemelor cu diferente pentru m puncte de diviziune ale intervalului
[0, 6]. Urmatorul programul determina estimatia w(x ; m) in punctele X; = 6j/m, 0<j<m.

REM Metoda schemelor cu diferente. Varianta 1

DECLARE FUNCTION p! (x!) : DECLARE FUNCTION q! (x!)
DECLARE FUNCTION h! (x!) : DECLARE FUNCTION u! (x!)

CLS: INPUT "m=";m: d=1/m

ul =-10: ul =u0 +17 * d: x=0

PRINT "Numarul de intervale de diviziune ="; 6 * m
PRINT USING "x = ## ## u = H#HHE H# w = #HHHE H", x; u(x); u0
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FORk=1TO®6

FORj=1TOm: x=k-1+)*d: px =p(x) : gx = q(x) : hx = h(x)
u2=(4-2*d*d*qx)*ul +(d*px-2)*ud0+2*d*d*hx '
u2=u2/(d*px+2): ul =ul : ul =u2: NEXT j

PRINT USING "x = ## ## u = HE#HH ##H w = #i### ##", x; u(x); u0
NEXT k

FUNCTIONh(x): h=6*x"4-30*x"3+21*x"2+24*x-19: END FUNCTION
FUNCTIONp(x): p=2*x*x+1: END FUNCTION

FUNCTIONq(x): q=3-x: END FUNCTION

FUNCTIONu(x): u=x"3-8*x"2+17*x-10: END FUNCTION

Exemplul 13. Vom rula programul proiectat in Aplicatia 6 pentru ecuatia diferentiala din
Exemplul 12, impunand conditiile la limita (42).

In Tabelul 6 sunt listate valorile in punctele x =0, 1, ..., 6 ale aproximatiilor w(x ; m) ale lui
u(x) gasite prin metoda schemelor cu diferente pentru m puncte de diviziune ale intervalului [0, 6].
Prin marirea numarului m de puncte ce divid intervalul [0, 6] se observa o imbunatatire a acuratetii
aproximarii w(x ; m).

Utilizarea in programul BASIC a unei precizii duble nu modifica valorile din Tabelul 6 ( ce au
fost afisate cu doua zecimale ).

Tabelul 6. Valorile solutiei u(x) si aproximatia sa discreta w(x ; m) obtinuta prin
metoda schemelor cu diferente ( conditii initiale : u(0)=-10, u( )(O) =17)

x=0 x=1 x=2 x=3 x=4 x=5 x=6
u(x) -10.00 0.00 0.00 -4.00 -6.00 -0.00 20.00
w(x ; 60) -10.00 1.12 0.89 -3.34 -5.87 -0.23 20.34
w(x ; 120) -10.00 1.05 0.85 -337 -5.89 -0.25 20.34
w(x ; 180) -10.00 1.03 0.84 -3.38 -5.90 -0.26 20.33
w(x ; 300) -10.00 1.01 0.83 -3.39 -5.91 -0.27 20.32
w(x ; 600) -10.00 1.00 0.82 -3.40 -5.92 -0.27 2031
w(x ; 1200) -10.00 0.99 0.81 -3.41 -5.92 -0.28 20.31
w(x ; 3000) -10.00 0.99 0.81 -3.41 -5.92 -0.28 20.31

6.2. Conditii la limita - Varianta 2

Vom modifica conditiilor la limita (37) considerdnd restrictiile rezultate din (3) pentru
o, =PB,=0 s a,=p,=1, adica

W@y =v I u(b) =7, (43)
Conditiile la limita (43) sunt diferite de conditiile initiale (37) precum si de restrictiile initiale
impuse solutiei ecuatiei diferentiale din Exemplul 1.
Din formula (39) cu conditiile initiale (43) deducem relatiile

(u;-uy)/ A=y, U, =7, Aj“j-l +B}.uj+Cjuj+l =hj, 1 <j<m-1 (44)
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unde
l Py 2 . l Pj
A.l = /{2 - 2/1 Bj =q, —;‘2‘ (,j:—l—ii—a (45)
Vom determina coeficientii Y, % astfel inct sa avem
u=yuw.,tz o, 0<j<m-l (46)

Cum u,=u;-Ay, rezulta y,=1 si z;=-Ay,. Utilizind egalitatea U=y u s, i
relatia recurenta (44) obtinem Aj(yj_l u+ Zj-l) + B u, + C, Wi = hj adica

Cj hj - A Z
YT T Ay +B T T4 +B--
jYj-175; jYj-17 5
Prin urmare
C, hi -4z '
N T z; = ——2 I 1<j<m-l 47
YT 4y B T Ajyja+ B : “)
Cum y, =1 si z;=-1Ay,, din egalitatile (47) se determina iterativ coeficientii y,,z,,y,, ¢,

v s Ypt » Zp.p - Cunoscdnd u, =y, siutilizdnd formula (46) deducem sirul de valori u, , ,u,, ,,

,Uy, Uy, U, ce caractenzeaza aproximatia discreta w(x ; m) alui u(x) in punctele X;=at JA,
0<j<m,unde A=(b-a)/m. Avem w(xj;m)=uj , 0<)<m.

Observatia 5. Metoda de determinare efectiva a elementelor sirului { W } I aplicand tehnica

schemelor cu diferente difera in cadrul celor doua variante analizate. In prima varianta termentii sirului
{u;}; rezultau direct din relatia iterativa (41).In varianta a doua aceasta operatie este mai complicata,

precnzandu se succesiv intr-o prima etapa coeficientii Yj» 2 , 0<j<m(formula(47)). Ulterior se -
vor obtine recursiv si valorile termenilor u; ( relatia (46) )

Exemplul 14, Fie ecuatia diferentiala definita in Exemplul 12 cu conditiile la limita de tip (43),

wP0)=17 u(6) = 20 (48)

Prin calcul direct se verifica faptul ca solutia ecuatiei mentionate cu conditiile la limita (48) este
u(x)=>t{j - 8x2 + 17x - 10, x € [0, 6].

Aplicatia 7. Vom desemna prin w(x ; m) aproximatia discreta a solutiei u(x) considerand
m+1 puncte de diviziune x,, X;, X,, ..., X,,. Asadar w( ;m)=u., 0<j<m, sirul { u; }j fiind
obtinut recursiv prin aplicarea formulei (46) unde coeﬁcnentn yj»Z au expresiile (47).

Prezentam in continuare programul pentru calculul aproximatiei w(xj ;m), 0<j<m, pentru

xj=a+(b-a)j/m.

REM Metoda schemelor cu diferente.  Varianta 2

DECLARE FUNCTION p! (x!) : DECLARE FUNCTION ql (x!)
DECLARE FUNCTION h! (x!) : DECLARE FUNCTION u! (x!)
a=0! b =6l: vl=17: v2=20 ' Conditii initiale
CLS: INPUT"m=";m: OPTIONBASEO: DIMw(m),y(m),z(m): d=(b-a)/m
y(0)=1: z(0)=-d*vl: w(m) = v2
PRINT "Numarul de intervale de diviziune = "; m
FORj=1TOm-1: x=a+j*d: px=px): qx = q(x) : hx = h(x)
ag=11/(d*d)-px/ (21 *d): bj=-21/(d*d)+qx: ¢=11/(d*d)+px/(2!*d)
y0) =-¢j/ (aj * y(j - 1) + bj): 2()=(hx-aj*z(-1))/(a*y(G-1)+bj):  NEXT]
FORj=m-1TOOSTEP-1:  w(j)=y()* w( + 1)+ z(j) : NEXT j
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REM Tiparirea rezultatelor

FORx=0TO6: j=(x-a)/d

PRINT USING "x = ## ## u = #R#EH 1Y w = #it ##" x; u(x);, w(j) : NEXT x
FUNCTIONh(x): h=6*x"4-30*x"3+21*x"~2+24*x-19: END FUNCTION
FUNCTION p (x) : p=2*x*x+1: END FUNCTION

FUNCTION q (x) : q=3-x: END FUNCTION

FUNCTION u (x) : u=x"3-8*x"2+17*x-10: END FUNCTION

Observatia 6. In programul BASIC prezentat in Aplicatia 7 nu era nevoie retinerea intregului
set de valon Yi» 2 0 <j<m-1, ca elemente ale unor vectori. Astfel incepand cu Yo Sl z, ,
aplicand succesiv formulele (47) se determina in final valorile y, , si z, , . Pornind de la aceste
ultime valori si utilizand din nou relatiile (47) poate fi refacut pas cu pas, in sens invers, intregul sir de
coeficienti y, >, 2, 2, Y3+ 23> »Y2,22,Y,.2;.Yy,2, faraa finevoie retinerea lor in
vectori. Totodata, prin aplicarea formulele (46), vor fi evaluate si aproximatiile U, j=m-1,m-2, |
3,2, 1,0, ale solutiei u(x) .

Exemplul 15. Consideram ecuatia diferentiala liniara din Exemplul 12 cu conditiile la limita
(48). Solutia u(x) a acestei ecuatii diferentiale, precizata in Exemplul 14, va fi aproximata prin
functia discreta w(xj , m) obtinuta prin rularea programului din Aplicatia 7.

In Tabelul 7 sunt prezentate comparativ, in functie de numarul m al punctelor de diviziune
xj=a+_(b-a)j/m,OSjSm',valorile u(x) si w(x ;m) pentru 0<x<6.

Efectuarea calculelor in dubla precizie nu a modificat rezultatele listate cu doua zecimale in
Tabelul 7.

Tabelul 7. Valorile solutiei u(x) si aproximatia sa discreta w(x ; m) obtinuta prin

x=0 x=1 =2 x=3 x=4 x=5 x=6
u(x) -10.00 0.00 0.00 -4.00 -6.00 -0.00 20.00
w(x ; S0) -12.05 0.16 0.45 -3.64 -6.19 -0.07 20.00
w(x ; 100) -12.40 0.34 0.59 -3.68 -6.19 -0.81 20.00
w(x ; 200) -12.53 0.14 0.49 -3.68 -6.21 -0.45 20.00
w(x ; 300) -12.56 0.18 0.52 -3.69 -6.21 -0.57 20.00
w(x ; 500) -12.59 0.16 0.50 -3.69 -6.21 -0.53 20.00
w(x ; 1000) -12.60 0.19 0.52 -3.69 -6.21 -0.60 20.00
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TEHNICI MONTE CARLO

Pentru studierea din punct de vedere teoretic a diverselor tehnici Monte Carlo este nevoie de
cunostinte elementare de probabilitati si statistica matematica. In aceasta sectiune vom trata insa
aceste aspecte din punct de vedere experimental, prezentand justificari intuitive si evitand, pe cat
posibil, o abordare teoretica.

~

1. Siruri de valori aleatoare

Orice limbaj de programare ( si nu numai ) are o procedura specializata in generarea sirurilor
de valori aleatoare ce au o repartitie uniforma pe intervalul [ 0, 1]. In cazul limbajului BASIC
generarea numerelor intamplatoare uniform repartizate pe [ 0, 1] este realizata de functia RND .

Procedura RND produce sirul x,, x;,x,,x;, ..., X, » X,y ... folosind o metoda
congruentiala de tipul x,,, =ax, (modulo M). Asadar x ,, este restul impartirii produsului ax,

la M. Parametrii a si M ai generatorului au valori alese astfel incat termenii sirului { x, }, _, sa
fie “cat mai aleatori”. De fapt sirul { x, }, astfel obtinut este un sir pseudoaleator.

Exemplul 1. Urmatorul program genereaza, la fiecare rulare , mereu aceeasi secventa de n
valori aleatoare x,, X,, ..., x, uniform repartizate pe intervalul [0, 1 ].

REM Generarea unei secvente de n valori aleatoare fara a se initializa generatorul RND
INPUT "n="; n
FORj=1TOn: x=RND: PRINT "x("; j; ")="; x; : NEXT j

Ruland succesiv acest program pentru n =3 | respectiv n =15, se observa repetarea secventei
de valori aleatoare generata, primele trei numere pseudoaleatoare din secventele rezultate in urma
celor doua rulari fiind identice,

n=173
x(1)=.7055475 x(2)=.5334240 x(3)=.5795186
n=75

x(1)= 7055475  x(2)= .5334240 x(3)= 5795186  x(4)= 2895625  x(5)=.301948

Datorita metodei deterministe folosite, sirul { x, }, este construit in mod unic atunci cand
este precizata valoarea initiala X, , valoare cunoscuta sub numele de “saménta generatorului”.

Valoarea initiala x, poate raméne mereu aceeasi la fiecare apelare a programului RND ,
aceasta in situatia in care nu se doreste o modificare a lui x, la fiecare noua rulare a modulului de

generare. Initializarea “samantei” generatorului RND este realizata de procedura RANDOMIZE .
De obicei se utilizareaza varianta RANDOMIZE TIMER fapt ce antreneaza initializarea
generatorului RND de numere aleatoare uniforme cu o valoare precizata de “ceasul calculatorului” in
momentul apelarii procedurii RANDOMIZE . A
In Exemplul 1 ¢ste produsa mereu aceeasi secventa de numere pseudoaleatoare datorita
neinitializarii de catre programator a “saméntei” generatorului RND. In acest caz initializarea functiei
RND va fi realizata de produsul BASIC cu o valoare standard.

- 164 -

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



‘Tehnicr Monte Carlo

Exemplul 2. Spre deosebire de progiamul anterior in urmatoarea - arianta s a ininahzat

generatorul de numere aleatoare cu “timpul curent al calculatorului ” ( prin comanda RANDOMIZE
TIMER ).

REM Generarea unei secvente de n valori aleatoare

RANDOMIZE TIMER ‘ S-a initializat generatorul RND

I'NPUT I'n = ll; n

FORj=1TOn: x=RND : PRINT "x(";j; ")="; x : NEXT j

Rularile succesive ale acestui program conduc la siruri distincte de valori aleatoar: De aceasta
data primele trei numere ale fiecarei secvente de rezultate difera de la o rulare la alta

n=1713
x(1)=.3421289 : x(2)= 2330548 :  x(3)= .6525014
n=175

x(1)= 4273340 x(2)= 2274395 :  x(3)= 9193471 :  x(4)= 0044520 :  x(5)= 9541544

Observatia 1. De obicei, neinitializarea de catre programator a generatorului RND esie

practicata in faza de testare a unui program, atunci cand se doreste de fapt repetarea identica a un.
simulari in vederea urmaririi anumitor caracteristici.

Propozitia 1. Daca evenimentele elementare sunt egal probabile atunci putem estima
probabilitatea realizarni unui eveniment oarecare A prin raportul dintre numarul cazurilor favorabile
realizarii lui A si numarul cazurilor posibile (numarul tuturor cazurilor ).

Propozitia 2. Daca U este o variabila aleatoare uniform repartizata in intervalul [0, 1]

atunci, pentru orice 0 <a <b <1, probabilitatea ca realizarile variabilei U sa fie in intervalul
[a,b] este egala cu lungimea acestui interval, adica

Pr(a<U<b)=b-a 0<a<bzgl ()
Aplicatia 1. Bazandu-ne pe Propozitia 1 vom verifica din punct de vedere experimental
calitatile statistice ale unui sir { u, }, produs de generatorul RND .
Putem evalua probabilitatea teoretica P, (a,b)=Pr(a<u,<b, i€ N) generdnd cu
algoritmul RND n valori aleatoare independente u, 1 <) <n, sideterminand numarul m al acelor

termeni u; cu valori in intervalul [a,b] .

Conform Propozitiei 1 valoarea P,(n,a,b)=Pr(a<u,<b, 1<i<n)=m/n obtinuta
experimental estimeaza probabilitatea teoretica P, (a,b) .

In cazul in care valorile u, ,J 21, generate de RND ar fi realizari independente ale unei
variabile aleatoare U uniform repartizata in intervalul [0, 1] atunci este adevarata egalitatea
P,(ab)=Pr(a<Usxb). Asadar, aplicand Propozitia2 pentru 0 <a<b<1, rezulta m/n<b-a
fapt ce ar putea confirma indirect repartitia uniforma a sirului de valori { u, } obtinut cu ajutorul
functiei RND .

Vom exemplifica procedura de test descrisa considerand k intervale [ a, b.)],1<j<k nu
neaparat disjuncte, unde 0<a, < b;<1. Pentru fiecare interval [ 8, bj ] se va compara estimaiia
experimentala P, (n,aj,bj) cu probabilitatea teoretica Pr ( a;sUs bj )

Urmatorul program BASIC utilizeaza n termeni ai sirului { u, |, , generat cu functia RND
pentiu determinarea estimatilor P, (n,aj,bj ).
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REM Compararea probabilitaulor Pr(asU<b), Pr(a<uy<b, ieN)

INPUT "Numarul de intervale =", k : DIM a(k), b(k), m(k)
FORj;j=1TOk

1 : PRINT "Intervalul *; j; : INPUT " a,b=" a(), b()
IF (a(j) < 0) OR (a(j) >=b(j)) OR (b(j) > 1) THEN GOTO 1

m(j) =0 : NEXT

INPUT "Numarul de generari ="; n : RANDOMIZE TIMER
FORi=1TOn: u=RND

FORj=1TOk

IF (u >= a(j)) AND (u <= b(j)) THEN m(j) = m(j) + 1

NEXT ) : NEXT i

FORj)=1TOk

PRINT "Interval [ "; a(j); ", "; b@); " 1"; TAB(35), "n ="; n; TAB(50); "m ="; m(j); TAB(65);"b - a
=": b(j) - a(j); TAB(80); "m/n="; m(j) /n: NEXT j

Exemplul 3. In Tabelul 1 sunt prezentate rezultatele rularii programului prezentat in Aplicatia
1 pentru k=6 intervale: [0.0,03]; [0.1,06]; [02,04];[03,08];[075085]; [
06,10].

Cum, pentru intervalele [ a,b] mentionate, estimatiile P, (n,a,b) “aproximeaza bine”
probabilitatile Pr(a<U <b ), nu putem confirma existenta unei repartitii neuniforme pentru sirul de
valori {u, }, produs de functia RND .

Atunci cind volumul selectiei creste de la n =500 la n=30000 estimatiile experimentale
P,(n,a,b) sunt mai precise, valorile lor fiind mai apropiate de probabilitatea Pr(a <U <b). Acest -
rezultat este justificat din punct de vedere teoretic.

Tabelul 1. Verificarea repartitiei uniforme a sirului { u generat cu RND.

n }Il

a b Pr(a<U<b) { n m | P, (n,a,b) n m P, (n,a,b)
0.00] 0.30 0.30 500 | 127} 0.254 30000 9095 | 0.3032
0.10| 0.60 0.50 500|260 0.520 30000 14963 | 0.4988
0.20( 0.40 0.20 5001 99| 0.198 30000 5990 | 0.1997
0.30] 0.80 0.50 500269 | 0.538 30000 14833 | 0.4944
0.75] 0.85 0.10 S00| 42| 0.084 30000 2904 | 0.0968
0.60| 1.00 0.40 500 | 193 0.386 30000 12003 | 0.4001

2. Evaluarea integralelor

Vom estima printr-o tehnica de tip Monte Carlo valoarea integralei I, ,

1
I = jfl(t)dt 2)
0

Utilizind cunostinte elementare de probabilitati si statistica matematica se poate demonsra .
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Propozitia 3. Daca u;,u,,u;, ..., u, sunt n realizari independente ale variabilei aleatoare
U uniform repartizata peintervalul [0, 1}, atunci

1
Si(w) + fi(uy) + f(u3) + ..+ fi(uy)
jfl(t)dt ~ A1(f1,n) = 2 nl 3 S1(up 3)
0
b
Pentru a evalua integrala I, culimite a, b finite, 1, = Ifz (1) dr , facem transformarea

a
1

de variabile x=a + (b-a)t sideci /; = J (b-a)fr(a+(b-a)t)dt . Inaceasta ultima
0
forma integrala I, este de tipul (2) pentru f; (t)=(b-a)f, (a +(b-a)t). Din Propozitia 3 rezulta
Corolarul 1. Daca u;,u,,u;, ..., u, sunt n realizari independente ale variabilei aleatoare
U uniform repartizata pe intervalul [0, 1 ] atunci

b b-a -
[ rwa@ = ay(hnab) = =2 pa+e-au) @)

J=1
o

Integrala I3 = j‘ f3(x) dx este adusa la forma (2) prin utilizarea transformarii x =1/t - |
0 )

@ 1
1/1-1
Asadar I3 = J.f3(x)dx = I-b(—’z——)dt
0 0

. " . (1 =1)
Aplicand Propozitia 3 pentru functia fy(t) = —— 35— deducem
!
Corolarul 2. Daca u;,u,,uy, ..., u, sunt n realizari independente ale variabilei aleatoare
U ce are o repartitie uniforma pe intervalul [0, 1] atunci
«© n
1 Sf3(1/u;-1)
[ neade~ as(am = — 3 =—— )

0 j=1 uj

0 @
Folosind transformarea de variabile y =-x deducem I; = j fa(Ody = I fa(=x) dx |

—a0 0
expresia I, fiind o integrala de tipul I; pentru functia f; (x) =-f, (-x) . Asadar Corolarul 2 devine

Corolarul 3. Daca u;,u,, u;, ..., u, sunt realizari independente ale variabilei aleatoare U
uniform repartizata in domeniul [0, 1] atunci

0 n
L& a1/ w))
| nde = 4 = -3 T ©)

. u ,
- Jj=1 J
Observatia 2. Folosind rezultatele arterioare pot fi evaluate integrale unidimensionale si
pentru alte domenii de integrare. Spre exemplificare, pentru a <0 avem
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a 0 0
[rsrac = [0 de = [ 150 de = a4y - A(f5m,0,0)

) o 0
[ s an = [ fs i+ [ sy de = em) + ay(fna0) (7a)
a 0 a

Daca a > 0 rezulta

a 0 a
[5syae = [fsrae + [ 50 de = A(sm) + 4 Usn0.a)
—® —oo 0

[ s = [fo0rae - [ fsm ae = 306 - Um0, (7b)
a 0 0

Aplicatia 2. Urmatorul program BASIC estimeaza valorile integralelor I,,1,,1;,1,

considerdnd n realizan independente ale unei variabile aleatoare U ce are o repartitie uniforma pe
intervalul [0, 1].

DECLARE FUNCTION f1! (x!) : DECLARE FUNCTION f2! (x!)
DECLARE FUNCTION f3! (x!) : DECLARE FUNCTION f4! (x!)
REM Estimarea integralelor prin metoda Monte Carlo

RANDOMIZE TIMER : a=-2: b=3: c=b-a

INPUT "n=";n: al=0: a2=0: a}=0: a4=0
FOR)=1TOn: u=RND

al =al +fl(u): a2=a2+f2(a+c*u)

a3=a3+ 311 /u-1)/(u*u): a4=2ad4+f4(1-1!'/u)/(u*u)

NEXTj: al=al/n: a2=c*(a2/n): a3=al/n: ad=a4/n
PRINT USING "##### | ## #5 ; ## #HEH  #8 H88 #3410, al; a2; a3; a4

FUNCTION f1 (x) : fl=x"4: END FUNCTION
FUNCTION {2 (x) : f2=x*x: END FUNCTION
FUNCTION f3 (x) : f3 =EXP(-2 *x): END FUNCTION
FUNCTION f4 (x) : f4a=1/(1-2*x)"3: END FUNCTION

X

Exemplul 4. Fie functiile : f, (x)=x4, 0<x<1; f,(x)=x2, -2<x<3; 1 x)=e
x20,;, f,(x)=1/(1-2x )3 , x<0, ale caror integrale I, , I,, I;, I, le vom evalua pe intreg
domeniul lor de definitie. Notdnd prin g, (x) o primitiva a functiei f, (x), pentru 1 <k <4 avem
respectiv :
g, (x)=x’/5, 0<xs1,; gz(x)=x3/3, -2<x<3; gJ(x)=-0.5e-2x, x20;
g,(x)=1/[4(1-2x )2 ], x<0. Asadar valoarea exacta a integralelor I, , 1 <k <4, este egala cu
I,=g,(1) - g, (0)=1/5; I,=8,(3) - g,(-2)=35/3~11.6667,
I;=g;(®) - g;(0)=1/2; I,=8,(0) - g,(-0)=1/4

In Tabelul 2 sunt listate ~proximatiile A, (f,n), A,(f,;.n,-2,3), A;(f;,n), A, (f,,n) date de
expresiile (3)-(6) pentru integralele I, , 1<k < 4 utilizind un numar variabil n de realizari u, 1s j
< n, ale unei variabile U uniform distribuitape [0,1].
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Precizia de estimare se imbunatateste odata cu utilizarea mai multor valori aleatoare U, pentiu
evaluarea integralelor I, . Acest lucru este demonstrat teoretic si justificat experimental in Tabelul 2
Prin cresterea volumului n al esantionului { u, }; valorile experimentale A, A,, A;, A, seapropic
mai mult de valorile teoretice 1, =1/5, 1,=35/3~11.6667, 1,=1/2, respectiv 1,=1/4

Procedura Monte Carlo descrisa poate fi cu usurinta adaptata si pentru evaluarea integralelor
in cazul multidimensional.

Tabelul 2. Aproximarea integralelor 1, prin expresiile A, , 1 <k <4 date de
formulele (3)-(6) in raport cu numarul n de realizari u, ( Exemplul 4))

n A, A, A, A, n A, A, A, A,
50 0.288 | 15597 | 0.611 | 0333 | 100 0213 | 11416 | 0545 | 0.266
200 0.228 | 12,587} 0540 | 0.278 | 300 0203 | 11.773 | 0505 0.253
500 0.205112.084 | 0501 | 0.254 | 1000 0.191 [ 11286 | 0487 | 0241
2000 0.201 | 11.715 ] 0.504 | 0.251 | 3000 0204 | 11.859 | 0.500 | 0254
5000 0.196 | 11.525 | 0494 | 0.246 | 10000 0200 [ 11.712 | 0496 | 0249

3. Estimarea volumelor

Tehnicile Monte Carlo pot fi aplicate cu succes la evaluarea ariilor si volumelor. Vom
exemplifica o astfel de procedura in cele ce urmeaza

Fie paralelipipedul D;[a;,b,]x[a,,b,]x[a;,b;]C R3 ce include corpul D,

(D, c D, ) al carui volum intentionam sa-l estimam.

In acest sens vom genera n puncte aleatoare Pj (xj 78 zj.) , 1 £j<n, uniform repartizate in
paralelipipedul D, si vom contoriza cele m < n puncte ce cad in domeniul D, . Datorita repartitici
uniforme a punctelor P, se poate demonstra teoretic ca m/ n estimeaza raportul volumelor
vol (D,) / vol (D,) . Asadar

Propozitia 4. O estimatie E;, a volumului corpului D, este daia de formula

vol (D) =E;(n)=(m/n)vol(D;))=m(b,-a;)(b,-a,)(b;-a;)/n 9)

Propozitia 5. Daca U, , U, , U; sunt variabile aleatoare independente uniform repartizate in
intervalul [0, 1]atunci P (X, Y, Z) este un punct aleator uniform distribuit in paralelipipedul D,
unde X=a,+(b,-a,)U,, Y=a,+(b,-2a,)U,, Z=a;+(b;-a;) U,

Algoritmul AMCEYV bazat pe formula (9) si Propozitia 5 propune o estimatie E,(n) a
volumului subdomeniului D, inclus in paralelipipedul D, .

Algoritmul AMCEY ( Algoritm Monte Carlo de Estimarea Volumului D 2)

Pas 0. Precizeaza numarul n de generari si paralelipipedul D, =[a,,b,;]1x[a,,b,]x[a,, b, ]
m=0 j=0

Pas1l. j=j)+1
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Genereaza u, , u,, u; realizari independente ale unei variabile aleatoare U ce are o repartitie

uniforma in intervalul [0, 1]

x=a,+(b,-a;)u; ; y=a,t(b,-a,)u, , z=a;+(by-a;)u,
Pas2 Daca (x,y,z) €D, atunci m=m+1

Daca j <n atunci Mergi la Pasul 1
Pas3 E,=m(b,-a,)(b,-a,)(b;-a;)/n STOP

Aplicatia 3. Fie D;=[-a,a]x[-b,b]x[-c,c], domeniul D, fiind elipsoidul de
. 2,2 2,2 2,2 X
ecuatie x /a +y /b +z /c -1=0,adica D,={(xy,2z) | xz/a2+y2/b2+zzlczsl}
Evident D,cD, .

Urmatorul program constituie o implementare in limbajul BASIC a algoritmului AMCEV
pentru a,=-a, b,=a, a,=-b, b,=b, a;=-c, b;=c.

REM Estimarea volumului D2 a unui elipsoid

INPUT "n,a,b,c=";n,a,b, c: pi = 3.1415965# : m=20

FORj=1TOn

x=a*(2*RND-1): y=b*(2*RND-1): z=c*(2*RND-1)

IF (x*x)/(a*a)+(y*y)/(b*b)+(z*z)/(c*c))<=1 THEN m=m+1

NEXT : v=8*a*b*c*m/n

PRINT USING "Volum real = #### ### Volum estimat #### ### =", 4*pi*a*b*c/3;v

Vom calcula valoarea exacta a volumului elipsoidului D, .
. 2, 21 2,2 2 /
Cunotatile A(x)=(1-x/a ) , pxy)=(1-x/a -y /bz)”avem

a( bA0 [ pey ) a [ bAw)
vol(D,) = j j Idz dy|dx = 2cI j.y(x,y)dy dx =
—a\ -bA(x)\ -cu(x,y)/ —-a \ -bA(x)
t x? l 2 4rabc
- ane| [[1-5) | V= ar| - 422 0o
-a a L -1

Din formula (9) deducem estimatia E; (n) a volumului D, inclus in paralelipipedul
D,=[-a,a]x[-b,b]}x[-c,c], anume
E;(n)=8abcm/n (11)
Exemplul S. Fie domeniile D, , D, definite in Aplicatia3 ,unde a=1, b=2, c=3.
Din (10) se obtine valoarea exacta a volumului elipsoidului D, , anume vol (D,)=8n=25.133.
Formula (11) defineste estimatia E;(n) =48 n/n pentru volumul vol (D,), numarul m fiind

determinat prin simulare Monte Carlo ( executand algoritmul AMCEYV ).
Teoretic se demonstreaza ca odata cu cresterea numarului n de simulari creste si precizia
E,(n) de evaluare a volumului elipsoidului D, . Acest aspect este evidentiat si de rezultatele

experimentale E,(n) sintetizate in Tabelul 3 pentru diferite valori ale numarului n de simulari.
Se vor compara valorile experimentale E, (n) cu valoarea teoretica vol (D,)=25.133 .
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Tabelul 3. Estimatiile E(n) date de formula (11) pentru vol (D,) ( Exemplul 5)

n E0 (n) n Eo (n) n E, (n) n E,(n) n E,(n)
1000 | 25.344 2000 | 24.840 3000 | 25.232 4000 | 24.492 5000 | 24.941
6000 | 25.120 7000 | 25.481 8000 | 25.062 9000 | 24.933 | 10000 | 24 509

11000 | 25370 | 12000 | 24.944 | 13000 | 25.606 [ 14000 [ 25275 | 15000 | 25.162
16000 | 25.422 ( 17000 | 24.788 | 18000 { 25363 | 19000 | 25.281 { 20000 | 25.066
21000 | 25.058 | 22000 | 25.241 | 23000 | 24.858 | 24000 | 24986 | 25000 | 25.279
26000 | 25.098 | 27000 | 25.141 | 28000 | 25.399 | 29000 | 25.210 | 30000 | 25.138

4. Simulare stohastica

Vom sugera o posibila utilizare a simularii stohastice la solutionarea unei probleme importante
din geologie, anume estimarea rezervei de minereu util dintr-un zacamant.
In practica sunt cunoscute mai multe procedee de evaluarea cantitatii medii g, de minereu

prezent intr-un domeniu D, c R3 , atunci cand, prin masuratori, s-au obtinut continuturile q, de
minereu in n puncte date P, (xj Y, %), 1< j < n. De fapt procedeele de evaluarea rezervei de
minereu din zona D, precizeaza, in functie de structura zacamantului, ponderile k}. , lj 20,1<j<n
, de influenta a continuturilor q; asupra continutului mediu q, din domeniul D, , unde

Q=(A q R qtAsq+ .+ x q,)/ (AT A+ A+ 1)

Este dificil de a se evalua teoretig p_recizia acestor metode de estimare a rezervei de substanta
minerala utila prin utilizarea unor procedee clasice. Acest aspect poate fi insa solutionat experimental
prin simularea pe calculator a unor date de intrare q; cu caracteristici statistice precizate. Valorile q;
vor fi atasate unor puncte Pj (xj, Y zj) , 1 £j <n, aleatoare in domeniul D, . Pentru datele create
artificial prin simulare stohastica se vor aplica metodele traditionale de determinarea continutului
mediu q,. Inurma unui studiu statistic comparativ privind rezultatele q, deduse in cadrul unui
numar mare de simulari se va aprecia in final ¢ficienta si precizia fiecarui procedeu de estimare a
continutului mediu de substanta minerala utila din domeniul D, .

In vederea producerii unor puncte aleatoare P(x,y,z) uniform repartizate in domeniul D,
putem utiliza metoda clasica de “respingere”, Astfel vom genera puncte aieatoare uniform distribuite
intr-un paralelipiped D, ce-linclude pe D,, D, c D,, si vom retine numai punctele P ce apartin
lui D, , respingind toate celelalte puncte ( a se vedea si Propozitia 5 ) .

Simularea trebuie sa puna in evidenta si caracteristicile zacamantului respectiv.

Astfel continutul q de minereu intr-un punct arbitrar P(x,y,z) are o componenta determinista
f (x,y,z) atasata “tendintei” de concentrare spatiala a minereului in zacamént precum si o componenta
intdmplatoare h(U), unde, de exemplu, variabila aleatoare U are o repartitie uniforma pe intervalul
[0, 1) Asadar continutul q de minereu din punctul P(x,y,z) va fi simulat aleator dupa formula

q = f(x,y,z) + h(U), valorile intdmplatoare U fiind produse cu calculatorul prin apelarea functiei
RND .
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