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Prelafa

Prefata

Prezentul curs de Electromagnetism se adreseazd tuturor
studentilor din Facultatea de Chimie a Universiltatii din Bucuregti, dar mai
ales studentilor anului I de la secfia Radiochimie care urmeaz cursul
semestrial de Electricitate si Magnetism. Acest curs poate fi utilizat sl de
cdtre studentii de la alte facultafi din invafdmantul superior care urmeazd
un curs de fizica.

Lucrarea este structurald dup& programa analiticd a cursului de
fizica finut la secfia Ragdiochimie din Facultatea de Chimie din
Universitatea din Bucuregli si confine sapte capitole: Electrostatic,
Electrocineticd, Magnetism, Electromagnetism, Unde Electromagnetice—
Optica, Interferenfa undelor electromagnetice, gi Difractia undelor
electromagnetice. Confine, In plus, o anex3d in care sunt intdinite
constante utile, relafii matematice si fizice importante folosite in acest
curs §i in rezolvarea problemelor de electromagnetism.

Lucrarea reprezintd o expunere de ansamblu a electricitdfii,
magnetismului  gi opticii, in cadrul cdreia se reliefeazd legile
fundamentale care le guverneazsd. Modul de lratare diferd de cel
tradifional deoarece se subliniazd unele chestiuni importante precum:
conservarea g§i invarianfa sarcinii electrice, fenomenul interacfiei
electrice, nofiunea de camp eleclric, magnetic, electromagnetic s/
proprietdfile acestora, abordarea: matematicd a fenomenului de
interferen{d, descrierea fenomenului fizic de difracfie si unele amanunte
legate de refelele de difracfie. Preponderentd este preocuparea pentru
aspectul macroscopic al legilor si fenomenelor fizice; In unele cazuri Insa,
ele sunt interpretate si din punct de vedere microscopic. Acolo unde s-8
considerat necesar, considerafiile teoretice au fost Insofite de descrieri
experimentale practice sau imaginare sugestive. S-a considerat ulil 83 se
exemp!fice adesea valorile marimilor experimentale care intervin intr-un
fenomen gsi sa se prezinte date numerice. Prin procedeul
“observafiilor” s-a atras atenfia asupra unor sublilitdfi care scapad In mod
curent cititorilor.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Prefafd

Marimile ce se definesc pe parcursul cursului sunt exprimate in
Sistemul Intemational de unitafi. Pentru Infelegerea cursului sunt necesare
cunostir;]e de matematica ce includ calculul diferential si integral.

n lucrare manmile vectoriale sunt reprezentate prin Itere
nelngrogate cu o sdgeatd deasupra lor. Pentru operatorii gradient, rotor i
divergen{d au fost folosite ambele notafii: gradp, rotA , divA gi, respecliv,
Vo, VxA, V-A, tocmai pentr a obignui studenfii cu ele, unde ¢ si A
reprezintd o marime scalard i, respectiv, una vectoriald arbitrare.

Intentia autorilor este de a prezenta nofiunile de electricitate,
magnelism gi opticd eleciromagneticd in modul In care sunt ele utilizate
de cdtre studentfii Faculldfii de Chimie. Prin aceasta lucrare cititorii pot fi
agjutati sd-si formeze o privire de ansamblu asupra electricitafii,
magnetismului si opticii si sd-si sistemalizeze cunogtinfele din acesl
domeniu, In acord cu spiritul modern al stiinfei fizicii.

In esentd, lucrarea este alcituitd astfel ca sd aibd un caracter
formativ, prin aplicarea procedeului de la simplu la complex.

Cititorii care reusesc sad-si insuseascd ceea ce le ofera aceasta
lucrare vor poseda o pregdlire fundamentald care sd le asigure succesul la
aplicarea cunogtinfelor dobandite sau la predarea fizicii in liceu gi In facultafi

Considerdnd ca aceastd lucrare este absolut necesara studenfilor de
la secfia de Radiochimie In cadrul programului lor de studiu, aufoni au
convingerea cd ea le va fi de un real folos in infelegerea fenomenelor
electromagnetismului si sunt deschisi oricaror sugestii din partea cititorilor.

Hutorid. octomtbrie 1999
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Electrostatica

Capitolul 1

ELECTROSTATICA

1.1. Introducere

Fizica, gtiintd a naturii, studiaza cele mai generale si mai simple
forme de migcare a materiei.

Mecanica studiazi forma de miscare mecanica, termodinamica
studiazd forma de migcare lermica, electromagnetismul — forma de
migcare electrica si magneticd, fizica nucleard - forma de miscare a
constituentilor nucleului atomic, etc.

Materia, reprezinta o realitate obiectiva, care exista independent
de constiinta omului si este reflectatd adecvat de aceasta.

Atributul fundamental al materiei, modul sdu de existen{ad este
migcarea. Fenomenele fizice, inclusiv cela electromagnetice, reprezinta
o forma de miscare a materiei. Materia poale exista sub dou3 aspecte
(forme): (a) substan}a si (b) camp.

1.2. Materia sub forma de substanta.
Particule elementare

Definitia particulel elementare: Orice particuld, care la
momentul aclual de dezvoltare a stiinfei pare a nu fi constituitd din par/
mai mici (par a nu avea o structurd internd) se numeste particuld
elemeniard.

Materia sub formd de substan{d ‘materie — substanti) este
formata din particule elementare. Cu alte cuvinte, se spune ca aceasta
are structurd discreta.

S-au pus in eviden{a pana In prezent un numar de peste 300 de
particule elemenlare, majorilatea dintre ele fiind Instabile, disparand
dupa un timp de viata foarte scurt.

11
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Electrostatic3

Fenomenele eleclromagnetice pot fi riguros explicate plecand de
la existenfa a trei particule elementare: electronul, protonul si
neutronul.
Fizica modernd a aratat cd numal electronul este particula
elementara (nu are structurd), protonul si neutronul dovedindu-se a fi
constituifi din particule elementare mai mici, numite quarkurl (up, down,
strange, charm, bollom, top).
Conform modelului quarkurilor, (M. Geli-Mann, S.U A., 1961)
protonul are o slructura internd, fiind format din doud quarkuri cu
sarcinile electrice egale cu (+2/3)e si un quark cu sarcina electrica egald
cu (-13)e, astfel Incat sarcina totala a protonului sé fie egald cu sarcina
electrica +e, (p = uud).
Neutronul, neutru din punct de vedere electric, este constituit dupa
modelul quarkurilor, dintr-un quark cu sarcina electricd (+2/3)e si doua
quarkuri cu sarcina (-1/3)e, (n = udd). Sarcina globala a protonulul este:
(+2/3)e + (+2/3)e + (-1/3)e = e,

tar sarcina globald a neulronului, conform celor spuse anterior, este:
(+2/3)e + (-1/3)e + (-1/3)e = 0.

Am notat cu “e” sarcina elementara a electronului: @ =1,610'°C.

Observatie. Quarkurile nu au putut fi descoperite experimental,
pand in prezent, moliv penlru care vom continua s8 consideram
protonul si neutronul ca particule elementare.

Protonii gi neutronii sunt constituentii stabili ai nucleetor atomilor,
iar electronii intrd, de asemenea, in constitutia atomilor i moleculelor.

Injelegerea corecta a fenomenelor electromagnetice se bazeaza
pe cea mai importanta proprietate a particulelor elementare, aceea de a
avea sarcina electrica.

Definitia clasicd a sarcinil electrice:. Tipul de sarcind proprie
electronului se numeste sarcind electricd negativd, iar tipul de sarcina
proprie protonului se numegle sarcind electricd pozitiva.

Valoarea absolutd a sarcinii electronului este egald cu sarcina
protonului si se numeste sarcind eleclricd elementard.

Valoarea sarcinii elementare in S.I. este: e=1,602 10"°C.

Caracteristici: Numeroase fapte experimentale confirma ipoteza
cd n naturd existd doud si numai doud tipuri de sarcind electrica:

12
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Eloctrostaticy

pozitivd si negativa. Intre corpurile incidrcate cu sarcina electrica,
precum si intre particulele elementare care poseda sarcind electric3 se
manifestd interactiuni numile interactiuni electromagnetice.

Una din cele patru lipuri de interactiuni fundamentale existente in
naturd, o reprezinla interaclia electromagnelici (e.m.). Aceasta
guverneaza si explicd stabilitatea unor sisteme complexe, cum ar fi:
sistemele atcmice, sistemele moleculare si substanfa la scara
macroscopica. in concluzie:

Sarcina electricd este o marime fizica scalard, caracteristic3
unor particule elementare. Ea reprezintd o proprietate intrinseci a
acestora gi determing existenfa interactiunilor electromagnetice
dintre aceste particule precum si valoarea energiei (tdria) acestor
interactiuni.

1.3. Nucleul atomic. Atomul. Molecula.
Substanta la scara macroscopica.

Definitia nucleului atomic: Nucleul unui atom reprezinti cel mai
mic edificiu format din particule elementare de tip proton si neutron.

Proprictati ale nucleului atomic: Dimensiunea liniard (diametrul)
este de ordinul. (10" 10")m. Volumul nucleului este: V = (4/3)nr’ =
=(/G)d’, unde d reprezinta diamelral nucleului (d = 2r), iar r — raza sa. Prin
urmare, ordintil de manme pentru volumul nuclear este: V.= (10" : 10™)m".
Densitatea malerner nucleare se exprimd prin relatia: p = m/V, unde “m” este
mosa necleulun Deoarece masa protonulu si a neutronului are valoarea:
m,ox o= 1,67107Kg, rezulld ¢a p s 10"Kg/m'. Comparand aceastd
donsitelz cu cea a corpurilor macroscopice, de exemplu cu densitalea apei
{1 =10°Kg/m'), constatam ca aceasla are o valoare foarle mare (de 10"
o mai mare!).

Nucleut este un sistem microscopic ¢t sarcind electrica pozitiva.
Consiiuentit sai fiind prolonii (cu sarcing eleclricd pozitivd) si neutronii
(lard sarcind electiicd). nucleul va fi intotdeauna pozitiv din puncl de
vedeire clecliin,

Constiluen{ii nucleului (protonii si neulronil) se numesc nucleoni.
5e noleazd cu Z numarul protonilor dintr-un nucleu, cu N numarul
neuttonilor din nucleu si cu A = Z + N numarul total al nucleonilor din

13
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Electrostatici

nucleul dat. Valoarea sarcinii electrice a nucleului este ~gald cu suma
sarcinilor prolonilor ce intrd in compozitia lui: Q... = +(Z€).

Nucleul este un sistem stabil. Aceasta stabilitate nu poate fi
explicatd numai pe baza interactiunilor electromagnetice dintre nucleoni.
Intr-adevar, deoarece sarcinile electrice de acelasi tip (semn) se
resping, iar cele de semn contrar se atrag (experienia confirma acest
fenomen), ar rezulta ca forta de respingere dintre protonii unui nucleu
(incarcati pozitiv) ar trebui sa duca la dezmembrarea nucleului!

Deci, stabilitatea nucleului trebuie explicatd admitand ipoteza ca
intre nucleonii din nucleu trebuie s& existe un nou tip de interaclie
fundamental&, numita interactie nucleara (interacfie tare), care este o for{a
de atractie mult mai putemnica dacat interacfia electrostatica dintre nucleoni.

Definifia atomului: Atomul este cel mai mic sistern fizic stabil In
constitufia caruia intrd nucleul si particule elementare de tip electroni.

Proprietdti ale atomului: Atomul este format dintr-un nucieu, in
jurul caruia graviteazd un nor de electroni, aflali la distanie mari de
nucleu, comparativ cu dimensiunea nucleului. Diametrul atomului este
de ordinul a 10 "°m,

Numarul electronilor dintr-un atom este egal cu numarul Z al
protonilor din nucleul atomului respectiv, ceea ce implica faptul ca atomii
sunt sisteme fizice neutre din punct de vedere electric (suma algebrica
a tuturor sarcinilor elementare dintr-un atom este egala cu zero).

Stabilitatea  atomului este asiguratda de interaciiile
electromagnetice dintre nucleu, cu sarcina +(Ze), si sarcina electrica
negativa a norului electronic, -(Ze). Desi electronii sunt atrasi de sarcina
pozitivd a nucleului, este posibil sa fie scosi din atom cu o anumit
cheltuiala de energie din exterior, unul, doi, sau mai mulli electroni
(atom ionizat o data, de doua ori, elc...).

Reciproc, este posibil ca un atom sa prindd In “capcana
electricd” a nucleului unul sau mai mulli electroni (atomii devin ioni
incarcati cu sarcind negativd spre deosebire de primul caz cand ionii
sunt incarcati cu sarcind pozitivd). Faptul ca atomii pot pierde sau
castiga electroni are o importania cruciala in explicarea fenomeneslor
electromagnetice.

Definitia moleculei: Molecula este cel mai mic sistem fizic stabi/
In structura cdreia intrd mai mulfi atomi.
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Proprietiti ale moleculei: Numarul si tipul de atomi ce participa
la formarea moleculelor delermind o mare varietate a acestora.
Stabilitatea moleculelor este determinata, de asemenea, de interactiiile
electromagnetice dintre constituentii electrici din edificiul moleculei.

In starea normala moleculele sunt neutre din punct de vedere electric. In
anumite situalii exceplionale, moleculele pot pierde sau dobandi
electroni devenind ioni moleculari pozitivi, respectiv negativi.

Definitia substantei: Substanfa la scard macroscopic3
reprezintd maleria pe care o percepem la nivel macroscopic, In diferite
stari de agregare.

Proprietdfi ale substanfei: Substania este formata dintr-un
numar foarle mare de atomi si molecule.

in starile de agregare condensate (slarea lichida si solida)
distanja dintre atomii vecini este de ordinul a 10 °m.

intre starea solida si cea lichida exista unele deosebiri privind:

—~ Ordonarea spaliala a atomilor: in starea solida cristalina exista
o ordine la distantd mare (macroscopicd), iar in starea lichidd exista
doar o ordine locala, pe distante ce cuprind doar primii vecini ai fiecarui
alom (vecinii de ordinul intai).

— Mobilitatea atomilor: in starea solidd atomii executa oscilafii In
jurul pozililor lor de echilibru fixe, iar in starea lichidd atomii se pot
deplasa unii fatd de allii pe distanle macroscopice (ceea ce explica
fluiditatea lichidelor).

in starea de agregare gazoas3 distanja dintre moleculele
vecine (sau alomii vecini) este cam de 10 ori mai mare decat in cazul
starilor de agregare sohda si hchida.

La acesle dislanie interaclile inlermolecutare (sau dintre alomi) este
aproximativ nula, fapt care imprima acestora o migcare haotica si
independenltd.

Starca de agregare, numitd plasma, reprezintd un gaz puternic
ionizal format din ioni pozitivi si eleclroni, care, in ansamblu, este electric
neulrd.  Majoritatea  substantei din Univers (din slelele active, cozile
comelelor) se gaseste in stare de plasma.

Plasma este considerata ca find a patra stare de agregare a substanfei,
La temperaturi de 10'K toate subslan|ele pol fi aduse in stare de plasma.

Corpurile macroscopice pot fi electrizate prin diferite metode; un
exemplu ar fi metoda electrizarii prin frecare. La o vergea de sticla
frecatd cu malase, un numar intreg de electroni trec de pe sticla pe
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matase. Sticla se Incarca (electrizeaza) pozitiv, iar méitasea se incarca
(electrizeazd) negativ.

Daca frecdm o vergea de ebonita cu blana de pisica, un numar
Intreg de electronl trec de pe blana pe ebonita. Blana ramane incédrcata
pozitiv, iar ebonita se Incarcé cu sarcind negativa.

1.4. Conductorl si izolatori.

Definifia conductorilor: Conductorii sunt substante In interiorul
cdrora exist4 particule cu sarcind electricd capabild sd se deplaseze prin
substan{d pe distanfe macroscopice. Particulele Incidrcate electric din
conductori se numesc purtatori liberl de sarcina.

Observafie: Orice sarcind In exces, transmisd punctuai
conductorului, nu ramane pozilionatd Tn locul respectiv ci se
repartizeazd, Instantaneu, pe toata suprafata conductorului. Exemp! - de
conductoare: metalele, electrolitii, gazele ionizate.

Metalele sunt conductori de clasa intai. Purtatorii de sarcina
electricd din metale sunt electronii liberi denumifi si electroni de
conductie.

Electrolitii sunt conductori de clasa a doua. Purtatorii de sarcina
electrica sunt ionii liberi de ambele semne.

Gazele lonizate sunt conductori de clasa a doua. Purtatori: e
sarcind electrica sunt lonii de ambele semne si electronii.

Definitia semiconductorilor: Semiconductorii sunt substanfe cu
concentrafii ale purtdtorilor de sarcind electricd de 10° + 10° ori mai mica
decait In metale. Purtatorii de sarcind pot fi electronii (negativi) sau
golurile (pozitivi).

Definifia izolatorilor (dielectricilor): [zolatorii sunt subs!anfe
fard purtdtori liberl de sarcind electricd. Sarcinile electrice din dielectrici
sunt legate de atomii sau moleculele de care aparfin si se numesc
sarcini electrice legate.

Sarcinile electrice legate se pot deplasa pe distanie foarte mici
de ordinul a 10"m (1A = 10'°m), ceea ce are ca efect polarizarea
dielectricului. Orice sarcina in exces comunicata izolatorului intr-un
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punct al acestuia ramane localizatd, deci nu se repartizeaza pe toata
stipraiala acestuia ca la conductori.

1.5. Sarcina electrica.

Definitia moderna a sarcinii electrice: Sarcina electricd este
o mdrime fizicd cuantificatd, relalivist invariantd care in sistemele
izolate se conserva.

Proprictafi ale sarcinii electrice:

Cuantificarea sarcinii electrice. Sarcina netd a oricarui corp
este egald cu suma algebricd a sarcinilor particulelor elementare din
care este constituit corpul respectiv.

Deoarece singurele parlicule elementare incarcate din atomi
sunt protonii cu sarcina +e si electronii cu sarcina -e, rezulla ca valoarea
sumei algebrice a sarcinilor oricarui corp trebuie sa fie un multiplu intreg
al sarcinii elementare "e".

Sarcina elementara “e” reprezinta cuanta de sarcind electrica.
Daca Q este sarcina electrica neta a unui corp macroscopic atunci vom
putea scrie: Q = +Ne, N=0,1, 2, 3,...

a) Caracterul discrel al sarcinii electrice este evident pentru
particule microscopice. Ex: Na'. CI, Cu®*,...

b) Caracterul discret al sarcinii electrice se estompeaza (aparent
sarcina electricd variazd continuu) in cazul corpurilor macroscopice
incarcate: o sarcina eleclrica in plus sau in minus nu poate modifica
vizibil sarcina Q a corpului, pentru care valoarea numarului N este foarte
matre (de ordintil 10%).

Invarianta relativistda a sarcinii electrice. Fie o particula
elementard cu masa de repaus m,, vitcza v si sarcina clectrica q.
Presupunem ca viteza parliculei este foarle mare (comparabild cu viteza
luminii n vid, c).

Conform teoriei relativitalii, la aceasta viteza, masa parliculei (rmasa
de miscare sau sarcina gravitajionala) m = my/(1-[V)'*, unde 3 = v/c.

Cu alle cuvinte, masa particulei variaza cu viteza. Deci, masa nu
este invarianta in teoria relalivitatii.

Spre deosebire de masa, sarcina electricd a unei particule
elementare are aceeasi valoare, indiferent de vileza cu care se
deplaseaza. sarcina electrica este relativist invarianta.
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Experienfe dintre cele mai sensibile nu au putut detecta varialia
sarcinii electrice cu viteza. In concluzie: In orice sistem de referinta
inertial in care s-ar mdsura sarcina electricd se obfine acelasi rezultat.

Conservarea sarcinii electrice. /nir-un sistem izolat, sarcina
electricd tolald, adicd suma algebricd a sarcinilor pozitive si negative, se
conserva (rdmane constanta).

Printr-un sistem izolat se infelege ca nici un fel de substan{a nu
traverseaza granilele ce delimiteaza sistemul, deci nu se schimba
sarcina electrica cu exteriorul.

Observatie: Lumina poate interacfiona cu sistemul, fara a
afecta acest principiu, deoarece fofonul este neutru din punct de
vedere electric.

Legea conservarii sarcinii poate fi formulatd ca un postulat sau
ca o lege empirica, verilicata de toate observaliile fara exceplie. Aceasta
lege este tot atdt de fundamentala pentru injelegerea fenomenelor
nalurii ca si celelalte legi de conservare ale fizicii impulsului,
momenlului cinetic, a energiei, etc...

Exemple care atesta legea conservadrii sarcinii electrice:

a) In procesele de dezinlegrare radioactivd a nucleelor suma
sarcinilor nuc/eului si particulei ce rezultd in urma dezintegrarii este egala
cu sarcina nucleului ce se dezintegreaza.

Exemplu: dezintegrarea a se poale scrie sub forma:

XN Het + 5,
ssRa?%® - ,He* + . Rn??22,

b) In reactile nucleare suma sarcinilor nucleelor ce intrd in
reaclie este egala cu suma sarcinilor nucleelor ce rezulta din reaciii.

Exemplu: XM+ ,He! o, YA

sB'% + ,He* 5 N

c) in procesul de electrizare prin frecare sarcina pozitiva nela cu
care ramane incarcata slicla frecata cu malase este egala cu sarcina
negativd cu care se incarcd méitasea. Din faptul ca 1e =1,60210"C
rezultd: 1C = €/1,60210 " = 6,24 10"%e.

Unitatea de sarcind elecftricd in sistemul internafional de unitafi de
mdsurd este Coulombul egal cu sarcina a 6,24 10" electroni
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Concluzie: Miscarea particulelor clasice de substania este descrisa
dle mecanica clasicad newloniand si de mecanica clasica relalivista.

Miscarea parliculelor cuantice (microparticule) este descrisa de
mecanica cuanlica nerelativista si relativista.

Miscarea materiei-substanta poate fi descrisi de mecanica
clasica sau de mecanica cuantica.

1.6. Materia sub forma de cAmp (materie—camp).

Mecanica newtonian4 nu poate descrie si explica orice fenonmen
al naturii. De exemplu, studiul fenomenelor electromagnetice, care nu
necesita pentru manifestarea lor existenla materiei sub formd de
substanta, nu poate fi studiatd de mecanica newtoniana.

Fenomenele electromagnelice pot fi descrise cu ajutorul unei
forme speciale, diferite de existenta si manifestarea materiei: campul
electormagnetic.

Materia~camp (campul electromagnetic) nu poate fi descrisa de
legile mecanicii newtoniene, ci de ecuatiile lui Maxwell.

Teoria care are la baza ecualile lui Maxwell se numeste
electrodinamica clasica.

Campul (materia—camp) este generat de sarcinile electrice in
repaus si in miscare, actionand, la randul sau, asupra sarcinilor electrice.

Campul electromagnelic are doua componente: cAmpul electric
si cAmpul magnetic.

Definitia cAmpului electric: Partea din campul electromagnetic
care acfioneazd cu o for{d asupra sarcinilor electrice aflate in repaus sau
in migscare in campul electromagnelic se numeste camp electric.

Campul elecltric gencrat de sarcina electrica aflata numai in
repaus se numeste camp elecirostatic.

Definitia  cdmpului  magnetic: Partea din  cadmpul
electromagnetic care acfioneaz: cu o for{d suplimentard numai asupra
sarcinifor electrice aflate in miscare In campul electromagnetic se
numeste camp magnetlic.

Prin urmare, campul electric este generat de sarcinele electrice

aflate in migcare sau in repaus, iar campul magnetic este generat numai
de sarcinele electrice aflate in migcare.
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Campurile electrice sau magnetice generate de sarcini electrice
(sau de curenti electrici) variabile In timp sunt variabile in timp.

Un cAmp electric variabil in timp genereazad un cAmp magnetic
variabil Tn timp si reciproc. Aceste cAmpuri electrice si magnctice
variabile In timp ce se genereaza reciproc coexistd in acelasi punct din
spaliu gi In acelasi moment (sunt in faza), formand campul
electromagnetic.

Manifestarea lui reald sub formd8 de camp electric pur sau camp
magnetic pur depinde de sistemul de referin{a inertial din care se face
observalia.

Materia—cAmp ca si materia—substan{d este caracterizatad prin
energie, impuls, moment cinetic, etc...

"1.7. Legea lui Coulomb.

Interacfia dintre sarcinile electrice punctiforme aflate in repaus
este descris3 de lagea lui Coulomb denumita si legea fundamentala a
electrostaticll. O altd forma a acestei legi este cunoscutd sub numele
de teorema lui Gauss. Sub formd scalara si atunci cand sarcinile care
interactioneaza sunt plasate in vid, legea lui Coulomb se prezinta astfel:
F=_t .99

2
4ne, r

Enunful acestei legi este urmatorul (forma scalard):

Doud sarcini electrice punctiforme in repaus (corpun punctiforme
electrizate), situate in vid, interacfioneazd cu o forfd a cdrei manme F
este direct proportionald cu produsul marimilor c.::lor doud s: rcini
electrice q, sl q, §l invers proportionald cu patratul distanfel dintre ele.

Observafie: Legea Iui Coulomb este valabild pentru obiecte
incarcate electric (cu purtatori de sarcind electricd) ale caror dimensiuni
sunt mult mai mici decét distan{a dintre ele. Se spune ca ea este valida
numai pentru sarcini punctiforme.

Valoarea numerica 1 constantei care apare in forma matematica
a legii lui Coulomb exprimala in S.I. este:

! =9.10°Nm?/C?,
4ne,
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., reprezentand o constantd universald numitd permitivitatea electrica a
wrtulii €,=8,8542 10 VF/m.

Daca sarcinde punciiforme se afla intr-un mediu oarecare legea
i Coulomb se scrie astfel:

‘ama scalara; F:-‘——--ﬂ'-(—]i; Forma vectoriala: f’:—,—-q'qz
Ane 1’ 4ne 1’
unile e este o constanta de material numita permitivitatea mediulii.
Cele doud sarcini electrice sunt considerate in repaus
{stationare) pentru ca daca acestea s-ar afla Iin migcare ar apirea in

'us forte de naturé magnelica, de care ne vom ocupa in capitolul 3.

Sub forma vectoriala forla coulombiana de interactie, F,,. dintre
<arcinite q, si q, situate la distanta v in vid are una dintre formele
« = | q4,4, - - 1 ( -
vrmaloare: I, =——-i;|;-r|2 sau F, =——-&2|—2-n.
Are, 1, 4ne, r
Vectorul n este prin definifie versorul vectorului de pozilie
i, =T avand originea in sarcina q, i varful in sarcina q,. Expresia

‘0,

walematich a versorului i este: ﬁ=fl|F| in care |F| este modulul

vectorului T si are expresia: |f|=‘/x2+yz+zz. x, y. z fiind
~aordonatele sarcinii q, (v. fig.1.1).

Z
/N

~
/N

Fig. 1.1

Caracteristicile fortei 'F:P sunt urmatoarele:
a) Este direct proporiionala cu produsul q, q,.
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b) Este invers proporiionald cu patratul distantei dintre
sarcinile q, si q,.

c) Este o forta care actioneaz# de-a lungul dreptei care trece prin
sarcinile q, si q,, fiind, deci, o forfd de tip central.

d) Este o fortd centrald repulsivd dacd q,q,>0 (sarcinile au
acelagi semn).

e) Este o forfd centrald atractivd dacd q,q,<0 (sarcinile au
semne opuse).

Cele doul desene de mai sus aratd c3 daci forla este paralel
cu vectorul de pozitie r sarcinile se resping, iar dac3 suportul vectorului
for}a este antlparale!l cu vectorul de pozifie, sarcinlle q, si q, se atrag. In
primul caz forja 13,2 se considerd pozitivd, lar In al doilea caz se
considerd negativa.

In concluzie, legea Iui Coulomb aratd cé: doudl sarcini electrice de
acelagi semn se resping, iar doud sarcini electrice de semn conlrar se atrag.

f) Din caracterul de for{a centrald, din mecanica, rezulta gi alte
proprietali ale fortei coulombiene:
f,) Traiectoria pe care o poate descrie sarcina q, este
intotdeauna plana.
f,) Veclorul moment cinetic, L,al prticulei q, se conservd
in timpul migcarii acesteia.
f,) Vectorul viteza areolara, 0,a particulel q, se conserva.
f,) Forfa centrala, F,,, nedepinzand explicit de timp, este
o for{d conservativa.
g) Forjele coulombiene satisfac legea a treia a lul Newton.
Intr-adevar, fie f?,z forta cu care q, actloneaza asupra lui q, §i fie
I:‘2l forfa cu care sarcina q, aclioneaz4 asupra sarcinii q,. In acest caz:

ool 9% ;__§
12 4 2 21
TE, r

|F‘,2| = IF‘Z,| , iar cele doua forje sunt orientate in sens invers (v. fig.1.2.a).
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a // iP b
.
/'+q2 :_ ~
b %2
et h
o~ 1/
E, 9

Fig. 1.2

h) Forlele coulombiene satisfac principiul suprapunerii
.principiul superpozitiei).

Fie sarcinile q,, Q,. Q,....., Q. situate la distantele r,, r,, 1,,..., T, de
3 sarcind oarecare q,. atunci forfa rezultanta ﬁ, ce aclioneaza asupra
sarcinii g, din partea sistemului format din cele n sarcini este egala cu
~uma vectoriald a fortelor cu care aclioneaza independent, fiecare
sarcina asupra lui g, (v. fig.1.2.b, pentru cazul particular n = 3).

Matematic acest principiu se scrie:

1 qq, -
F= E l ———=h
' 4mn AR

In cazul din desen putem scrie:
F, = F +F, l,,+l—l+l“+F—F
i) Forla de mteractle electrostalica este extrem de slaba. Fie
Joud sarcini q, = -e $l q, = +e (de exemplu, un electron i un proton)
aflate la distanta r=10°m. in acest caz:

AR
Fo o 16 10 230N,
4ne, (10 °)

j) Forla de atraciie gravitajionala este neglijabild in raport cu
forla de interaclie electrica.

Fie un electron cu masa m, = 910 ''Kg si un proton cu masa m, =
=1,66107’Kg aflati la distanfa 10’m. Cunoscand constanta atracliei
universale y = 6,67 10", se poate calcula forta de atraclie gravitationala:

-M =27
F=607.0". 219 ',",(’(’,"0 =96-10*N.
(10 °)
Forfa electrica F, este: F, =-2,3107'N sideci: FJF =2,410°%.
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Concluzfe: Pentru particulele electron si proton interactia
electrostaticl este mai putemica decét cea gravitationali dc peste 10% ori.
Deci, in domeniul microparticulelor cu sarcina electrica, forta (interactiunea)
gravitafionala se poate neglija in comparatie cu interactiunea electrostatica.

In domeniul corpurilor macroscopice cu masé foarte mare (cum sunt
corpurile ceresti), care sunt neutre din punct de vedere electric, interactia
electrostatica dintre ele se poate neglija comparativ cu forla gravitationala.

Densitatea de sarcind electricd:

Sarcina electrici Q poate fi distribuitd neuniform unidimensional
(pe fire), bidimensional (pe suprafete) sau tridimensional (Tn volumul
corpurilor).

a) Densitatea medie liniara si densitatea liniard se definesc astfel:

- densitatea medie linfard. A, = % .

- densitatea liniard de sarcind: A = lim ﬂ = d_q .
Ao Al di
b) Densitatea medie superficiald si densitatea superficlald de
sarcind se delinesc astfel:
Aq

- densitatea medie superficiald: o, = A
s

- densitatea superficiald de sarcind: o = lim 4 = Qﬂ .
As—0 As ds

¢) Densitalea medie volumica si densitatea volumicd de sarcina
se definesc astfel (dt reprezinta elementul infinitezimal volumic):

. . . < A
- densitatea medie volumica. p, = A—q ,
T
. Aq d
- densitatea volumica de sarcind: p = hm 9.9
a0 At dt

Daca sarcina q este distribuita uniform in lungime, in suprafati si
in volum, atunci:
A = q/l = sarcina unitatii de lungime,
o = g/s = sarcina unitalii de suprafata,
p = g/t = sarcina unitatii de volum.
Unitatile de masura sunt urmatoarele:
[Ms, = C/m, [o]s, = C/m?, [p]s, = C/m’.
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in ipoteza ca dl, ds, dr sunt sulicient de mici, elementele de
sarcind: dqg = Adi, dq = »ds, dq = pdt se pot considera sarcini
puncliforme care pot salisface legea lui Coulomb.

Observatie: Infieniele (interactiile) nu se pot propaga mai
repede decat cu o anumita viteza lundamentala ¢, viteza tuminii.

De aceea nu este posibil sa stim unde se afla sarcina si la ce distania in
momentul prezenl in care se “simte” interac|a.

Sinyurul luciu care poate afecta campul de forle coulombiene
intr-un loc si la un moment dat esle comportarea sarcinilor in trecut.
Intarzierea in timp (timpul retardat. notat cu r'/c) este timpul necesar
pentru a se ajunge, cu viteza c, de la o sarcina electrica Q pana in
punclul P unde se afla cealalta sarcina eleclricd q (deci, unde se
determind interaciia). r' din raportul r'/c reprezinta pozijia unde se afla
sarcina atunci cand informatia (efectul de interaclie) care ajunge in
punctul P “parasea” sarcina Q.

Sa presupunem ca sarcina Q ar emite semnale luminoase si ca
Jumina ar putea sosi in P cu vileza ¢. Alunci cand am privi sarcina Q, nu
amn vedea-o unde se afla acum, ci unde era la un moment de timp
anterior ' =1 -r'/c.

Sub forma cea mai generala, for{a de inleraclie dinlre cele doua
sarcini QQ si g se poale scrie (fara demonstralie):

= =Qq | n d ( ii'j 1 dw
}‘;-_.~ LN IS R R

dar, |7 ¢ diir” ¢’

Pl
[
pozitia latrie \ g T .
Q w7 L
S M-
Vo v
\
Qe
pozitia la t Vo
Fig. 1.3
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In aceastd relatie intervine direclia aparentd n'(directia
retardatd) si distanta retlardata r. Primul termen reprezintd legea lui
Coulomb. Al doilea termen, calitativ vorbind, se datoreste faolului ca
natura ar incerca sa {ind seama de faptul ca efectul este retardat. Acest
termen reprezintd o coreclie la termenul coulombian retardat, egald cu
varialia acesluia in unitatea de timp si Inmuliitd cu retardarea care
intervine. Existd gi un al treilea termen de corecfie, si anume derivata a
doua, in raport cu timpul t, a vectorului unitate in directia sarcinii.

1.8. Campul electric

Definitia cadmpului electric: Campul electric (electrostatic)
este o formd suis generis de existen{d In spatiu si timp a materiel, a
cdrei prezenf{d se manifesta printr-o for{d de naturd coulombiand ce
acfioneazd asupra oricdrei sarcini electrice care se gaseste In spafiul
cu camp electric.

1.8.1. Modelul acfiunii la distanta s/ al acffunil
din aproape in aproape

Legea lui Coulomb care descrie exact interacfiunea dintre sarcini
electrice punctiforme nu explicA mecanismul prin care o sarcind q
situaté, la o distan{a r de sarcina Q “simte” forfa cu care Q aclioneaza
asupra lul q (sau invers). Fizica clasicd nu mentioneaza cat timp trebuie
sa treaca pentru ca foria generatd de Q s ajunga in punctul In care se
afld q si presupune ca forfa electricd se propagd instantaneu la orice
distan{d, adica cu viteza infinitd. Aceasta este ipoteza acfiunii la distanf4
a interactiunilor. Cu alle cuvinte, daca r s-ar micgora cu o anumita
valoare Ar atunci noua “oria de interaclie (de respingere) F' cu care +Q
aclioneaza asupra lui +q este sesizatd instantaneu de aceasta din urma.
Aceasta ipoteza este admisa fara nici o explicatie.

pe_l . Q3
4ne, (r-Ar)

Teoria relativitatii aratd, In schiinb, faptul ca vite: a maximd de
propagare a semnalelor (interactiunilor) In Univers este finitd si eqald cu
viteza luminii in vid, c.
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Fizica moderna aratd cad modelul actiunii la distantd nu este
valabil i este inlocuit cu modelul actiunii din aproape In aproape, prin
intermediul campului electromagnetic care se propagi cu viteza finita,
egala cu viteza luminii in vid, c.

Conform acestui model in exemplul anterior sarcina +q va sesiza
scaderea distantei r cu Ar dupd un timp finit egal ca valoare cu timpul
necesar luminii sa ajunga din punctul A in punctul B (v. fig.1.4).

E
//’/
) ///ﬁ:] F
[ il
// 2 //
o >
4 Q - ~ 4 (I
A T T-Ar
Ar .- +Q
"
Fig. 1.4

Mecanismul aciiunii din aproape in aproape a sarcinii Q
asupra sarcinii q este urmatorul:

a) Sarcina Q genereaza in jurul ei un cimp electric, care se
propaga in tot spatiul cu viteza luminii, c.

b) Dupa ce campul electric generat de Q a aparut si in locul
unde se atla situata sarcina q, acesta aclioneaza asnra sarcinii g cu o
forta data de legea lui Coulomb:

! ‘Qq_.ii

F_
)

dne,

Observatie: Sarcinile electrostatice q., i = 1,2,....n, dintr-un sistem
de sarcini, contin un numar intreg de sarcini elementare e. Daca se va
line seama de principiul superpozifiei efectelor liniare de interaclie ale
acrslor sarcini elementare, se deduce ca reuniunea tuturor interacliilor
sarcinilor elementare conduce la efectul final de interaclie globala a
sarcinilor g,. Deci, daca se injelege mecanismul interaciiei a doi electroni
se poate explica si cum interaclioneaza ionii de acelasi semn sau de
semn conlrar sau corpurile macroscopice incércale electrostatic pe
baza mecanismului acliunii din aproape in aproape.

La baza interacliei a doi electroni se afla procesele virtuale de
schimb fotonic.
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Pentru inlelegerea unui proces virlual se apeleaza |a relatia de
nedeterminare: Al-At > /1. In aces! caz, mi este vorba numai despre
nedelerminare ci si despre o limil:i- care apare in timp: Al reprezinta
durata starii a carei eneigie se masoard. Prin urmare, cu cal este mai
mica durata At, cu alat energia va fi mai imprecis determinata. In
concluzie, putem privi AE ca o fluclualie (o abatere de la valoarea
normald) a energiei unui sistem cuantic (compus, de exemplu, dintr-un
electron si un foton), cu condifia ca aceasta fluctuatie sa dureze numai

h . . . . .
At = E si nu mai mull! Acest ralionament se poate aplica tocmai unui

proces de lipul e—e + y° care ar sta la baza explicdrii interaciei
electrostatice dintre doi electroni. Desi se pare ca intra in contradictie cu
legea conservirii energiei, acest proces este posibil cu condifia ca
fotonul y° s& existe doar virtual, adica sa apard si sa dispara foarte

;_
repede, intr-un interval de timp 1 < -;\%—, AE fiind energia lui, AE =ho.

Un proces analog are loc si cu celilalt electron. Electronii sl vor “pasa”
conlinuu unul altuia un foton virlual, respingandu-se reciproc, realizandu-se
aslfel doua procese virtirale cuplate d schimb fotonic. Procesul este atat de
rapid, incat legea conservarii enargiei nu este deloc deranjata.

Fig 1.5

Acest tip de proces virtual de schimb de foloni sta la baza tuturor
interacliilor electromagnetice.

1.8.2. Vectorul caimp electric al unei sarcini
puncltiforme. Principiul superpozifiei pentru
vectorul camp elecfiric.

Prin definitie, vectorul cimp electric generat de sarcina
puncliforma Q la distan{a r are expresia urmatoare:

Q.

= ——— i,
dnr, v
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LI
4ne, r’
£ este direct proportional cu sarcina Q si invers proportional cu 2.
Valoarea (modulul) vectorului camp electric al sarcinii Q, intr-un
punct din spatiu ce o inconjoara, depinde atat de valoarea sarcinii Q
care il genereaz3, cat si de distanta r de la Q pana la punctul respectiv.

Modulul sau este :

E

6.\56

Fig.1.6

Sarcina de probd q, reprezintd sarcind cu care se stabilegte
daca intr-un punct din spatiu exista un cAmp electric sau nu.

Cerinlele sarcinii de proba sunt;

a) sa fie pozitiva,

b) sa fie atat de mica incat campul electric propriu sa nu modifice
campul electric existent in spaliu inainte de aducere ei in cadmp.

Pentru a arata legatura dintre vectorul camp electric E Si
vectorul foria de interactie coulombiana, F , se considerd o sarcin de

proba q, plasata intr-un punct M, unde vectorul camp electric E este
dat de relalia de definitie.
Conform legii lui Coulomb putem scrie urmatoarele:

- , _ - = F
Fz—l—-g,]—’i-nz -l—~g,-n -q, =E-q,,decii E=—.
4ne, 4ne, q,

Daca in relatia anterioara se pune q,=1C, atunci rezulta definifia:

Vectorul camp electric E intr-un punct din spafiu este egal

cu forta [ ce actioneazd asupra unitifii de sarcind pozitivd q,= +1C
aflata in punctul respectiv.
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Matematic, intensitatea campului electric se poate defini astfel:

-

E = lim F
%0 q,

pentru a sugera cerinfa (b) ca sarcina de proba, q,, sa fie atat de mica
incat sa nu perturbe campul electric existent, care trebuie determinat.

Unitatea de mdasurd in sistemul international pentru vectorul
camp electric rezulta din relatia de definiie:
[E)s: = [Fls:/[Qo)s) = N/C = newton/coutomb.

1.8.3. Vectorul edmp electric al unui sistem de n sarcin{
punctiforme

Fie n sarcini pozitive punctiforme in vid q,, q,, qs....., q, situate la
distaniele r,, 1,, ra,...,I, de o0 sarcind de proba q,.
Conform princlpiului suprapunerii se poate scrie expresia fortei

rezultante coulombiene F ce actloneazé asupra sarcmu de probad qo:

99
F= F = -n., und —=—
'zl: 4’“_0 ; 5, unde: i, = If.l

Din aceasta relajie rezultd prin Impariirea cu g, ca vectorul cémp electric
rezultant in punctul In care se afld sarcina de proba are valoarea:

g=f__1 .zi.ﬁ",

q, 4neg, T

Din aceasta relafie rezultd principiul suprapunerii pemru vectorul camp
electric E:

E=— i+ i, +. 422 =B +E, +.+E =) F,.
4ne,r! 4ne,r, 4ne,r, "

Principiul suprapunerii: Actiunite unor vectori camp electric
care existd In acelagi timp Intr-un punct din spafiu, se suprapun, fiind
egale cu actiunea unui vector cdmp electric egal cu suma vectoriald a
acestor vectori camp electric.
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Concluzie: Concluzia asupra suprapuneri liniare a campurilor in
vild este ¢d in domeniul clasic de dimensiuni si la intensitali ale campului
1eabzabile exista o evidenla abundenta a valabilitatii suprapunerii hiniare
si lipsesc argumente impotriva ei. in domeniul alomic si subatomic
exisld efecte cuantice neliniare a caror origine se afla in cuplajul dintre
parliculele incarcate si campul electromagnelic. Ele modifica inleracliile
dintre  particulele incircate si provoaca interaclii intre campurile
eleclromagnetice chiar daca sunt absente particulele fizice.

1.8.4. Campul dipolului electric

Definitia dipolului electric: Doud sarcini punctiforme, egale in
modul si de semn opus, situate la distanfa “a” una fafa de alta formeaza
un sistem care se numeste dipol electric. Dreapta care trece prin cele
doua sarcini se numesle axa dipolului electric.

Definitia momentului dipolului electric: Momentul unui dipol
electric este o mdrime vectoriald notatd cu p, egald cu produsul uneia

dintre sarcinile dipolului si vectorul a, dus de la sarcina "-q” la sarcina
+q” p=q a.

A 3 ~ 7
S ote o—aeb
1 prqd g

.q + I.l

. -
Dipol electric Moregtul unnt dipal, p
Fig.1.7
Mérimea vectorului camp electric a unui dipol electric intr-un punct P din

spaliu se determina in funclie de pozifia punctului P fala de dipol.
a) Punclul P se aflad pe prelungirea axei dipolului,

r

e A
! i o
: +q —E. § Ep E+
C Al aJZO h ?p T
Fig. 1.8
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E B +F sau b= 9 5, L 2 3

_ = n, +
P + p 411:130 ( 3)2 + 4‘m:0 ( +a)2
r

r___ —
2 U2

in care E+ este vectcrul camp electric creat de sarcina +q in punctul P,
iar E_ este vectorul camp electric creat de sarcina -q In punctul P.

Conform principiului suprapunenl Ep, vectorul cAmp rezultant,
este suma vectorilor cAmp electric E s E

Pentru deducerea modulului vectorulul E ridicAm la pétrat
vectorul Ep = E +E_:

E! = B! +E+2E,-E =E! +E’ +2E, -E_-cos(E,,E_)

Deoarece E, si E_ sunt vectori antiparaleli atunci rezultd ca:

cos(E, ,E_)=cosn=-1 gi deci E! = E! +1:2 2E, E_=(E,-E.) =

|E|\/E_’,/ ~E.) |F—E|

Deoarece E, = S > $i E_ = 9 7 rezulta:

41[80 ( a) 47[80 ( a)
r—— r+—
2 2

q I 1 B 1 I_ qQ _ 2ar
4ne, 4ne, ( , a2)2 '
Y

(3 ()

Prin urmare, vectorul rezultant E are directia axei dipolului.
Sensul vectorului E este dirijat de la -q cétre +q. Modulul lui E este:

E, = 2qgar .
2
41tt:0(r2 - i)
4/

Caz particular: Punctul P se aflad pe axa dipolului la o distan{a
mare de centrul acestuia: r>>a. In acest caz:

2qar 2q:. 2p
E, = FE 3 3
4ne,;r”  dne,r 4ner
in care p=qa este modulul vectorului moment al dipolului elactric. Deci:
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. 2p
I‘," —_ - - \
dne,v
Deci, E,, modulil veclorului camp electric al dipolului, este direct

proportional cu marimea momentului dipolului p si invers proporiional cu
cubul distantei r.
b) Punctul P e«te situat pe nommala ce trece prin centrul dipolului.

Vectorii camp electric i,.i’ si L nu sunt coliniari, iar vectorul
camp rezultant l::n esle egal cu suma vectorialad a vectorului camp E* si
E:E =E, +E_.

Deoarece r,=r. re-lla ca |l|:|f3| si, deci, Iﬁvl este egal cu
lungimea diagonalei rombului ale carui laturi sunt egale cu IE,' si |E|

Prin ridicarea la patrat a relatiei EP = ﬁ, s E rezulta:

El = El + B + 2L, - = 21 + 2E -cos2a = 2E(1 + cos2a) = 4E? - cos’

- I+ cos2a
unde s-a utilizat formula: cosa = s (v. anexa).

Rezultd: £ =2[, -cosa = 2——q——,- cosa .
P dne,r

n- s

L, -—P . unde p=aq reprazint

Deoarece cosa=al/(2r,) rezulta:

j .
4ne,r,

modulul momentului de dipo! electric.
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In plus, se observa ca EPLF (a+x=n/2). Sensul Iui fip esle de la
sarcina +q catre sarcina -q.

Caz particular: Punctul P este foarte indepartat de dipol (r >>a).
Rezulta ca: r, = r ~ r i deci:

p
E =—P |
P 4ne,r

¢) Punctul P este arbitrar si indepartat de dipol (r >>a).
Descompunem momentul de dipol p in doud componente: p, paralel
cu T §i p, perpendicular pe 7. Din figura rezulta: p, = p cos0, p, = p sinf.

Fig.1.10

Punctul P se afla in prelungirea axei dipolului p, avand campul dat de

2p,

formula E, =
' 4nme,r

+ §i pe normala la axa dipolului p,, avand cdmpul

2p, _ 1 2pcos6

dat de formula E, =—P2 _ Decii E =—PL_= A
P dne,r 4ng,r’ 4dme,
p, __1 -pS',no si deoarece: E,LE, rezultd c

E, = T =
4ne,r’ 4me, v

E, =E +E] = 41: 5 4cos’0 +sin’0 . Prin urmare,
0
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I, =_B-—‘ 3.cos’041
dne, v

reprezinta modulul cAmpului rezullant intr-un punct oarecare indepartat
de dipol. Din formulele incadrate rezulla urmatoarea concluzie:

Intensitatea vectorului camp electric generat de dipolul
electric, intr-un punct indepdrtat de dipol, este direct proportionald
cu modulul p al momentului dipolului, invers proporfionald cu
puterea a treia a distanfei r de la centrul dipolului la punctul in care
se calculeazd campul si depinde de unghiul 0 format de axa
dipolului cu direcfia vectorului de pozifier.

Fard a demonstra putem preciza ca in urma dezvoltani multipolare
(iIn momente de unipol, dipol, si quadripol) a polenlialului electrostatic creat
de o distribulie oarecare de sarcini electrice in spaliu se deduce potentialul
unui dipol electric, p, intr-un punct al carui vector de poziie este t:

P
¢o(r)y=-—-—.
P(r) 4ne 1’
Pentru a deduce de aici expresia vectoriald a campului electric
generat de un dipol electric se ulilizeaza relafia dintre campul si

potentialut electric:
[ = —6(p
Deoarece gradientul este un operalor de derivare, rezulta:

ne,r dre [ r

Cum pentru o dislribulie dala, momentul de dipol electric este un vector
constant, rezulita:

v(i-p)=p s folosind

~(1 o1 T
V| === = [¢ =-3—,
)l ke

rezultd expresia sub forma vecloriala pentru campu! electrostatic creat
de un dipol electric intr-un punct din spaliu ce are vectorul de pozilie t:

B = 1 '[3(r~p)-r__p_J

5 3
4ne,

T - r
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Daca un dipol electric format din doua sarcini +q si -q aflate
la distania d una de alta se gasesle intr-un camp electric uniform,
asupra celor doua sarcini vor acliona doua forte egale si de sens
contrar, paralele cu direclia campului. Datoritad acestor forie,
asupra dipolului va actiona un cuplu de rotatie:

N=axF=aqu=ﬁxﬁ.
Cand dipolul este orientat de-a lungul liniillor cAmpului electric, deci
cand vectorii p si E au acelasi sens, cuplul de rotatie se anuleazi.

1.8.5. Reprezentarea vectorului camp electric prin linil
de camp.

Cand am definit vectorul cAmp electric E al unei sarcini

punctiforme +Q am constatat ca intr-un punct M arbitrar din spafiu situat
la distanta r fafa de sarcina Q, acesta are expresia:

E= L % Fi.
4ne, 1

Deci fiecarui punct aflat in campul electric generat de sarcina | se poate

ataga un vector E . Prin urmare, campul electric este un camp vectorial.

Definifia liniei de camp electric: Se numesgte linie de camp
electric orice curba din spafiul cu cdmp, care are ca tangenta In fiecare

punct un vector cAmp electric L. .

. Fig.1.11

Proprietate a liniei de cdmp: Prin orice punct al spatiului trece 0
linie de cdmp gi numai una (liniile de camp electric nu se po! intersecta).
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Consecintd: Aceastad proprietate antreneaza faptul ci fiecarui
punci din spatiu cu camp electric i se poate atasa un vector camp
electric E si numai unul.

Demonstratia proprietdtii: Prin reducere la absurd, se presupune
ca exists un punct P céruia i se pot atasa doi vectori, E, si E, (v. fig.1.11.b).
Daca acest lucru ar fi pOSIbl' inseamna c& prin punctul P se pot duce dou3
linii de camp, astfel incat E si E s4 fie tangenli In P la acestea. insa acest
lucru este absurd, deoarece contraznce proprietatea a doua linii de camp de
a nu se putea intersecta intr-un punct.

A Ex=2N/C
Fig.1.12

Conventia cu privire la trasarea liniilor de camp electric: Liniile
de cdmp electric se traseazd astfel Incat in orice regiune din spafiu numdrul
liniilor de camp ce strabat o suprafald normald la linii egald cu unitatea (1n7’),
sd fie egald cu modulul vectorului cdmp electric In regiunea respectiva.
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Spectrul linillor de camp electric (v. fig.1.13) este descris in
continuare:

a) Sarcina electrica punctiforma pozitiva: linille de cAmp pornesc
radial din punctul unde se afld sarcina si continud pana la infinii.
Vectorul cAmp electric ii fiind tangent la linie, in acest caz suportul sau
coincide cu linia. Sensul lui E este de la sarcina pozitiva spre infinit.

b) Sarcina electricd punctiforma negativa: liniile de cAmp pornesc
radial de la infinit si converg in punctul unde se afia sarcina negativa.
Suportul vectorului cémp.electric E , fiind tangent ia linie, coincide cu

linia de cAmp. Sensul lui E este de la infinit spre sarcina negativa.

c) Dipolul electric: linile campului electric incep pe sarcina
pozitiva si se termina pe sarcina negativa.

d) Condensatorul plan Incarcat. liniile campului electric sunt
segmente paralele si echidistante (camp omogen), care pornesc de la
armatura incarcata pozitiv spre armatura incarcata negativ.

1.9. Fluxul campului electric.

Definitia fluxului electric: Numarul liniilor de camp electric care
traverseazd o suprafafd S arbitrard asezata perpendicular pe liniile de
camp se numesgte flux al cAmpului electric prin suprafata S. Fluxul electric
este o marime scalara.

a) Fluxul cAmpului electric omogen (E=constanl) printr-o supra-
fatd S normala la linii.

Fig.1.14

Deoarece |E| reprezintd numarul de linii de cAmp ce strdbat «
unitate de suprafatd apartinand lui S si deoarece liniile ce camp sunt
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paralele si echidistante (cAmp omogen), atunci numarul total de linii care
strabat suprafafa S este: &, =LE-S.

Unitatea de masura in S.I. pentru fluxul electric este
[P]s:=[Els) [Sls;=Nm?/C.

b) Campul electric omogen, iar vectorul E face un unghi 8 cu
versorul n al normalei la suprafata S.

Cazul se reduce la cel precedent daca se observa ca prin S',
reprezentand proiectia suprafefei S pe planul perpendicular la liniile de
camp, trece acelasi numar de linii de cAmp ca si prin S. Cu alte cuvinte:

(D: = (Di .

In virtutea cazului (a) ®F =E-S'. Din figura rezulti c&: S’ = ac =
=ab cos® = S cosO (unde s-a presupus ca suprafefele S gi S’ sunt
dreptunghice).

Deci: ®¢ = ES cos0. Deoarece suprafata S are atasat versorul i
devine suprafaja orientata si deci: S=S-i.

Deoarece E~§—|EI-|§|-cosO—E-S-cose putem scrie In final
expresia fluxului campului electric prin suprafala S ca fiind produsul
scalar aintre vectorii camp electric B si suprafata orientata S:

@&, =E-S-cos=E-S

Observatie: Daca 0 = n/2 (S este paraleld cu linile campului
electric), atunci fluxul electric ¢ = ES cos(an) = 0 (nici o linie de camp
nu traverseaza suprafata S).
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c) Camp eleclric neomogen traversand o suprafala care nu
este plana, S.

i 5
A 7
dS; js /
,a_,”/j
‘ S
a ’
Fig.1.16

Fie un element de suprafata infinitezimal orientat ds apartinand

suprafefei S, care are proprietatea ca vectorul camp electric I prin
orice punct al acesteia este constant (camp eleclric omogen) si face un
unghi 0 cu versorul normalei n atasata acestei suprafefe.

Fluxul elementar dd, corespunzator acestei suprafete
elementare ds se calculeaza dupa relatia de la cazul (b):

dd, =E-d§ = [-ii-ds = E-ds - cos0
Integrand aceasta relatie pe intreaga suprafata data, S, rezuita fluxu!
total prin aceasta:

D, = ”(I(I),_ = J’J‘f},-(lﬁ —”E~(|s~coqﬂJ,
S S o 5

Observatie: Versorul n se duce la suprafata ds astfel incat,
alegand un sens conventional de parcurgere a acesteia, acesta sa aiba
ca sens acela dat de regula burghiului.

d) Fluxul campului electric neomogen printr-o suprafata inchisa.
Formula dedusa la punctul (c) se poate aplica si in acesl caz particular
cu urmatoarele precizari:

1) normala la suprafala inchisa S se duce intoldeauna in
exteriorul acesteia;

2) fluxul printr-o suprafatd inchisd se marcheazd cu un
cercule| aplicat la simbolul pentru integrala. Prin unimare:

b, = t”[ s = 4“[3 -ds - cos)
A

S
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Teorema adundni fluxuiilor electrice: Fluxul printr-o suprafafd
oarecare S datorat mai multor veclori camp electric. I, E, , ..., E . este

egal cu suma algebrica a fluxurilor datorate acestor vectori cdmp electric.

MDD, b+ D= Z(pi _

i=1
Demonstratie: Conform principiului suprapunerii vectorilor cAmp
electric putem scrie: E=L +E,+. . .+E_= Zfii . Utilizand formula
i=]

tncadrala de la punctul (c), rezultd urmatoarele:

@, = [[Eds=] Zl)(lq=Z”L A=Y, =D +D, 4. 4D,
[y S \ 1=l ] i=1

=l g

DO, =0, +D, +..+D . (g.e.d)

1.10. Legea (teorema) lui Gauss pentru electrostatica

1.10.1. Cazul suprafefei sferice.
Forma matematica a legii lui Gauss

Fie o suprafald inchisa S de forma sferica, de raza r, avand in
centru o sarcina punctiforma pozitiva +q.

Modulul vectorului camp electric al sarcinii +q calculat intr-un

punct arbitrar M al suprafelei S de raza r este constant si are valoarea:
1 q

- . 1 -
Ezz_‘“z‘- Veclorul camp eleclric este: [:=~—-12-n, in care
ne, r

4ne, r

. T
n=-

este versorul veclorului £, coliniar cu vectorul t si deci paralel cu
r

vectorul si perpendicular in orice punct la suprafafa sferica (v. fig.1.17).

i N
/'h; Ii l B (S)
K Uhig [>
Fig.1.17
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Sa calculadm acum fluxul total &, prin s;upra[alu inchisa S:

ffiass L ffiase 0 s 0

() (S) ol (S) 0 Sy

o g lm q

(]) L= = = - e
S PO
ne,r Hf.nl £y

( am utitizat: i ii=| | | i | cos0™=111=1si S,,,=4rr). In concluzie:

reprezinla expresia inatematicd a /egl/ lui Gauss pentru electrostatica.

1.10.2. Enunturile legii lui Gauss.
Cazul unei suprafefe oarecare

a) Fluxul vectorului camp electric [ al unei sarcini puncliforme
+q, care se afla in interiorul unei supralete inchise S', de forma
oarecare, prin suprafala respecliva, esle egal cu fluxul prin suprafala
sferica S centrala pe sarcina (v. lig.1.18).

Intr-adevar, se vede ci numaru! folal de linii de camp emise de
sarcina, care lraverseaza suprafala sferica S eslte egal cu numarul
linillor de camp ce strabat suprafaja data S’ de forma oarecare. Deci, se
pot da urmaloarele enunjuri ale legii lui Gauss:

Fluxul vectorului camp electric 1\ al unei sarcini electrice q pozitive
punctiforme agezata in vid si in interiorul uinei suprafefe oarecare
inchis3 este egal cu raporiul dintre sarcina q gi pennitivitatea vidului.
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 Numarul liniilor de camp electric emise de sarcina +q plasatd in
interiorul unei suprafefei inchise este egal cu raportul q£,,.

Observatie: Suprafafa inchisa S' se numeste gaussiana.

Caz particular: Daca sarcina +q =1C, atunci numarul liniilor
de camp emise de aceasta sarcina si care traverseaza suprafata S'
inchisa este 1/g,.

b) O sarcina negativa "-q" situata in interiorul unei suprafele
inchise S', nu emite, ci capteaza de la infinit (g/¢,) linii de camp, lucru
care se scrie astfel: & = -q/,.

Fluxul unei sarcini pozitive +q, aflatd in interiorul lui S', este
pozitiv & = +q/g,, iar fluxul unei sarcini negative -q, aflata in interiorul lui
S', este negativ @ = -gle,.

c) Daca in interiorul suprafetei S' se afla un sistem de n sarcini
punctiforme pozitive si negalive, de sarcind netd egala cu suma

n
algebrica a celor n sarcini, Q-:qu. , atunci legea lui Gauss devine:

o :

&, =— . Daca suma algebrica este nula. Q=0, atunci, evident, &= 0.
80

Deci, se poate formula legea lui Gauss sub forma urmatoare:

Fluxul vectorului camp electric E printr-o suprafata inchisad
este egal cu sarcina netd din inte riorul suprafefei raportats la
valoarea constantd a permitivitafii dielectrice a vidului, €.

d) Dacéa sarcinile electrice sunt in exterioru! suprafefei inchise S',
fluxul vectorului camp electric al fiecarei sarcini in parte (pozitivd sau
negativa) este nul. Demonstralia esle indicata pe cale grafica in figura 1.19.
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Pentru aceasta consideram o suprafatd S Inchisa arbitrara si, de
exemplu, doua sarcini punctiforme, q, si -q,, una poziliva iar cealaltd
negativa, aflate in exteriorul suprafelei S. Deoarece, In acest caz, orice
linie de cAmp care intra in interiorul lui S, trebuie si iasa, rezulla ca
numarul total de linii generate de o sarcina si care traverseaza suprafafa
S intrand (numar prin conventie negativ) este egal si de semn contrar cu
numarul liniilor care traverseaza suprafafa S iesind din aceasta (numar
prin conventie pozitiv).

Deci suma algebrica a acestor doud numere (fluxul total al unei
sarcini exterioare lui S) este, evident, zero: &g = 0.

e) O altd demonstratie a legii lui Gauss pentru cazul in care
sarcina +q nu apartine domeniului delimitat de suprafata S, examinat la
punctul (d) este prezentata in continuare (v. fig.1.20.a).

Sp

+q

Fig.1.20

Sa aratam ca fluxul sarcinii +q prin suprafata S, este egal cu zero:

In acest scop vom considera o suprafald S, de forma arbitrara,
care delimiteaza un volum ce contine sarcina +q gi care comunica cu
volumul delimitat de suprafala S, printr-o regiune de volum neglijabil
delimitat de suprafaja S, (v. fig.1.20.b). Sa notam cu S suprafaja totala
obfinuta: S=S,US,US,; =S, US,, (S, se neglijeaza).

Deoarece sarcina +q se afld in interiorul suprafefei S, se
poate aplica legea lui Gauss de la subcapitolul 1.10.2.a. Prin urmare

se poate scrie:
G.ds= 4
(:UL ds = s

S [\]
Avand in vedere c4 S = S, U S,, integrala de mai sus se poate descom-
pune in aite doua:
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T s - q
‘ lz-(ls:—(jl:-(ls,-I J-dsg, =— .
I E
Aplicand din nou legea lui Gauss de la 1.10.2.a in cazul suprafetei S,, in
inleriorul céreia se afla sarcina +q. rezulta:

dfii-ag =2
S, E:n
Inlocuind acest rezultat in relalia precedents, se obline rezultatul ciutat:
§fi-dg =0,
sI

f) In continuare prezentdm o noud demonstratie a legii lui Gauss
pentru cazul sarcinii +q ce apariine volumului delimitat de suprafata S,
caz examinat la punctul a.

In acest scop vom introduce mai intai conceptul de element de
suprafala sferic (diferenfial) in coordonate sferice.

Fie coordonatele sfericer, 8, ¢ ( r € [0,); 8 € [O,n]; ¢ € [0,2r) ),
ale unui punct M arbitrar aflat pe o suprafala sfericd de raza data r (v.
fig.1.21.a). Se considera cresterile infinitezimale d0 si d¢ ale
coordonatelor sferice 0 si ¢. Cele doua meridiane si paralele definesc pe
suprafata sferei un element de suprafafa ds cu laturile egale cu ab si cd.
Pornind de la triunghiurile dreptunghice OaN, Oad si ONb segmentele
aN, ab si ad pot fi exprimate in coordonate sferice astfel: din triunghiul
dreptunghic OaN rezulta aN = r sinf. Unghiul cu varful in N fiind egal cu
do, din triunghiul aNb rezultd ca ab = aNd¢ = r sind do. Din triunghiul
Oda care are unghiul din O egal cu df rezulta: ad = rd6. Prin urmare,
elementul de suprafala in coordonate sferice ds = abad = r* sin@ dode.
Acest rezultat va fi utilizat in demonstrarea legii lui Gauss.

Demonstratia legii lui Gauss: Se considera o sarcina
punctiforma +q care se afla in interiorul unui volum arbitrar delimitat de
suprafaja inchisa S’ (v. fig.1.21.b). Fie elementul de suprafala orientat
d§'=ds"ii’, care aparjine ariei S'. Veclorul fi' este versorul suprafetei
ds' si este, prin definifie, perpendicular pe ds’. Consideram o suprafata
sferica S de raza r, care trece prin punctul A si este centratd pe sarcina
+q. Daca se unesc punctele A si B cu centrul sferei S, pe suprafaja
acesteia se pune in eviden{a elementul de suprafala orientat ds =ds-n,
versorul i fiind perpendicular pe suprafata ds si in acelasi timp coliniar

cu vectorul camp electric E, care are originea in punctul O. Prin
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- 1
pyrmare, L =E-n= . (»l;»-ii. Deoarece ds este proieclia ortogonala
ne,or
a lui ds’ pe suprafala sferlce'l S, se poate scrie ds=ds’ cos u. « reprezimta
unghiul dintre versorii i si ' si este egal cu unghiul BAC din triunghiul
dreplunghic curbiliniu BAC (unghiuri cu laturi perpendiculare).

z
A

E
a

o
v
~d

mbecemmacmcens YL

)
o

Fig.1.21

Fluxul cAmpului electric emis de sarcina +q prin suprafata S’ este
prin definijie dat de inlegrala'
ds

N oo ds'
¢5'=(ﬂE-ds 4ne_ (:”'" ds= 4ne (ﬂ b 41t8 rz'

In conformltate cu observa[ua matemalica fécuté anterior putem scrie In
coordonate sferice expresia lui ds:

ds =r? sin0 do0 de,
in care coordonatele sferice 0 si ¢ sunt definite in intervalele urméatoare:
0¢€[0,n), 9€[0,2n]. Prin urmare, dupa simpliﬁcarea cu /2, fluxu! ®, devine:

IsmO do jd(p —4—-2-21!: .
ne €,

00 o

O =

sin0-d0-dop =
S ne
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In concluzie, rezulta expresia matematica a legil lui Gauss:
g

(DS' = —
€

o

Corolar: Dacda in interiorul suprafefei Inchise se afli n sarcini
electrice, q,, q,, ..., g, avdnd In vedere c3 fluxul cdmpului electri: este o
“marime aditiva, atunci fluxul total ®,. creat de cele n sarcini va fi:

1 1<
Dy = Dy (q) + Do (q,)+.+Ds(q,) = E—(ql +Q,+..4q,) = B—ZQ. :

<] o i=I

Concluzie: Fluxul campului electric printr-o suprafat3 inchisa nu
trebuie sa depinda de dimensiunile si forma ei. Aceasta se explica prin
faptul ca intensitatea campului electric este invers proportionald cu
patratul distaniei.

Legea lui Gauss este o lege fundamentald a interactiunilor
electrostatice echivalenta cu legea lui Coulomb. Cele doua legi nu sunt
independente, ci reprezinta una si aceeasi lege exprimatd in moduri
diferite. Existd o diferenfd, neesenliald aici, dar importanta la studiul
campurilor sarcinilor in miscare. Legea lui Gauss este valabild pentru o
clasa mai larga de campuri decat cel electrostatic. In particular, un cAmp
fara simetrie sferica, poate satisface legea lui Gauss. Deci aceasta lege
nu implica simetria sfericd a cadmpului unei surse punctiforme care in
legea lui Coulomb era evidenta.

Aceasta lege a lui Gauss releva legatura dintre cdmp si sursele
sale, in mod opus legii lui Coulomb. Daca sunt date sarcinile, legea lui
Coulomb indicad cum sa se determine campul intr-o regiune precizata,
insa cu legea lui Gauss se poate determina sarcina daca se cunoaste
campul. In plus, legea lui Gauss reprezintd un instrument analitic util in
rezolvarea problemelor mai complicate.

1.10.3. Legea Iui Gauss sub form3 integrald gl
diferenfiali pentru distribufii discrete gl
continue de sarcini

a) Cazul distribufiilor discrete de sarcina aflate in interiorul unei
suprafele inchise S.
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Fluxul vectorului camp electric E, printr-o suprafald S oarecare
inchis3, are expresia:
®, = f{i-ds.

)
In virtutea teoremei lui Gauss, fluxul de are pentru cazul unui sistem de
n sarcini discrete q,, q,,..., q,. expresia urmatoare:

1< c e ffe - 1S 1
D, = g=—z:qi si deci cHE-ds =—Zq,. =— Iﬂpdt.
eo Ep =l S 80 i=1 eo 1,
(forma integral3 a legii lui Gauss)
Daca utilizdm teorema Gauss-Ostrogradski:

c_ﬁfz-d§= IH(VE)-dt

pe care o combindm cu relafia anterioara, in final, se va obtine:
6 . E = ﬂ
€

(forma diferentiald a leqgii lui Gauss).

b) Cazul distributiilor continue de sarcina aflate In interiorul unei
suprafete Inchise S.

Sarcina netd Q din interiorul suprafetei gaussiene poate fi distribuita
continuu cu o densitate liniara A, superficiald o, sau volumica p:

y 2=9 5.9 . 9Q

dl ds dt

Prin umare: dQ = Adl, dQ = ods si dQ = pdt. Prin integrare rezulta
urmatoarele expresii pentru sarcina totala liniard Q, superficiald Qg $i

volumica Q,:
' Q = [Adl, Q= [fods si Q= [ffpdr.

m (s) 0
In acest caz, legea lui Gauss se scrie sub formd integrald:

§{E-ds =1 [nail, |¢{E-ds = [fods]| ﬁé-dheimpdr

) €o (i) (s) €0 (s) S 0 (v

si sub formd diferentiald (urmand acelasi rationament ca la punctul a)
pentru cazul distributiei volumice de sarcina electricé:

V.E=P|
EO
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1.11. Energia potentiald a sarcinii q, in cAmpul sarcinii Q

1.11.1. Lucrul produs de o forfa coulombiand asupra
unei sarcini de proba punctuale

a) Lucrul elementar.
Fie o sarcind de proba q,, care se deplaseazi pe o traiectorie

oarecare intr-un carap eiectrostatic B produs de o sarcind electrici

punctiforma Q, intre punctele A si B, sub actiunea for{ei coulombiene F
(v. fig.1.22).

Fig.1.22

—

Fie E vectorul camp electric in punctul M, E= —Ii si fie vectorul
q,

-

deplasare elemenlara (infinit de mic) dl = MM’ a sarcinii Qo-
Observafie: d1 este notat adesea cu di . Daca T =xi + y_j +2k
este veclorul de pozilie al punclului M, de coordonate x, y, z, in care se
aflA sarcina q, atunci dr= dl este diferenfiala acestui vector,
di=di=dx-i+dy-j+dz-k.
Lucrul elementar dW corespunzitor acestei deplasari
elementare este, prin definifie, expresia: dW = Fdl = qol—i-df

b) Lucrul finit, total sau integral, efectuat de forta F la
deplasarea sarcinii q, de la A la B are expresia:

n B
W= Ajdw :anE-dT
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Integrala curbilinie (integrala de linie) notatd cu C = Iﬁ-di
AR

reprezintii circulatia vectorului cAmp electric E de-a lungul arcului de

curbd A:B Deci, W, =q,C .. . Prin umare: '

AB AB

Prin deplasarea unel sarcinl punctiforme de-a lunqul unel
tralectorii situats intr-un cdmp electric se produce un lucru egal cu
produsul dintre sarcina electric3 $l circulatia vectorulul cdmp
electric de-a lungul acelei tralectorii.

1.11.2. Conservativitatea fortei de tip coulombian.

Definitie: O forfd F este conservativd dacd existd o funcfie
scalard U(x,y,z), care nu depinde explicit de timp, denumitd funcfie de

forld astfel fncat.
F.=gg‘- F = aU Fl=a_U QH_O
ox Y ay oz Ot

In cazul nostru, F,, F,. F. sunt componentele scalare ale foriei
coulombiene:

T 1 Qqu T 1 Q]o 1 Qlo 1 Qlo
2 n =X F =03y, E="—-3"2.
4ne, ' r 4ne, r 4ne, r 4ne, r

Cu alte cuvinte (se mai spune ca forfa F deriva din functia U),

ou- ouU- Jdu-
F=VU WV, 2)=— 1 +— + =2k = gradU|,
(x,y,2) ax' ayJ % gr

Teoremd: Forja de interacfie electrostaticd de tip coulombian,
este o forfd conservativa.

Demonstratie: Deoarece F = Fj +F ] + FZE , T=xi+ yj+zk si

H X y Z _qu
=\/x2+y2+zz. atunci F, =k, F, =k, Flzk;?' k_4_n_8:.
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Forfa F este, conform definiliei, conservativi daca exista functia
0

U=U(x.y.z) astfel incat: 2O — k>, U _y X oV _y a5
ox r dy oz r

Inmultind cele trei egalititi cu dx, dy, dz si adunandu-le, rezuita:

ﬂdx+a—Udy+a—Udz =k xdx+y(iy+ 2dz .
ox oy 0z r

Tindnd cont ca membrul stang reprezintd prin definitie
diferentiala totala, dU, a funcliei U(x,y,z) si cd numaratorul din membrul
drept se poate scrie sub forma:

xdx + ydy+zdz=%d(x2 +y’? +z’)=%d(r")=%2r-dr=r-dr.

dr
r k=;2—

r-dr -k . Prin integrare rezulta:

U= de:kj%:-%Jrc

rezulta: dU =

deci, U(r) =-X +C, sau U(r)=-——-2% , C . unde C reprezinti o
r 4ne,

constanta arbitrara de integrare.
Prin urmare forla coulombiand, F , este conservativa.

Proprietdfile Ilucrului efectuat de forfa conservativd
coulombiand:

a) Lucrul elementar dW al foriei coulombiene este egal cu
diferentiala totala exacta a funcliei de forfa U, dU, din care deriva for{a

coulombiani F.
Demonstratie: Lucrul elementar este dW = F-dl unde:

oUu- oU- dU -

F=2274 854055k si dl =dx-i+dy- j +dz-k, dar
F== (.)yJ Pl y-J
dW=l"‘~di=2g-dx+ﬂ)—-dy+§-dz=dU;
ox oy 0z

dw=du.

b) Lucrul efectuat de forfa coulombiand F de-a lungul unci curbe,
intre doud puncte arbilrare apartinind acesteia, nu depinde de forma
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curbei, ci numai de coordonatele pundctclor arbitrare Glese pe curbd.
Lucrul, in acest caz, este o funcfie de staie.

Demonstratie: Pornim de |4 expresia lucrului  elementar:
dW=dU. Integrand aceasta egalitate inire punctele arbitrare A si B ale
curbei obtinem (v fig.1.22):

B
W = JdW = dU =UR=UB) - UA) = Ux,, 75,75}~ U(x 0¥ 2,24 -

AB A

Notand variatia functiei U, AU = U(B) - U(A), rezulta:
W_ =AU =_Qq_'v(.‘___l_)_

AB 4, Ty Ty

Prin urmare, lucrul forfei coulombiene F nu depinde de forma curbei
care trece prin punctele A si B arbitrare, ci numai de coordonatele lor.

c) Lucrul fortei coulombiene calculat pe o curbd Inchisd este
egal cu zero.

Demonstrafie: Deoarece pentru o curba deschisd (A+B) se

poate scrie W_ =U(B)-U(A) rezuiid ca in cazul unei curbe inchise
AB

(A=B) se poate scrie W _, =U(B)-U(A)=0. Deoarece W = '[I:“-di
AB AR 7
AB

reprezinti circulatia vectorului forfd dr-: lungui curbei AB, Tn cazul In
care curba este inchisa rezulta: tj F-di =0, unde semnul 4 reprezinta

integrala curbilinie pe o curba Inchisa.

1.11.3. Energia potentiald a unci sarcini aflatd sub actiunea
unei forte de tip cousmbiain. Energia potenfiald de
Interactie dintre dovu:i <arcir: efectrice

Definifie: Energia potentiald & = ircinii q, aflatd la distanfa r de
sarcina punctiformd Q este o marime = :>iard ¢.ire se noteazd cu E,(r) si
este egald cu functia de fortd U(r) luats ::: semn schimbat din care deriva
forfa de tip coulombian F :

E,(0=-U(m)=—- 2.

ne, 1
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Observatie: Conslanla arbitrard de integrare C poate fi
determinatd daca se admile valahild din punct de vedere fizic
urmaloarea condilie. pentrier > oo, E () = 0. Resulta, deci, C = 0,

In general, energia potentiald de interacliune dintre doua sarcini
in vid Q,, Q, puncliforme se scrie sub forma:

+ 99

4ne,r,,

I (r,) =

unde r,, este distanta dintre sarcinile punctiforme Q, si Q,.
Daca sarcinile Q, si Q, au acelagsi semn E, este pozitiva, iar in
caz contrar aceasta este negativa.

\ . Qle >0 (respingere)
\ D

y

“ - \-82 >
T 12
/’ 2
/ Q102<0 (atracfie)
Fig 1.23

Reprezentarea graficA a dependenlei energiei poteniiale de
interacfiune a doua sarcini in funclie de distanla dinlre ele este dala in
figura 1.23. Cele doua curbe reprezinta hiperbole echilatere.

Curba (1) corespunde cazului Q,Q, > 0 (sarcinile au aceleasi
semn). Curba (2) corespunde cazului Q,Q, < 0 (sarcinile sunt semn
conlrar). Din analiza curbelor (1) si (2) din figura rezultd ca energia
potentiala E; de interacliune reciproca dintre dond sarcini puncliforme
Q,, Q, nu are extreme (minime) cea ce inseamnad ca sistemul celor
douad sarcini nu se poate gasi in echilibru stabil pentru nici o valoare a
distantei r,, dintre ele.

Cu alte cuvinte, sarcinile cu acelasi semn se vor respinge pana
la infinit, iar sarcinile de semne contrare se vor atrage pana ajung la
contact, neutralizandu-se reciproc. Daca sarcinile nu sunt egale in
valoare absoluta, neutralizarea se produce pariial.
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Proprietatea de aditivitate a energiei potenfiale de interacfie
electrostaticd: Energia poltentiald de interacfie a unui sistem de mai
multe sarcini punctiforme este egali cu suma energiilor potentiale a
interactiunii reciproce dintre toate perechile de sarcini.

a) Cazul sistemului format din 3 sarcini electrice punctiforme
Q, Q,, Qq: .
E, = E,(1.2) + E,(1,3) + E,(2,3),
. QQ . QQ ., QQ,
P odneyr, A4ner, dneggr,
b) Energia de interaclie electrostaticd a unui sistem de n sarcini
electrice punctiforme.
Considerdm mai Intai interactiunea dintre sarcina q; oarecare a
sistemului cu toate celelalte sarcini:

Eg)= (94 + 39, 99 |_ 1 < qiqj-
4ne,\ T, I, r; 4ne, 5 T,

in ij

)=t

La insumare se exclude indicele j=i deoarece sarcina i nu poate
interactiona cu ea Insasi.

Energia potentiala totald E, a sistemului se obtine {indnd cont de
faptul ca pentru fiecare sarcina din sistemul celor n sarcini putem scrie
cate o expresie similara ca pentru sarcina q;. Cu alte cuvinte:

n, pQ i ~(n O i 1 944
E, =E{ +E 4.+ EQ 4.4 B = Y EP =120,
i=1 o ij=l 1j
i<j

Pentru a nu include in suma de doua ori energia unei perechi de
sarcini, odata cu energia interactiunii sarcinii i cu sarcina j si a doua oara
cu energia de interactiune dintre sarcina j cu sarcina i, la Tnsumare ludm
numai termenii cu i<;j.

1.12. Potentialul cAmpului electrostatic

1.12.1. Potentialul cAmpulul sarcinfi punctiforme

Definitie: Potentialul cdmpului electric al unei sarcini
punctiforme Q Intr-un punct arbitrar al campulli electrostatic
reprezintd raportul dintre energia potentiald a unei sarcini punctiforme
g, in acel punct gi sarcina respectiva.

54

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Electrostatica

Uzual, se noleaza cu litera V sau cu litera greceasca (.

Potentialul este o marime fizica scalara care este functie numai
de punctul in care este definit. Campul electrostatic poate fi caracterizat
alat de potentialul V cat si de vectorul camp electric k.

Cantitaliv, conceptul de potential se introduce astfel. Fie o
sarcind Q puncliforma, care creeazd in jurul sdu un camp electric
caracterizat in fiecare punct de vectorul cdmp electric E. Fie o sarcina
libera punctiforma q, aflata in campul electroslatic [: la distanta r de
sarcina Q intr-un punct M al acesluia. Energia potenliald de interaclie

electrostatica dintre cele doua sarcini este:

1
Ep(r) - __9&
drg, ot
Conform definiliei conceptului de potential V acesla are expresia:

E,(r) [
V(r) = ~1———— = —— 9— .
q, dne, T
unde V(r) reprezinla potentialul campului sarcinii electrice punctiforme Q
intr-un punct situat la distanla r de sarcina.

1.12.2. Diferenfa de potential dintre doua puncte.
Tensiunea electrica U,

Fie E" si I energiile polenfiale ale sarcinii puncliforme q,

libere in punclele A, respectiv B aflate in campul electrostatic al sarcinii
punctiforme Q generatoare de camp.

A do
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Sa calculdm marimea fizica E)-E’=scadarea energiel
potentiale a sarcinii intre cele doua puncte, A si B. S3 evaludm pentru

aceasta E(A) si E,(B): EP(A)=L%, E (B)=_1_Qh'
dne_ t P 4ne, T,

] A [}

Prin urmare: E (A)-E (B)= %(—l— - i) =W, . Imparind
dng \r, 1, AB

aceasta relafle cu q, rezulta:

W, Q1 1
A== f---—[|=VA)-VB)=U,,.
qo 47‘80 rA rB

Definitle: Mdrimea urmatoare

W
Usp =—22= V(A)-V(B) = —Q‘(L 'l]
9, dne,\1, Ty

poartd denumirea de diferenta de potentfial electric scalar dintre punctela
A si B sau tensiunea electrica dintre cele doud puncte si reprezinta, deci,
catul dintre lucrul efectuat de camp pentru a deplasa sarcina q, Intre
doud puncte A si B gi sarcina q,.

1.12.3. Lucrul efectuat de forta campululi electric pentru
deplasarea sarcinif q,

Lucrul efectuat de forta caAmpului electric pentru derlasarea
sarcinii q, din punctul A In punctul B exprimat In funclie de diferenta
de potenial intre cele doud puncte A si B rezultd din subcapitolul
anterior (1.12.2.):

w. =q[v(a)-v®)] ¢
AB

Concluzie: Lucrul efectuat de forfa electricd la deplasarea
sarcinii q, din punctul cu potentialui V(A) pan3 ir punctul cu
potentialul V(B) este egal cu produsul dintre sarcina q, si diferen{a
de potential V(A)-V(B).
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1.12.4. Unijtatea de masurd in S.l. pentru diferenfa de
potential

Unitatea de masura in S.I. pentru diferenta de potential electric
=calar se numeste volt (V). Pentru a gasi definitia voltului utilizdm relalia:
W,
U,s = V(A)- V(B) =48

o

Deci <Upg>g, = <Wps>4,/<q,>s, sau 1Volt = 1J/1C.
Diferenfa de potenfial electric scalar dintre doud puncte din cAdmp este de
1 volt dacd la deplasarea sarcinii egald cu 1C intre cele doud puncte se
efectueaza un lucru mecanic egal cu 1J.

1.12.5. Potentialul absolut al unui punct din camp

Porninm de la relatia lucrului intre doud puncte A, B (*) si de la
B

expresia W _ =q, J-E-d‘l‘ rezulta ca diferenfa de potential
AB

B
U, =V(A)-V(B)= Iﬁ-dl poate fi calculatda (cunoscutd) dacd se
A

cunoaste campul T, dar nu se pot calcula (cunoaste) valorile V(A) si
V(B) ale poteniialului in cele doua puncte A si B.

Pentru a calcula valoarea potentialului V(B), de exemplu, trebuie
fuat potentialul celuilalt punct V(A) ca potenfial de referin{d cunoscut.
Putem, deci, scrie:

V(B)=-IE’-dT+V(A).

Prin conve.ntie se considerd ca punctul de referin{a A se afla la
infinit gi are un potential egal cu zero: V,(«)=0. Prin urmare:

B n
V(B) =, IE"” :‘JF'dTE-Wn sig, = 1C.

«.,B

Deci, potentialul absolut al unui punct este egal cu lucrul efectuat de
forfa cAmpului pentru a aduce sarcina pozitivd, egala cu unitatea q, =
=1C de la infinit pana la punctul dat al campului, luat cu semn schimbat.
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1.12.6. Relafia dintre vectorul camp electric . g
potentialul electric scalar V

Pornind de la formula diferen|ei de poteniial electric scalar U,y
R
dintre doua puncte AsiB: U,, = V(A)-V(B) = IE-dT.
A
Tinand cont de faptul ca:
B n R - B B . -
- fav =-V[R=v(A)-v(B) = i -dl = [dV=-[E-dI =
A A A A

dv = -[ -di.
Fie E,, E,, E, sl dx, dy,dz, componentele scalare ale vectorilor
camp electric E si deplasare elementard dlintr-un sistem de axe
rectangulare de coordonate carteziene. Deci:

E= E, |+Ey _]+L k, dl =dx- |+dy _|+d/k

Relafia dV = -E -d devine dV = -(L,dx +E,dy +E,dz).

Deoarece potentialul V este funclie de punct, deci de coordonatele
X, Y, Z, §i dV reprezintd diferenfiala total’i exactd a functiel V(x,y,z).
ov av
dV(x,y,z) = —dx+-—-dy+ g\idz =dV
ox y 0z
prin Inlocuirea acesteia In cea de dina.nle rezulta relatiile:

;
E =_8_V'“ :__’__Y'r; __

= - -k = pradV(x,y, 2) = =V V(X, Y.
Fe P J = pradV(x,y,z) (x,y.7)
in care simbolul V (nabla) reprezint:t oy:eratorul vectorial gradient (sau
- oo T .
operatorul lui Hamilton): V = S j +-—a—-k. De obicei acest
" oy oz

operator apare in diverse carli fara siageatd: V.

Relatia care exprimd legitur a1 dintre vectorul camp electric E
s/ marimea scalard, functia potentizl electric scalar V(x,y,z), este:

| E:—gradV(x,y.z)‘—‘“6\/(7(.)’.7')
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Relalia arald ca veclorul camp electric [P derivd dintr-un

potential V(x,y,7). cu alle cuvinte 15 esle un «Amp (vector) conservativ.
Semnul minus arald ¢d o sarcind poziliva se deplaseaza in sensul

descresterii cAmputii elecliic I-. Pentru ca sarcina sa se depiaseze In sens
contrar lui L, este necesar sa se chelluiasca lucru mecanic.

1.12.7. Expresiile vectorului camp electric E §i a
potentialului V in cazul unor distributii de sarcini

a) Expresiile vectorului camp electric E.
¢ Cazul distribuliei discrete de sarcini.
Fie q,, 9, G3, ..., g, Un sislem de n sarcini discrete 3i M un punct

arbitrar in spaliu. Fie l,l,E l" vectorii camp electric corespunzatori

creali de cele n sarcini punchforme in punctul M.
Conform principiului superpozifiei, veclorul camp electric totai

(rezultant) E reprezinta suma vectoriald a vectorilor E,,Ez,...,fin. Deci:
=L +E,+.4E, =Y E.

(Principiul superpozifiei pentru campul electric in cazul unei distribufii
discrele de sarcini).
¢ Cazul distribufjiei conlinue de sarcini: liniard, superficiaid gi
volumica.
Daca sarcinile sunt dislribuite conlinuu pe o curbd C, o suprafaid S
sau un volum t cu densildlile liniard, superficiala si volumica A, o, p atunci
sarcinile elemenlare corespunzaloare Adl, ods, pdt vor genera intr-un punct

dat M aflat la dislan|a r, vecloni camp eleclric elemenlar dE corespunzatoni:

i = ! }‘_(jlf d ! .0_(;35.;. di = ! .pd:.f
4ne, r dne, r 4ne, 1

it

Vectorii camp electric E in punctul dat M generali de sarcinile
totale de pe curba C, suprafala S si volumul 1 se oblin prin integrare:

- 1 Y1) ods - 1 pdrt
= —T1, E= = —-r
dne, (:( r dne, ” dne, I;” r’
(Principiul superpozifiei campur/lor electrice pentru distribufii
continue de sarcini).
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b) Expresiile potentialului electric scalar.
¢+ Cazul distributiei discrete de sarcini.

Fie a,, q, ..., Q.. n sarcini punctiforme aflate in punclele P, P,
...P,. dintr-o regiune finita a spatiului. Potenfialul intr-un punct oarecare
M. fala de care sarcinile se afl3 la distantele ry, r,, ..r,, va fi egal cu suma
algebrica a potentialelor datorate fiecarei sarcini in parte in punclul M:

n
I q 1 q, 1 ~q,

V=V, +V, 4 4V =~ o2 peme =
dne, 1, dne, r,  4ne, T
(Principiul superpozifiei potenfialelor pentru o d/'stribufie discreld de
sarcini).

¢ Distributii continue de sarcini: liniare, superficiale, si volumice.

Fie distributile de sarcina: liniard, de densitate liniara 2,
superficialda, de densitate superficiald o si volumica, de densitate
voliumica p. Polenfialele elementare dV produse intr-un punct M din
spaliu de sarcinile elementare 2dl, ads si pdt sunt:

g = Mgy o ods gy oL pde
dne, T 4ne, T 4ne, r

unde: di este elementul de lungime, ds este elementul de suprafata, dt
este elementul de volum, iar r reprezinta distania de la sarcina
elemenlara respectiva, la punctul M. Expresia potenlialului total V in
cele 3 cazuri se obfine prin integrare, integralele fiind extinse pe curba
C, suprafata S si volumul
| rdl 1 ads pdt
¢ 4ne (j r Vis 4ns, [j ro V. 4nr -U-[

(Principiul superpozifiei pentru funcfia potenfial In cazul unei distribufii
continue de sarcini).

1.12.8. Ecuatiile locale si integrale ale vectorului camp
electric I: si ale potentialului electrostatic V.

Definitii: 1. Relatiile dintre derivatele partiale ale vectorului camp
electric ., sau ale potentialului electric scalar V si densitatea volumicd
de sarcind p intr-un punct consideral si In vecindtatea acestuia, se

numesc ecuatii locale.
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2. Relafiile in care intervin valorile vectorului cdmp electric E sau
ale potentialului electric scalar V, pe care le au Intr-o regiune din spafiu,
se numesc ecuatii integrale.

a) Rotorul vectorului camp electric [ . Rotorul vectorului
E = —gradV . Teorema lui Stokes.

Definitie: Rotorul vectorului camp electric E, roth, rprezintd un
vector definit astfel:

s S om oE,) - ; . (6E .
rOtE=VXE=(6EZ ——y).i.*.(ahl_aEZ).j_'_( V_aEx)_k'
dy oz oz Ox x oy

Marimea rotE se poale exprima prin intemediul unui determinant de
ordin trei in modul urmétor:

i j k
o il 2 9|
ox oy oz
E, E, E,
= 0+ 0= O0-=¢
unde operatorul notat cu nabla este: V = 5;1 +—j+ ak.

Intr-adevar, produsul vectorial V x E, dintre operatorul notat cu

nabla si E, scris sub forma de determinant, pe componente, se reduce
la definifia veclorului rotE :

i) K

f’xl—"—a— 9 i in care E=EJ+EJ+EZE.
x oy oz
E, E, E,

¢ Rotorul vectorului E = —gradV.

Teoremd: Un camp electrostalic de vector E=-VV este un
camp de rotor nul. Deci, dacd E=- gradV rezultd cd rotE =0.

Demonstrafie: Sa calculam expresia rotE in care:
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- - - - J
E=—2\ii—a—vj—a—vk. Deci: E, =—a—v, E, =—i, E, =—a—v.
ox oy oz ox oy oz
Intr-adevar,
- - &V V)Y -( &V V) - eV ¢V
rotE=1-| - + - - + +k - + =0
O0ydz Oxdy oxoz 0zox Oxdy Oyox
(Am utilizat faptul ca functia V=V(x,y,z) fiind, prin ipoteza, diferentiabila,
In virtutea teoremei lui Schwartz nu conteazd ordinea de derivare
partiala In raport cu variabilele x, y, z).

Teorema lul Stokes (fdrd demonstrafie): Fie o curbd I Inchisd
situata Intr-o regiune cu cAmp electric de intensitate E si o suprafafd Sr
arbitrard care se sprijind pe curbaT. Fluxul vectorulul rotE prin suprafafa

Sr este egal cu circulatia vectorului cdmp electric E de-a lungul curbei
InchiseT .

rotE

@) =C{" sau H(Vx E)-ds = cﬁ-di .
S, r

Fig.1.25

Consecinfd a teoremei lui Stokes:
In teorema lui Stokes vom scrie ca:

(A) rotE = 0, fapt stabilit mai inainte si, deci, rezulta ca
() JE-di=0.
r

Ecuatia (A) este un exemplu de ecualie locald, iar ecuatia (B)
reprezinta forma integrala a relatiei (A).
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b) Divergenta vectorului camp electric E.
Teorema lui Gauss-Ostrogradski.
Ecuatia lui Poisson pentru vectorul campului electric

Definitie: Divergenfa vectorului E = Exf + Ly] 4 EZE reprezintd o
mdrime scalara definita astfel:
JE, OE, OE,
+ + .
ox 0Oy Oz

Marimea divE se poate reprezenta ca produsul scalar dintre operatorul

divE =

vectorial V si vectorul E astfel: divE=V - E.

Demonstratie:  Putem scrie E= EXT + Ey] + EZE si

V= _6_7+£] 4-—(3—E. Produsul scalar dintre cei doi vectori (forma
ox oy oz

0 % i OE -
O 42 E, vl = B LB GivE,
Oy gz~ oOx oy oz

analitica) este: VI =

Teorema Gauss-Ostrogradski (fird demostrafie). Fie o
suprafatd inchisd S care mdrginegte fn interiorul sdu volumul <, §i In
. care se presupune cd se afld sarcina electricd Q distribuitd In volum.
Fluxul vectorului cdmp electric E, generat de sarcina electricd Q, prin
suprafafa S este egal cu integrala de volum din divergenfa vectorului
E extinsd la intreg volumul t,:

ﬁii-dE:[J:I(@-E)-dt

S

Consecint3 a teoremei luf Gauss-Ostrogradski.
Ecuafia lui Poisson

Deoarece in interiorul suprafetei S se afla o sarcind Q distribuita
in volumul 1, si avand densitatea p, atunci putem scrie:
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p=> = Q= [[fpdz. Pe de alta parte, conform fegil lui Gauss sub
t .

forma integrala cﬁﬁ-d's’ = 9—— se poate scrie: ¢JE - ds = Q_1 ”‘J-pdt.
S BO S e0 80 1,

Deci, J:“idt = _[:[J'(V-E)-dt ceea ce implica:

|

€

Explicit ecuatia lui Poisson (ecuatie diferentiald cu derivate partiale de
ordinul intai) se mai poate scrie astfel:

OE, f'J’EwaaEz p

+ =,
ox o0y 0z ¢

o

Aceasta reprezintd o ecuafie locald a vectorului cAmp electric E, care

se numeste ecuafia lui Poisson pentru vectorul camp electric E .

Caz particular: Daca in interiorul suprafetei S nu existd sarcini
(p = 0) atunci divE = 0, ceea ce implich ﬁ E-d§s=0. Cu alte cuvinte
S

fluxul veclorului camp electric E prin suprafata S Inchisd, care nu
conline sarcini electrice, este nul. Un camp electric E cu aceasta
proprietate se spune cd este de flux conservativ. Campurile
vectoriale (vectorii) cu proprietatea ca sunt conservative se numesc
cdmpuri laplaciene.

c) Ecuatia lui Poisson i ecuatia lui Laplace pentru
potentialul electrostatic scalar.

Deoarece vectorul E derivd din funciia potential V putem scrie

E=-VV. Introducem E in ecuatia lui Poisson V-E= i si rezulta:

€

V.E-= 6(-%) - Eﬂ ).
0
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Pe de alta parte:
-y = . . . 2 'y
(V)= v( V: V- aV k) _ &V v ¥V

-—— -] =—-AV,
5w T
. ) o’V 'V PV .- "
in care expresia: AV = —-+—+—- reprezinta /aplaceanul functiei
Ox ay 0z

V(x,y,z). Deci, putem scrie relalia (') astfel: /\V-*-—p—:(), sau
8l’)

v’V = - P sau sub forma explicita:

o

AV o’v azv P

e ay’ PV

=0] ().

o

Relatia (**) reprezinta o ecuatlie locala de ordinul doi cu derivate pariiale
pentru potenlialul electrostatic scalar V denumita ecuafia lui Poisson.
Caz particular: Daca nu exista sarcini electrice (p = 0) rezulta
AV = 0, care este o ecualie locald a potentialului electrostalic scalar
(Ecuatia lui Laplace). Scrisa explicit aceasta are forma urmatoare:

a’v Y a V o
e ay’ (?7.2 '
sau V!V =0, sau AV=0.

1.13. Campul electrostatic in mediile macroscopice

Asa cum o s3 se observe in capilnlul urmator, unii electroni dintr-
un conductor sunt liberi sa se deplaseze printre ionii pozitivi relativ fixali
in nodurile refelei atunci cand conductorul este plasat intr-un camp
electric extern. Alla este situalia cdnd se considera un material izolator
in camp electric exterior. In acest caz, electronii nu au aceasla libertate
de miscare. Ei sunt puternic legali de nucleele atomilor constituenti,
astfel incat in absenta unui cAmp electric exterior, datorita miscarii lor
rapide pe orbitele din jurul nucleului, fiecare atom este neutru din punct
de vedere electric. Daca acesti atomi sunt introdusi inlr-un camp electric
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omogen E, simetria norifor electronici este perturbata. Centrul sarcinilor
negative nu se mai suprapune peste centrul nucleului, iar un asemenea
atom va prezenta un moment electric de dipol indus si se va denumi
atom polarizat, iar dipolul asociat va fi un dipol indus de campul electric
extern. intre momentul electric dipolar asociat atomului polarizat, p, si
campul electric extern, E, existd o propor{ionalitate valabila doar pentru
campuri electrice (perturbaltii electrice) relativ mici:

p=a-E (1),
unde constanta a este o marime caracteristici fiecarui atom care se
numeste polarizabilitate atomica.

Definifie: Proprietatea atomilor de a dobdndi un moment electric
dipolar atunci cdnd sunt introdugi Intr-un camp electric exterior se
numegte polarizafie atomicd.

Pentru moleculele nepolare fenomenul de polarizatie se poate
descrie in mod similar. In camp electric exterior, in astfel de molecule se
induc momente electrice dipolare asemanatoare. Aceste constatari sunt
valabile si in cazul moleculelor polare pentru care cele doua centre de
sarcina nu coincid, adica pentru moleculele care posedd un moment
dipolar permanent in absenta unui camp electric exterior lor (Ex.: HCI,
HBr, NH,, H,0, ...). intre moleculele care nu posedd moment electric
dipolar permanent (molecule nepolare) se disting doua categorii:
molecule cu o simetrie sferica (inaltd) si molecule cu simetrie mai joasa.

In cazul moleculelor cu simetrie sferica (Ex.. CH,, BCl,, ...) valoarea
momentului de dipol indus, In pima aproximatie, nu depinde de directia
campului exterior. Pentru aceste molecule este valabild relatia (1), insa
polarizabilitatea moleculara a nu este egald cu suma polarizabilitatii atomilor
constituenti. Aceasta diferenta este atribuitd deforméarii norilor electronici ai
atomilor constituenti in urma formarii moleculei si ea a fost folosita pentru a
se stabili structura diferitelor molecule.

In cazul unor molecule ce au o simetrie mai joasd decét cea
sfericd, polarizarea moleculei depinde de direclia campului electric
aplicat (Ex.: CO,) si este diferitd de aceasta.

Definifie.: Direcfia dup3 care se dispune vectorul rezultant p se
numegte direcfie de usoard polarizare.

Prin urmare, polarizabilitatea unei molecule nu este o simpla
marime scalard, ci este compusd dintr-un ansamblu de coeficienti
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scalari ce exprma o dependenia liniara intre componeniele vectoruhi p

51 ceie ale vectoruli ii:'l'l‘-li (?2), unde T se numeste tensorul

polarizabililate electrica si are componentele:

o, O, o,
lp =lu, o, u,
sz (17)/ (Y'//

Valorile componentelor aceslui tensor sunt funclie de modul de alegere
al sistemului de coordonale in raport cu axele de simetrie ale moleculei.

In cazul moleculelor polare formate din mai mulfi atomi,
momentul dipolar permanent asociat lor poate (i considerat ca
rezultatul compunerii momentelor dipolare ale unor molecule
biatomice. Valoarea momentului de dipol al unei molecule
multiatomice este funclie de unghiul dintre momentele dipolare
asociate perechilor de atomi din molecula.

Un material (mediu macroscopic) oarecare poale fi considerat ca
un ansamblu format dinlr-un numar foarte mare de atomi si molecule.
Aplicarea unui cadmp eleclric exlerior unui malerial omogen produce
polarizarea atomilor sau a moleculelor respective. Daca fiecare dipol
indus are momentul electric dipolar p, iar densitatea de dipoli in
unitatea de volum este egald cu N, momentul dipolar asociat unui
element de volum infinitezimal dc din material, ce conline Ndt dipoli
orientali paralel, este egal cu p:-N-dt. Produsul p-N se numeste

densitate de polarizare (sau polarizare) si se noleaza cu I'. Orientarea
paralela a acestor dipoli alomici (moleculari) conduce la concluzia ca
raman necompensate doar sarcinile de pe suprafala materialului, cele
din interior compensandu-se recipioc.

Definifie. Sarcinile care apar pe suprafata materialului plasat in
camp electric extern se numesc sarcini de polarizare sau sarcini legate.

Se poate ardta ca datorild compensarii cAmpwrilor electrice

create de sarcinile electrice din moleculele sau atomii polarizati, campul
esle echivalent cu cel

[

creat de cele doua distribufii superficiale de sarcina.

electric in interiorul materialului polarizal, E
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rlxl-ﬂ
T

exterior

E >Ere

Fig. 1.26

CaAmpul electric din interiorul materialului Ep este o marime

macroscopica $i este orientat antiparalel cu densitatea de polarizare P.
Campul electric polarizant extern, E, se va suprapune peste cel creat

de materialul polarizat, EP, atat In interiorul cat si In afara lui,

conducand la un cAmp electric rezultant Em :
E.=E+E, (3).
Dupé cum se observa din figura 1.26, in modul, |I:2m| < IE'

Fie un numar real pozitiv si nenul, k, astfel IncAt si transformam
inegalitatea anterioara in egalitate:
1
E_=—E (4).
re = (4)

Putem considera ca acest camp electric extern, E, In care este plasat
materialul este generat de o sarcina punctiforma Q. Deci:

1
l Qz (5), iar Em=l~E= ! ? L 22
4ne, r k 4ne, - r° k dnke, r

E= (6).

Marimea € = ke, se numegte permitivitate electricd a materialului $i este
o constantd caracteristicd materialului. De obicei, numarul k se noteaza
cu g,. Marimea ¢, reprezintd permitivitatea electrica a spatiului vid.

Prin urmare, aldturi de sarcina Q generatoare de camp electric,
care constituie cauza perturbatiei electrice, existd gi sarcinile legate sau
de polarizare, care constituie efectul perturbatiei.
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Este ulil sa se faca distinctia intre sarcina externa Q si sarcinile
de pelarizare din mateiial. Asupra primeia existd un oarecare grad de
control: sarcina poate fi adaugata sau indepartata (variald) si adesea
esle denumita sarcind hiberd. Celelalte sarcini care suni pirli integrale
ale atomilor sau moleculelor materialului sunt sarcini legate sau sarcini
structurale. Acestea nu sunt mobile dar sunt mai mult sau mai pufin
elastic legate si contribuie prin micile lor deplasari la polarizarea
materialului.

//_-\\ e —————
P g
.
\\
‘\.\_\
_.,_\\\ N
\-\__‘
Fig. 1.27

Consideram o gaussianad, g, sferica in material in jurul sarcinii Q.
Suprafata acesteia este S, iar volumul delimitat de aceastd suprafafa
Inchisa este 15 (v. fig.1.27).

Sarcina globala din interiorul volumului materialului polarizat nu
esle Q ci Q/k.

In conlinuare, aplicam legea lui Gauss pentru electrostatica
pentru acest model:

(0l =8g (8), unde O, —cHF -ds = <ﬂk E_-ds,iar Q= j”\md-t deci:

R S

O relafie integrala ca aceasta |mpllcé o relafie locald intre divergenta
campului vectorial k-Erez si derisitatea de sarcind liberd py. (se
utilizeaza teorema Gauss-Ostrogradski):
V.[k-E)=Le  (10).
80

Aceasta relalie ajuta la identificarea rolului sarcinii izolate, deoarece k
este presupus constant in tot mediui.
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Intr-un sistem oarecare, relajia fundamentald intre campul
eleclric global (rezultant) si densitalea de sarcina totala p = py., + Pregar
ramane valabila:

(-' . i.","_, = —‘I '(D.,.,ﬂ + plcnal ): ;l“ p (1 1)

Din ultimele doua ecuatii (10) si (11) rezulta:

Piegar

Vik-1)E, =- (12).

0

Se noteazd k-1 cu 7, denumitd susceptibilitate electrica a mnlenalulun
respectiv, k -1 =y, (13), deci: -

¥ E)‘;"’ = V(e X By )= —Pre (19).

n

Marimea vectoriala ¢ -y, -E,., se numeste vectorul polarizare electrica

a materialului:
P=¢, -x.-E., (15).

Ecualia diferentiala (14) devine:

\7 ' l:’ = —plcg.ﬂ (16)

Aceasla ecualie nu depinde de condilile din alta parte a sistemului si
nici de modul in care este meniinutd aranjarea particulard a sarcinilor
legate (fiind o ecuatie locald). Orice aranjament (structurare) de sarcina
legata care are un anumi exces local, pe unitatea de volum, de protoni
faid de electroni trebuie sa reprezinte o polarizare cu o anumita
divergenia. Astfel, ecualia trebuie sa aiba loc in mod general.

Din ecuatiile (11) si (16) se obline ecualia urmatoare:

V(* *i) =P 17),
\ C" ’:”

care este complet independenta de orice alta relalie intre fim si P. Ea

nu este limitatd numai la acele materiale, denumite dielectrici, in care P
este proportional cu I:.
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Se obignuieste a se da combinatiei liniare dintre vectorii fim si

f’, denumirea de veclor deplasare electrici (sau vector inducfie
electricd) care se noteaza cu D:
D=¢E_+DP (18).

‘o rez

Ecuatia urmétoare V-D= Pivee| (19) are loc in orice situatie in

care marimile macroscopice P, Em si p pot fi deiinite.

Se poate considera D drept un camp vectorial a carui sursa
este distribulia de sarcina liberd py,, asa cum distributia de sarcina

toiald p = pyper + Pioga StE SUrSA UI E .

Campul electrostatic E,, este determinat In mod unic, cu

exceptia adaugarii unui cAmp constant de distribulie de sarcind p

deoarece se poate completa legea Vfimz:ﬂ (20), cu condiia

€

0

universald Vx Em =0 (21) valabild pentru cAmpul electrostatic.

Nu este adevarat, In general, cd Vx D=0 (22). Astfel
distribulia de sarcind libera nu este suficientd pentru a determina D din
ecuatia (19).

in plus, mai este necesara cunaasterea condiliilor de frontiera la
interfata dintre diferite medii.

Consideram diagrama schematica a frontierei dintre douad medii
distincte din figura 1.28. Se presupune ca regiunea de frontierd contine
sarcini electrice superficial distribuite cu densitatea o. Volumul 14 este
un domeniu cilindric imaginar infinitezimal gaussian ce intersecteaz3
interfata dintre cele doud medii gi care are o suprafafd totald S ce
delimiteaza volumul 1. Normala n la suprafatia de deasupra frontierei
este indreptata din mediul 1 spre mediul 2. Conturul dreptunghiular
infinitezimal C, de grosime neglijabild, este pariial intr-un mediu si partial
in celalalt si este orientat perpendicular pe suprafaja interfetei astfel ca
normala la conlur este tangenta la interfata.
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Fig. 1.28
In figura 1.28 versorul i’ este orientat perpendicular pe planul
figuril si tangent la interfafa.

Legea lui Gauss pent‘ru medii macroscopice analoaga celei din
subcapitolul 1.12.8 este:

gD i -ds={ffp-dt (23).

Avand o inalfime neglijabild, suprafatc laterala a gaussienei cilindrice nu
contribuie la calculul integralei din stdnga In ecuatia (23). Contribuie
numai cele doua baze de arie Aa care sunt paralele si tangente la
suprafala interfefei. In acest caz:

Sﬁjﬁ-ﬁ-ds=(ﬁz—ﬁ,)-ﬁ-Aa, iar  [ffp-dt=0-Aa.
S s
Astfel, relatia care leagd componentele normale ale lui D Tn ambele
zone ale frontierei este urmatoarea:
(D,-D,)i=c (24).
Se poate spune ca discontinuitatea componentei normale a lui D in
orice punct este data de densitatea superficiala de sarcina in acel punct.
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Campul electrostatic fiind conservativ rezultd VxE =0 sau sub

forma integrala: rjﬁ-di =0, unde C esle curba infinitezimala de 1atime
C

neglijabild construita in figura 1.28. Cum lalurile curbei C de lungime Al

sunt paralele cu inlerfata, atunci:

JE-di = (@xi) (E, - E ) at=[ix(E, -8, )} iat - (25),
C

unde s-a utilizat o proprietate a produsului mixt: (axb)-¢ = (Bx ¢)-a.

Prir. urmare, componentele langentiale ale lui E de ambele pari ale
frontierei sunt legate de relafia:

ix(E,-F)=0 (28)
care arata ca, de-a curmezisul unei interfe{e, componenta tangeniiala a

lui E este continua.

Concluzie: In concluzie, se pot scrie ecuatiile de stare pentru
mediile macroscopice:

5=eoﬁ+f’ sau I—lieo(l +x,)'fi.

unde s-a renotat fEm cu I si ecuafiile de trecere (sau condifile de
frontiera la trecerea dintr-un mediu in altul):

(Dz —[),)-ﬁzo si ﬁx(ﬁz—fil):().

Materia poate fi polarizald, starea sa putand fi descrisa
complet, atat timp cat cdmpul macroscopic se considerd definit

printr-o densitate de polarizare P, care esle si momentul dipolar pe
unitatea de volum. Contribufia unei astfel de materii la campul

electiic E este identicA cu aceea a unei distribulii de sarcind de
densitate p,, =-V-P, existand In vid. In particular, la suprafala

unei substante polarizate, unde existd o discontinuitate In P,
aceasta se reduce la o sarcind superficiald de densitate o = -P. Daca

se adauga orice distribujie de sarcind liberd care poate fi prazenta,
campul electric este cAmpul pe care aceastad distribujie de sarcina
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totala l-ar produce in vid. Acesta este campul macroscopic, E, atat
in interiorul cat si in afara mediului, cu mentiunea ca in interiorul materiei
este media spatiald a campului macroscopic adevarat.

Definitie: Daca P este proportional cu E Intr-un material, atunci |

materialul se numeste dielectric. |

Observatie: Sarcinile libere introduse intr-un dielectric
genereaza campuri electrice care au 1/g, din intensitatea pe care
aceleasi sarcini le-ar produce 1n vid.
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Capitolul 2

ELECTROCINETICA

2.1. Curentul electric. Intensitatea curentului electric.
Densitatea de curent electric

2.1.1. Definifia curentului electric

" Definitie: Miscarea ordonalta intr-o singurd direcfie a purtatorilor
de sarcind electrica se numegte curent electric.

Curentul electric de conductie apare cand miscarea ordonata a
sarcinilor are loc in medii conductoare sau in vid.

Curentul de convecfie reprezinta miscarea ordonata a sarcinilor
electrice de pe un corp incarcat, odata cu miscarea corpului.

Cauza aparitiei curentului electric de conductie: campul electric
din conductor. Sensul curentului electric coincide cu sensul vectorului
camp electric din conductor. Sensul curentului este acelasi cu sensul
deplasarii in cAmp a sarcinilor pozilive. (In camp electric purtitorii de
sarcind pozitivi se deplaseaza in sensul campului electric, iar cei
negativi in sens opus lui).

Exemple de curent de conduclfie: migscarea electronilor liberi in
metale, miscarea electronilor de la catod la anod in tuburi electronice,
migcarea ordonata a ionilor in electrolifi.

'2.1.2. Intensitatea curentului electric

Definitie: Intensitatea curentului electric printr-un conductor
reprezintda sarcina electricd transportatd de purtatorii de sarcind In
unitatea de timp, prin orice secfiune transversald a conductorului,
fiind o mdrime fizicd fundamentald de tip scalar In Sistemul
Inteinafional de unitafi.

77

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Electrocineticd

Intensitatea medie, 1., a unui curent variabil in timp este definita

AQ

ca fiind I = unde AQ este sarcina clectrica ce trece printr-o

sectiune transversala arbitrara a conductorului in intervalul de timp At.
Intensitatea instantanee, 1, a unui curent variabil in timp este

definita astfel: 1= lim — AQ dQ
A0 At

de sarcind Q = Q(t) in raport cu variabila timp 1.

Curentul continuu (stationar) reprezintd curentul electric a caruli
intensitate si direclie nu se modifica in timp. Se noteaza lot cu litera 1.
Expresia lui I se obtine din condifia I = constant. Deci I = dQ/dt = const.
= dQ = Idt = Q = It sau I = Q/t. In acest caz, curentul transporta prin
sectiunea conductorului aceeasi cantitate de sarcina in fiecare secunda.

Q unde I reprezinta derivata cantitatii

Unitatea de masura pentru intensitatea curentului in S.1. este amperul.

Definitia amperului: Intensitatea unui curent electric constant
(stafionar), care traversdnd doi conductori paraleli, rectilinii, infinit de
lungi, de secfiune neglijabila, situafi In vid, la un melru distanfa unul de
celdlalt, da nastere la o forfd de interactiune magnetica Intre conductor!
de 2 107 newtoni pe metru de lungime, se nun:cste amper.

2.1.3. Modulul vectorului densitaftii de curent de
conducfie. Intensitatea curentului in functie de
densitatea de curent de csinducfie

a) Cazul conductorului omogen, rectiiiniu aflat intr-un camp

electric exterior [ si versorul ii paraleicu v.

Ipotezd: In conductor se misca un singur tip de purtatori de
sarcind (electroni, de exemplu). Fie n concentratia purtatorilor de
sarcind (numarul de electroni din unitatea de volum a conductorului), q
sarcina unui purtdtor si v viteza in campul electric E in care se afl}
conductorul, a fiecarui purtator de sarcini (se presupune ca tofi
purtitorii au aceeasi vitezd V). Intr-un interval de timp At toli electronii
vor strabate spatiul Al = vAt; Al constituie generatoarea cilindrului de
volum At = SAl = SvvAt, S reprezintd secliuriea transversala a conduc-
torului. Numarul purtitorilor de sarcina din volumul At este AN = n'At =
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=nSvAt. Sarcina total3 transportata de acestia este AQ = qAN =
=qnSv At. Intensitatea curentului din conductor este: 1 = AQ/At = qnSwv.

Madarimea notata cu j = 1/S = qnv defineste valoarea (modulul)
densitdfii de curent din conductorul omogen cu un singur tip de
purtdtori de sarcind.

Definitie: Modulul vectorului densitafii de curent de conductie
este dat de raportul dintre intensitatea curentului electric si suprafafa
situatd normal pe direcfia curentului.

sau
Densitatea de curent j este numeric egald cu intensitatea curentului
electric I care strabate normal unilatea de suprafafa.

J=§

Unitatea de masura penlru j este: <j>5, = A/m’.
Relatia I = jS care rezuita din definilia pentru j, este valabila in

ipotezele: S este perpendicular pe vectorul v (deci si pe ]) si modulul

lui ] este constant in toate punclele secliunii S.

Definitia vectorului densitate de curent de conductie j:
Densitatea de curent de conduclie este o madrime vectoriald, care se
noteaza cu j, are modulul egal cu j = nqv, iar direcfia si sensul coincide

cu orientarea vectorului viteza, v, al purtatorilor de sarcind daca sarcina
esle pozitiva si este de sens contrar dacd sarcina este negativa:

]:n-q-i".
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b) Conductor omogen si rectiliniu atlat intr-un camp electric
exterlor de intensitate E. Versorul i face un unghi 0 cu
_] = const Intensitatea curentului de conductie in functie de

densitatea curentului de conductie
In acest caz S’ reprezinta proiectia ortogonali a lui S pe un plan
perpendicular pe conductor: S’ = Scosf. Pentru secfiunea S’, normala la

], este valabila relatia: I = jS’ = jS'cos6. Prin definitie vectorul suprafata

orientatd S=S-f si deci relatia I1=jS cos0 se scrie |l = j S| Intr-adevar,

produsul scalar este: ] .S= ] 'n-S=j-S-cosl (v.figura 2.2).

Fig.2.2

Deci, intensitatea curentului I printr-un conductor omogen este egal cu
produsul scalar dintre vectorul densitate de cuient | sivectorul S .

c) Conductor neomogen de forma oarecare aflat intr-un camp
electric exterior de intensitate . Intensitatea curentului de
conductie In functie de densitatea de curent de conductie

In conductorii neomogeni vectorul densitate de curent, | are

valori si orientari diferite in puncte diferite din conductor (v. figura 2.3).
Delimitam in secfiunea S arbitrara dusa prin conductor un element de
suprafala ds atat de mic incat j este constant in orice punct din ds.
Intensitatea curentului prin ds va fi: dl = 7-(l<
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Intensitatea curentului prin intreaga secfiune S a conductorului
neomogen se obfine prin integrare. Rezulta:

1= fdi= ”]~d§.

Deci, intensitatea curentului ! pr/ntr-un conductor neomogen esle
egald cu fluxul vectorului densitate de curent de condufie j .prin
suprafafa secfiunii S considerate a conductorului.

2.1.4. Ecuafia de continuitate din electrocinetica

Fie o suprafald imaginard S inchisa care delimiteaza volumul 1,,
in interiorul unui conductor neomogen de forma oarecare strabatut de
un curent variabil caracterizat de densitatea de curent de conduciie:

j = j(x,y,z,t) (v. figura 2.4).

Fig.2.4

Fie densitatea volumica de sarcina p(x,y,z,t), care depinde de

punctele de coordonate (x, y, z) ale conductorului neomogen si de
timpul t. Sarcina totala Q din volumul 1, este:

Q= H_[p(x,y,z,t}h
i o

Putem, deci, scrie: I=<ﬂ}-d§. unde l=—d—t— reprezintd sarcina

electrica dQ’ ce iese din interiorul suprafefei S in timpul dt.
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In conformitate cu principiul cor .c:viiie <reingi electrice, sarcina
ce iese din interiorul suprafetei S, dQ =i inlervalul dt, trebuie sa fie
egald cu sarcina cu care s-a micgorai .arciny totald Q din interiorul
volumului 1, In acelasi interval de ti-5 dt [1in convenlie aceasta
cantitate se ia cu semnul minus: (-dQ).

dQ' _ dQ

Cu alte cuvinte, —dt— = —-E reprezinta diminuiarea sarcinii electrice din
volumul delimitat de S.

T 10 . N
Putem, deci, scrie: integrala rﬁj-ds: li-‘- reprezinta fluxul densitatii
Jt

de curent prin suprafata S, care e« ! agal cu diminuarea sarcinii
electrice din intenorul suprafetei S, in in'.1valul de timp dt.

Utilizand relatia Q = ij(x y,z, L3l rezultd:

g5 =42 [l [ 2o

Deoarece volumul T, esle conitant niin u:oteza (limitele de
integrare nu depind de timp), este posihild operatia de derivare partiald
in rapoit cu timpul sub integrala.

Conform teoremei lui Gauss-Os: qradshi

fi-ds=[ffov p-ac
S rez‘sullé

Hﬁv n(h-m[ﬂqqh

ceea ce conduce la ecuatla de continuitaie:

- = ap [ : “(:"\
V.j=-—-] sau I =0
o | G
care este o ecuafie locald fundamc i a electrocineticii. Aceasta

exprima legea conservarii sarcinii elecl' -  tol »la.
In cazul curentului electric staliona:. jrin definitie, densitatea de
curent p in fiecare punct al conductorului nu d: iinde explicit de timp: p =
i i R
= p(x,y,z). Matematic acest lucru se scti on
(7
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Rezulta: V. 1=0|.

Sensul fizic: In conductor nu existd puncte din care “izvoriste”
densitate de curent j (divj =0). Sarcina electrica ce intrd in volumul t

oarecare din conductor in unitatea de timp este egala cu sarcina ce iese
din acel volum in unitatea de timp prin suprafata S.

Observafie: Intensitatea curentului de conduclie I si densitatea
curentului de conduciie j se noteaza uneori in literatura cu I, respectiv, j..

2.2. Teoria electronica a conductiei in metale

2.2.1. Purtatorii de sarcina in metale. Modelul P. Drude
s/ G. A. Lorentz

Conform modelului Drude-Lorentz, purtatorii de sarcina in metale
sunt electronii, iar teoria care explica procesul de conduclie pe aceasta
baza se numeste teoria electronica a conducliei metalelor.

Conform aceslui model releaua crislalina a metalului este
formala din ioni pozitivi si electroni liberi, care provin din electronii de
valenta ai atomilor metalului asezali in nodurile refelei cristaline.

In absenta campului eieclric exterior electroriii liberi din metale se afld
intr-o miscare termica, haotica si conlinua cu viteza termica medie vy.

Electronii liberi din metale se comportd ca moleculele unui gaz
ideal; ansamblul electronilor liberi poate fi asimilat cu un ‘gaz de
electroni’, carui. i se pot aplica legile gazelor ideale.

Daca la capetele conductorului metalic se meniine o diferenta de
potenfial V, - V,, campul electric E ce apare in interiorul metalului
imprima electronilor liberi o miscare suplimentara, ordonatd, cu viteza
medie v = vileza de curent = viteza de drift, avand sens invers
veclorului camp electric E .

Aparifia miscdrii ordonate a electronilor este echivalentd cu
aparifia in conduclor a curentului electric.

Experimentul lui Rickie (1901).
Scopul: Demonstrarea faplului ca purtatorii de sarcina in metale
sunt electronii. Trecand timp de un an un curent electric printr-un cilindru
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format din trei bucati lipite intre ele la baze, formate din Cu-Al-Cu.
sarcina totald care a traversat suprafata de separare intre doua buciti,
daca aceasta ar fi fost purtata din ioni (Cu, Al) si nu din electroni s-ar fi
putut observa trecerea de material (ioni) dintr-un cilindru in altul.

Concluzie: In metale curentul nu apare in urma miscarii
ionilor (de natura diferitd in metale diferite), ci in urma migcarii altor
particule, de aceeasi natura in toate metalele, adica in urma miscarii
orientate a electronilor.

2.2.2. Calculul vitezei termice medii a electronilor

La temperatura T=300K din relatia:

. —23-
v, = ,3kT= 3-1,38 ]O-u 300:1,38-105m/s
m 9,1-10

Viteza de drift a electronilor (viteza in curent), v, este pentru
j =10°A/m? = densitatea de curent maxima admisd in Cu, q = e =
=1,610"°C, n =10%electroni/m®. v = j/ne = 10%(10°1,6 10') = 10*m/s.
Deci v << v,. Viteza de curent a electronilor este foarte mica
(neglijabild) fafad de viteza medie termica vy.

Observafie: Nu trebuie confundata viteza in curent a electronilor cu
viteza de transmitere a semnalului electric prin conductori. Se stie ca la
inchiderea intrerupatorului, situat la sute de km fatd de consumator,
curentul se instaleaza instantaneu (practic) pe toata lungimea conductorului,
de la generator la consumaltor. Ceea ce se instaleaza practic instantaneu in
conductor este campul electric, care se propaga cu viteza luminii, c, in
mediul conductor dat. Campul electric pune electronii In miscare in mod
instantaneu si simultan pe toatad lungimea conductorului.

Asadar, viteza de transmisie a semnalului (campului) electric
prin conductor, egald cu viteza luminii, nu coincide cu viteza de
curent a electronilor.

2.2.3. Timp liber mediu dintre doud clocniri.
Viteza medie in curent

In metale aflate In cAmp electric migcarea ordonata a electronilor
este stanjenita de prezenta ionilor retelei metalului cu care se pot ciocni
in mod intamplator.
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Presupunem ca la capetele unui conductor metalic se aplici o
diferenta de potential. Aceasta determina aparifia in metal a unui caAmp

electric E. Sub actiunea forlei FF=¢cE fiecare electron va avea o
migcare acceleratd in timpul dintre doua ciocniri succesive cu nodurile

. . F ¢€E . -
retelei: @ =— =-—, unde e este sarcina electronului, iar m este masa
m m

electronului. In intervalul de timp At, dintre doud ciocniri succesive

a(Atl)2
2

urmatoarele doua ciocniri cu nodurile retelei electronul parcurge spafiul
2
a(Atz)

2
distania totala x = Ax, + Ax, +...+ Ax, = (a/2)((At,)? +...+ (AL,)?).
Viteza medie in curent a migcarii electronului este prin definifie:
2 2
2 a At,) +..+{ At
(v)= % = %‘t sau vectorial (v)= %‘t. unde: 1= (a1) l (At,)

reprezinta timpul mediu dintre doua ciocniri sau timpul liber mediu.

electronul parcurge spaliul Ax, = . In intervalul de timp At, dintre

Ax . In timpul total, t = At, + At, +...+ AL, electronul parcurge

2.2.4. Forma diferentiala (locald) gl integrala a legii lui Ohm

a) Forma locala a legii lui Ohm.

»

Pornesc de la relaljile (v) = %T sid= °k si rezulta:
m

-

Ct =
=—F

care reprezinta viteza medie a electronului. Pe de alta parte vectorul

- © alng L
densitate de curent de conduclie este: j=ne(v) si deci j= ez—nz-E.
m

Prin urmare:

, - 1 -
J(x,y,z) = oE(x,y,z) = —';E(X.y, z)|,

85

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Electrocineticd

unde: o = 1/p = e’nu/2m, o este conductivitatea electrica, iar p este
rezistivitatea electricd. Aceste marimi sunt constante caracteristice
materialului din care este facut conductorul.

Ecuatia anterioara constituie forma locald (diferentiald) a legii lui
Ohm, care se enunta astfel.

In fiecare punct P(x,y,z) din conductor densitatea de curerit
de conductfie ] este direct proportionald cu vectorul intensitate

camp electric E in acel punct. Sensul vectorului ] coincide cu cel
al vectorului E .

b) Forma integrala a legii lui Ohm.
Consideram un conductor omogen, de sectiune uniforma S si de
lungime 1, prin care trece un curent de intensitate I constanta. Rezulta,

deci, E = const., deoarece ]:co;st. Purtatorii de sarcina se migca in
interiorul conductorului sub actiunea unui cadmp electric constant de
intensitate E care deriva dintr-un potential V.
Deci, E =-gradV, care, daca se ia axa Ox ca in fig.2.5, se scrie astfel:
! |
E=-9Y7 savE, =E=-%Y, Ed=av = —f[dv=Efdx =
dx dx 0 0

= V(0)-V()=E1 (1).

©lb

UO e
L

]

“_‘CD
>
V

Fig.2.5

Notdm cu V(0) = V, si V(I) = V, potentialele punctelor celor doua
suprafete extreme ale conductorului si presupunem ca V, > V,. Scriind
legea lui Ohm sub forma locala j = oE = I/S (2) prin eliminarea lui E din
relatiile (1) si (2) rezulta:

v,;vz :é cau I=So(v,l—vz)

a
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11 |
unde marimea R=~§:p§ reprezintd rezislenta electricd a
o S

conductorului omogen si de sectiune uniforma, V, - V, = U = tensiunea
electrica dintre cele doua suprafele extreme. Deci,

e
R
reprezinta legea lui Ohm sub forma integrald, care se enunta astfel:

Intensitatea curentului electric care stribate o portiune de
circuit, dintr-un conductor omogen, este direct proportionald cu
difcrenta de potential aplicatd la capetele acelei portiuni de circuit gi
invers proportionala cu rezistenfa electrica a porgiunii de circuit.

2.2.5. Rezistenfa electrica a unei portiuni de conductor.
Unitati de masura. Cauzele rezistenfei electrice

Definitie: Rezisten{a electricd R a unei portfiuni de conductor este
o mdrime fizicd scalard derivald, direct proportionald r~u lungimea
conductorului, invers proporfionald cu aria secfiunii lransversale a
conductorului si depinde prin rezistivitatiea p de natura materalului din
care este confecfionat conductorul:

1
R=p—.
’s
Cauze: Rezistenia electrica R «1 unui conductor este determinata
de faptul ca in miscarea lor, electronii sufera ciocniri cu ionii retelei
cristaline a conductorului. Aceste ciocnir franeaza miscarea electronilor,
jucand rolul unei fore de frecare specifica.

Unitatea de mdsura in S.I. peniru rezistenfa electricd R este
ohm-ul (Q), iar unitalea de masura in S.I. pentru rezistivitatea p este
ohm-metru (Qm).

Definifie: ‘Un ohm reprezintd rezistenfa electricd dintre doud
puncte ale unui conductor cand aplicarea unei ltensiuni electrice
constante de un volt infre cele doua puncte, determind un curent de un
amper prin conductor, dacd acesta nu este sediul unor tensiuni
electromotoare. Relafia de definifie este R = U/l; <R>s,=1V/1A = 1Q.

Definitie: Un ohm-metru este egal cu rezistivitatea materialulu!
omogen si izotrop al unui conductor cu lungimea de 1m si aria secfiunii
drepte de 1n?, care are rezistenfa electrici de 1Q. Relafia de adefinifie
este:p = RSA; <p>s, = 1nP- 1Q/1m = 1Qm.
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2.3. Energia curentului electric de conductie. Legea lul
Joule-Lenz sub forma integrala si diferentiala

a) Prima forma integrala a legii Joule-Lenz.

Sub prima forma inlegrald (fara demonstrafie), aceasta lege
caracterizeaza cantitatea de energie (caldurd), W, disipala de un
conductor avand rezistenta electricd R, in timpul t, cdnd acesta este
parcurs de un curent eleclric de intensitate I:

W =R I’t, R=pl/S,
unde: p este rezistivitatea electrica a conductorului, o = 1/p este

conductivitatea electrica a conductorului, 1 este lungimea conductorului,
iar S — aria sectiunii transversale a conductorului.

b) Forma diferentiala a legii Joule-l.enz.

Demonstratie: Fie un element de lungime infinitezimal di din
conductorul electric. Rezisten{a electrica a acestui element va fi data de
relatia: dR = p dl/S, obtinuta prin diferentierea relaliei R = p'I/S, pastrand
S si p constante.

Energia disipata prin efect Joule de elementul de conductor dl in
timpul t prin care circula curentul elecltric de inlensitate | se obtine prin
diferentierea relatiei W = R 1’t in raport cu R, tezultand: dW = dR I°t.
Prin urmare, facand inlocuirea lui dR, rezulta:

dW = p-—d-—!--ly-l.
S

Daca cuentul eleclric de intensitate |1 se caracterizeaza prin densitatea
de curentj, I = jS, atunci relalia anterioara se transcrie astfel:

dW = p—ilj Sl:—l—(ll| S-t.
S c

Avand in vedere, in continuare, relatia:
j=0c-E,
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unde E reprezinta vectorul camp electric din interiorul conductorului,
care constiluie legea Iui Ohm sub forma diferenfiald, egalitatea
anterioara se rescrie:

dW =c-E?.S-dlt.
Deoarece Sdl = dt reprezintd volumul poriunii de conductor de sectiune
S si lungime di rezultds: dW =o-E*-t-dr.

Definitie: Densitatea de energie, w, disipala de conductor

dw
w =——, cu unitatea de masurd (w)u = L} ,

dt m
reprezintd energia degajata (disipatd) In unitatea de volum din conductor.

Prin urmare, rezultas: |w=o-E’-t| care reprezinta forma
diferentiala a legii Joule-Lenz.

c) A doua formad integrala a legii Joule-Lenz
A doud formd integrald a legii Joule-Lenz echivalenta cu cealalta

\\Y%
se obtine din relajia de definifie, w = %— Prin integrare, rezulta:
T

W = [!jdw:o-t- [;UE’-dr_

d) A treia forma integrald a legii Joule-Lenz.
A treia formd integrald a legii Joule-Lenz se obfine derivand
partial reialia anterioara in raport cu timpul, t:

5§0 [[[E*-ar|

unde Q%V_: rala de varialie in limp = viteza de varialie reprezinta
(&

caldura (energia) dezvoltata in unitatea de timp prin efect Joule in
volumul 1, marginil de suprafaja S, traversat de campul electric de

intensitate L.
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2.4. Tensiunea electromotoare

2.4.1. Punerea problemei. Conceptele de generator gi
forta imprimata

a) Intr-un conductor are loc deplasarea ordonata a purtatorilor de
sarcind electrica (exista un curent electric), atat timp cat in acesta exista
un camp electric caracterizat de vectorul E .

Experiment:

Fie doua sfere metalice 1 si 2 incarcate cu sarcinile +Q,,
respectiv -Q, si avand potenlialele V,, respectiv V,. Intre sferele 1 si 2
exista diferenfa de potential V, - V,> 0 si un cAmp electrostatic caracte-
rizat de veclorul camp electric Ee (v. figura 2.6.a, b, c).

Daca legam sferele cu conductorul C, electronii liberi din acesta
vor incepe sd se deplaseze ordonat sub acfiunea campului ﬁe, avand
viteza dirijata in sensul opus vectorului Ec. Acest curent electric se
meniine atata timp cat este necesar pentru ca sarcinile aflate pe cele

doua sfere sa se neutralizeze reciproc.
Dupa aceasta, potentialele celor douda sfere devin egale in
valoare, iar campul electric dispare.

Fig.2.6

Generatorul. In vederea mentinerii unui curent constant prin C
se inchide circuitul prin intermediul unui dispozitiv numit generator
(sursd) G. Rolul lui G este de a mentine constanta diferenta de potential
V,-V,, prin readucerea electronilor de la sfera 1 la sfera 2 cu debitul cu
care acestia circula de la sfera 2 la sfera 1 prin conductorul C (circuitul
exterior al generatorului).

b) In generator electronii circuld de la borna + spre borna -, in
sens invers foriei electrice F, =—eE, a campului electrostatic si care nu
reprezintd, deci, cauza migcarii acestora.
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Definitie: Forfa care determina miscarea electronilor in interiorul
generatorului de la borna + la borna - in sens invers vectorului Ee se
numesgte forfa electromotoare, forfd indusd, sau forfd imprimatd. Se
noteazd cu F,_, iar vectorul camp electromotor se definegte astfel:

q .

Forta electromotoare (e.m.) are drept cauza, cel mai frecvent,
energia degajald in reactiile chimice din generator. In interiorul lui G
apare un vector camp electric total.

E= E +E
Daca prin conductorul C nu trece curent electric (circuit deschis) in
interiorul generatorului I + l“ﬂ" =0.

Daca circuitul este inchis, sub influenta campului E = E.,- E,> 0
(E.n > E.) electronii se vor deplasa in interiorul generatorului G de la
borna 1 la borna 2 in sens invers veclorului F —eE menlinandu-se
astfel conslante diferenia de potential V,-Vz, precum si valoarea

curentului in conductorul C.

2.4.2. Tensiunea electrica si tensiunea electromotoare

a) Ciderea de tensiune (U) dintre doua puncte ale unui
circuit electric inchis
Definitie: Lucrul efectuat de forfa cdmpului electric total din

circuit, ¥ - L ot Ecm, pentru deplasarea unitifii de sarcind electricd

pozitiva inlre doua puncle date a si b ale circuitului reprezint3 tensiunea
electrica (diferenfa de potenfial) dintre acele puncte.

Matematic, areasta se scrie astfel:
b b

b
U, = jL dl = j(r+L) = (B, -di+ [E,,d

qu a 3 a
b) Diferenta de potential intre douad puncte ale unui circuit
inchis

Definitie: Lucrul efectuat de forfa carnpului electrostatic Ec,

pentru deplasarea unitifii de sarcind pozitiva intre doud puncte a gi b ale
circuitului reprezinta diferenfa de potential intre cele doua puncte.
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Matematic, aceasta se scrie astfel:

h
Yo _ i, -di
94, .

vab:Va_Vb:

c) Tensiunea electromotoare (t.e.m) £ intre doua puncte ale
unui circuit

Definitie: Lucrul efectuat de forfa campului electromotor E

em ’
penltru deplasarea unititii de sarcind pozitiva intre doud puncte date
a si b ale circuitului constituie tensiunea electromotoare intre cele
doud puncte.

Wa _ hjr dl.

9,

Matematic, aceasta se poate scrie astfel: £,, =

d) Relatia dintre U,,, V.., Si .
Din relatiile scrise anterior se deduce relajia de legatura:
Us=Voo + . .
Caderea de tensiune intre doud puncle a si b ale unui circuit inchis este
egald cu suma dintre diferen{a de potential si tensiunea electromotoare
(t.e.m.) intre cele doua puncte.

e) Caderea de tensiune pe intreg circuitul inchis.
Consideram relalia pentru U,, in care facem ca “a” si “b" sa
coincida cu bomele generatorului:

b L]
U, = J‘iie di+ Ificm .d1 gia=b.

Deoarece vectorul cAmp electric £, este conservativ, circulatia acestuia
pe o curba inchisa este zero:

(J-[;cm dl=0

J

si deci in acest caz relalia pentru U, devine:
Us,=E-= (inm -dl sia=b.
K

Cu alte cuvinte, intr-un circuit electric inchis tensiunea
electromotoare (te.m.) este egald cu circulafia vectorului cadmp

electromotor, E__, calculatd pe conturul inchis C al circuitului.

com ’/
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Capitolul 3

MAGNETISM

3.1. Notiunea de camp magnetic
3.1.1. Fortele de natura magnetica

a) Coiistatari experimentale,

Experimenial s-a constalal cd intre doi conductori paraleli
parcursi de un curent electric continuu se manifesta:

- 1orte de atraclie daca curenlii in conductori au acelasi sens;

- forfe de respingere daca curentii au sens opus.

b) Natura fortelor magnetice.

Sa slabilim natura forlelor de interaclie dintre conductonii
parcursi de curenti eleclrici. Deoarece sarcina pozitiva totala a ionilor din
nodurile relelci crislaline a conductorului esle egala in valoare absoluta
cu sarcina negaliva a electronilor liberi, in ansamblu conductorii raman
neulri din punct de vedere electric, indiferent daca electronii liberi
participa sau nu la miscare in curentul care circula prin acestia.

In concluzie, conductorii fiind neulri (chiar parcursi de curenti)
caAmpul eleclric generat de acestia esle egal cu zero. Deci, forfa de
natura electrica dintre ei este, de asemenea, nula.

-Definifie: Forfa care se manifesta Intre conductorii parcursi de
curent electiic continuu se numesgte forfd magnetlica.

Denumirea provine de la faplul ca asupra unui conductor parcurs
de curent, aflal in vecinatalea unui magnet, aclioneaza o forfd de
aceeasi naturd ca intre doi curenfi. Existen{a forfei magnetice nu poate
fi explicatyi pe baza mecanicii newtoniene. In mecanica newtonian
existenta forjelor este insoliti de existenta acceleratiilor, pe cé&nd
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migcarea in curent a electronilor este uniforma. Mecanica relalivista
poate explica originea lor{ei magnetice.

3.1.2. Campul magnetic. Caracteristici

Definifie: Campul magnelic (c.m.) este o forma de existenfa a
materiei care se manifestd prin acfiunea cu o forfa de naturd magnetica
asupra sarcinlor electrice in miscare, deci gi asupra curenfilor electrici.

Interactiunile magnetice se transmit de la un punct din spaliu la
altul cu viteza finita, din aproape in aproape, prin intermediul caAmpului
magnelic. Viteza de propagare a interactiunii magnetice este egala cu
viteza “c” a luminii in spaliu liber (in vid). Interactiunea magnetica intre
doua sarcini eleclrice in miscare se realizeaza astfel.

- in prima etapa, sarcina in miscare g, genereaza in jurul ei un camp
magnetic, care se propaga cu viteza luminii in spatiu;

- in a doua etapd, cand campul magnetic s-a propagat pana la locul
sarcinii a doua, q, gﬂaté in migcare, prin sarcina q, acfioneaza asupra
sarcinii q o for{a magnetica Fm.

intfr-o regiune din spaliu existd un cdmp magnetic, daca
introducand in acea regiune o spira circulara de dimensiuni mici
parcursa de un curent constant (bucld de curent) sau un ac magnetic
suspendat (magnetometru), asupra lor se exercita forle, care nu exista
in absenfa acestui camp. Campul magnetic se caracterizeaza in fiecare

punct din spaliu prin veclorul induclie magnetica B si prin vectorul
camp magnelic i (excitatie magnetica) tangenii la linia de camp
magnetic (B =pll, pentru vid: B=p T, p=p, p, p=4n107 H/m. u,
represinta permeabilitatea magnelica a vidului).

3.1.3. Legea lui Lorentz. Legea forfei electromagnetice
(magnelice)

Din considerente experimentale rezulta ca: forla cu care
actioneaza o mullime de sarcini punctuale q, ce se deplaseaza cu
vitezele v, asupra unei alte sarcini punctuale g aflata in miscare cu

viteza Vv are expresia urmatoare: F=q(E+Vx fl). Aceasta relatie
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constiluic forma malemalica a legii lui Lorentz. Primul termen F, =qE
se numesyle forla electiicd; vectorul E descrie campul electric creat de
sarcinile ¢ in punctul in care se afla sarcina q. Termenul al doilea
I =qv> B so numeste forfd magneticd. Vectorul induclie magneticd B

caracleri-eazz cdmpul maynelic in punctul in care se afla sarcina q,
predus de sarcinile q, aflate in miscare.

Forla I depinde de sarcina q $i exista numai daca atat sarcinile
q; care aclioneaza cat si sarcina care suferd acfiunea q sunt in migcare;
k este deci ¢ forfd eleclrodinamica.

m

Caracleristicile forfei magnetice I-T,“ :
Mdarimea (modulul): 'f’m| =qvBsina, unde a este unghiul dintre
vectorii v si 1.
[ ,daca viB
e, |\ > i,i! = { vBsina  ,daca a = (C', i§) #0, a este oarecare
[ 0 ,daca V”i;

Nrecpa: Fm este un vector perpendicular pe planul format de
vectorii Vi 3 '
Scosu/: este dat de regula mainii drepte. Daca degetele mainii

drepte deschise sunt orientate in sensul vectorului B, in asa fel incat
degetul mare <3 fie oricntat in direclia vectorului vitezd v a sarcinii, atunci

vectorul foi (4 'f'm icse din palma, daca q > 0, si din dosul palmei, daca q < 0.

3.1.4. Liniile campului magnetic

Campii magnetic este un camp veclorial: fiecarui punct din

spalivl cu ¢arip magnelic | se poale alasa un vector B, numit vectorul
induclie m.igrictica.

Li<finifie: Linia din camp cu proprielatea ca are ca tangentd in orice
punct al ¢i iin vector cdmp magnetic B se numesgte linie de camp magnetic.
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Proprietafile liniei de can:p magnelic:

a) Prinlr-un punct din spaliu poate trece o singura linie de
camp, deci liniile de camp magnelic (ca si cele de camp electric) nu
se pot intersecla.

b) Liniile cdmpulut magnetic sunt curbe inchise (spre deosebire
de liniile campului electrost.ic).

c) Liniile de camp sunl curbe orientate. Orientarea liniei este
data de orientarea polului nord al ninui ac magnetic de busola plasat in
punctul respectiv.

d) Un fascicul de lini de cirp care se sprijina pe un contur inchis
formeaza un tub de camp. I orice secliune a tubului de camp, numérul
liniilor de camp este constanl (v. fig.3.1). Tuburile de camp pot avea
sectiune transversala variabild. Aceslea pot fi de doud felurii cdmp
convergent (v. fig.3.1.a), canp diveigent (v. fig.3.1.b). Campul omogen se
caracterizeaza printr-o seclivne constarta a tubului de camp (v. fig.3.1.c).

Consecinfa: Liniile campuliii magnetic omogen sunt paralele i
echidistante.

Pornind de la expresia fortei Lorenlz se poate deduce unitatea
de masura in S.I. pentru inductia cAmpului magnetic: fes/a.

<B>g, = (1IN 1s)/(1C 1m) = IN/(1A 1m) = 1T.
O alta unitate de masura freovent utilizatd este gauss (Gs). Intre cele
doua unitati exisla relajia: 117=10"Gs.

ke

<« |

a " C

Fig.3.1

3.1.5. Fluxul can:»udiif magnetic

a) In cazul in care campul magnelic esle omogen, iar suprafata S
este normal3 la liniile de camip fluxci cAmpului magnetic este: ®;=BS.

b) In cazul in care campul magnetic este omogen, iar normala i
la suprafala S face un unghi «: cu linile de camp, fluxul campului
magnetic este:

@, =13.S=Rh-#.$=B-S-cosa.:
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c) in cazul in c¢are campul magnetic este neomogen, iar
suprafata S nu este pland, fluxul magnetic elementar, d®, =B-d§
corespunde unei suprafeje orientate mici ds cu proprietatea ca in orice
punct al acesteia B = const.

Fluxul total (integral): @, = Hﬁ-dg = HBdscosa.

' S S

d) Fluxul cdmpului magnetic printr-o sunrafa{a inchisa:
&, = ﬁEdE = Squscosa
S S

Unitatea de masura a fluxului magnetic in S.1. se humeste

weber, cu simbolul Wb:
1Wb = 1T 1m?.

3.1.6. Legea lui Gauss pentru campul magnetic

a) Forma integrala a legii lui Gauss.

Campul magnetic, spre deosebire de campul electrostatic, se
caracterizeaza prin linii de cadmp Inchise. Cu alte cuvinte, orice linie de
camp magnetic, care intrd intr-o suprafala inchisa S, trebuie s iasa din
aceasta, ceea ce inseamna ca fluxul @dg4 al inductiei campului magnetic
prin suprafata S inchisa este egal cu zero.

Fluxul C;;—npU/Ul magnetic printr-o suprafafd finchisa este nul.
M, = ﬁﬁ-dE =0
S

Observatie: | egea lui Gauss este satisfacuta si de campurile
magnetice vanabie in timp, (nu numai de cele statice) precum si de cele
neomogens (nu numai de cele omogene). Aceasta lege argumenteaza
inexisten{a monopolilor magnetici.
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b) Forma diferentiala a legii lui Gauss.
Pentru a se obfine legea lui Gauss sub aceasta forma se aplica

teorema Gauss-Ostrogradski : (ﬂé-d§ = ”J‘(ﬁ-ﬁ)-dr, care impreund
S \Y

cu relatia anterioara: @, = {Hﬁ-d§ =0, conduce la: |V-B = 0| Aceasta
S

reprezinta forma diferentiald a legii lui Gauss. Aici, ds este elementul de

arie de pe suprafala S, iar dt este elementul de volum din volumul 4

delimitat de suprafafa inchisa S. Elementul de arie ds se considera a

avea orientare si se reliefeaza acest lucru printr-un versor orientat n

normal pe elementul de arie, astfel cd: ds =n-ds (v. fig.3.2). Nabla, v,
reprezintd un operator denumit divergen{a si care se mai noteaza cu div.

Aplicat unui vector, cum este vectorul inductie magnetica B, rezultatul
este un scalar (un numar) fapt sugerat de modul de scriere analog

produsului scalar: V-B =divB =scalar.

c) Consecinta a legii lui Gauss:
Lemd: Fie (S’) o suprafafa arbitrara ce se sprijiné_ pe curba (C)

care inchide o suprafat (S). Atunci, In valoare absolutd: ®¢, = (bg .

B/

il
At e
N

Fig.3.3

Demonstratie. Fie suprafata S arbitrara marginita de curba
inchisa (C). Pe aceasta curba se sprijind o suprafata arbitrara S', astfel
incl reuniunea S U S’ = I reprezintd o suprafald inchisa ce delimiteaza
un volum t,. Dupa regula burghiului drept, asociem suprafefei S versorul
n intr-un punct oarecare A si indreptat in sus.

Versorul n' intr-un punct oarecare B al suprafetei S’ va fi orientat
dupa regula burghiului drept spre exteriorul suprafetei S'.
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Conventie referitoare la normala (versorul) dusd Intr-un
punct aibitrar la o suprafafa inchis4: Normala intr-un punct oarecare
apartinand la o suprafaid inchisa este orientatd intotdeauna spre
regiunea pozitiva a suprafefei, adica spre exteriorul ei.

In cazul problemei de fata, versorul dus i punctul A care
respectd aceasta conventie va fi orientat in sens opus lui n, adica: -n.
Pentru a arata ca fluxul campului magnetic prin (S) este egal cu fluxul
campului magnetic prin (S’), scriem teorema Iui Gauss pentru
magnetostatica, relativ la suprafata inchisa ¥:

rﬂﬁ-d§=0, dseX.
L

Deoarece XI=SUS', rezulta: (ﬂﬁ-dﬁ': Hﬁ-d§+ ”ﬁ-dé"zO, unde
I S s
dseS, ds'e§', ds =ds-(-n). Prin urmare: - ”f}-d's'+ Hﬁ-d?: 0.
S s

Cu alte cuvinte: ®} = d¢, adica ceea ce trebuia demonstrat.

3.2. Actiunea campului magnet.c asupra curentului electric

3.2.1. Vectorul element de curent

Fie o porfiune de lungime dl dintr-un conductor sublire, atat de
mica incat sarcina totala dQ a purtalorilor de curent din interiorul lui
poate fi considerata punctiforma.

Definifie: Daca intensitatea curentului electric prin conductor este

I, atunci elementul de curent se defineste prin vectorul 1dl, avand
modulul egal cu produsul dintre intensitatea curentului l si lungimea dl a
portiunii de conductor. Sensul vectorului este, prin convianfie, acelasi cu
sensul curentuluil In conductor.

3.2.2. Legea lui Laplace

a) Forma diferentiald a fortei magnetice (legii lui Laplace) ce
actioneaza asupra unui element de curent.
Fie un conductor parcurs de un curent I, pe care definim un

element de curent Id1. Presupunem cad conductorul se afla Intr-un
camp magnetic omogen de induclie B (v. fig.3.4).
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Expresia forlei elementare dF cu care actioneaza campul
magnetic omogen de inductie B asupra sarcinii dQ conlinutd in
elementul de curent Id1, in conformitate cu relatia lui Lorentz este:

dF = dQ (v x B)
unde v reprezinta viteza in curent a purtatorilor de sarcina din conductor.
Daca ana secliunii transversale a conductorului este S, sarcina unui purtator
de curent q. iar concentralia lor este n, atunci sarcina totala din elementul
de curent este dQ = n-qS dl. Se poate scrie succesiv:
dF = n-q~S~d|-(\7x f}).
Deoarece viteza v a electronilor este in lungul conductorului deci de-a

lungul elementului de lungime dl, putem scrie
di-v=dl -(v - 7) = v-(dl- f) =v-dl unde i reprezinta versorul lui di.

dF =dQ-(vx B), '2((]1—(1) = dQ=1dt; dF =Idi(vx B);

=0 dl = ¥dt; dF =1-(dl x B)
«
in concluzie, putem formula legea (forfa) lui Laplace sub forma
diferentiala:
Legea lui Laplace: Asupra elementului de curent 1d1 aflat in

<l

campul magnetic omogen B, actioneaz forfa elementard dF =1 {d1 x B).
Aceasta este dinjata nerpendicular pe planul format de vectorif Id1 si B, iar
sensul forfei dF este acelagi cu al produsului vectorial dixB.
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Cazuri particulare:

Daca elementul de curent Id] este paralel cu vectorul B, atunci
|de x ﬁ| =dl-B-sin0" = 0 si, deci, forfa magnetica dF este zero.

Daca 1d1 este perpendicular pe B, atunci:
|d'i x 1‘3| = dl-B = max gi deci forfa dF este maxima, dF =1-dl-B.

b) Forma integral3 a fortei magnetice (legii lui Laplace) ce
actioneaza asupra unui curent liniar finit de lungime L

Fie un conductor rectiliniu de lungime L parcurs de un curent
electric de intensitate I=const. si care se afla intr-un camp magnetic
omogen de induclie magnetica I§=co_r;st. Pentru a obtine expresia
fortei magnetice ce actioneaza asupra intregului conductor trebuie

efectuata suma vectoriala (integrala) a tuturor forfelor elementare:
dF = 1{dixB)
L L
F=[dF=1[dIxB.
0 0
In continuare sa scriem vectorul d1xB prin versorul sdu n, in care o

este unghiul dintre vectorul B si conductorul aflat in camp magnetic:

di xB=|dTx B ii=dI-B-sino. 7

1.
Rezulta: ﬁzI-B-sina-ﬁIdl=I-B-L-sina-ﬁ=l-(lixl§).
0

F= l(f, x f}) reprezinta forma integrald a legii (forfei) lui Laplace pentru
un curent liniar de lungime L (legea lui Laplace).

Modulul fortei Laplace: F =L L ‘B sina.

Directia fortei Laplace este perpendiculara pe planul format de
vectorii L. i B.

Sensul este dat de regula burghiului drept (v. fig.3.5.a).
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Fig.3.5

c) Aplicatie la legea lui Laplace: Forta magnetica Laplace ce
actioneazd asupra unui curent inchis aflat in camp
magnetic omogen de inductie constanta

Imparim conductorul inchis in elemente de curent ldT‘. =12, .,

n asupra cdrora vor acliona forjele magnetice elementare dI;, a caror
rezultanta vectoriala este:

F = dF, + dE,+..+dF, = Id], x B+ Idl, x B+..+1d], x B
Deci:
F=1(d], +dl,+.+d],)x B.
Deoarece suma dl, + dL+..+dl, =0 (Rezultanta a n vectori care formeaza
o linie poligonala inchisa este zero), rezultda F = 0 (v. fig3.5.b).

Concluzie: Forfa magneticd ce acfioneazd asupra unui circuit
inchis aflat In cdmp magnetic omogen este nula.

3.2.3. Campul magnetic al unei sarcini electrice
punctiforme aflate in miscare

Fie un punct P, aflat la momentul t la distanta instantanee r(t)
de sarcina q, aflatd in migcare cu viteza v(1), care genereaza campul

magnetic B(t) (v. fig.3.6).
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Fig.3.6

Fie ¢ (1) versorul veclorului de pozilie (1), dus de la sarcina q

la punctul P. Expresia vectorului induclie magnetici B(t) ce

caractenzeaza campul magnetic al sarcinii punctiforme q, in punctul P,
are forma urmatoare (fard demonstratie):

- ", VxC
B(t)==>-q- —
(=7 q[

Mo VxT

ol

(O] an

(°)

|

unde T =r1-¢,.

Concluzie: Inducfia cdmpului magnetic B generat de o sarcind
punctiforrnd q. mobild intr-un punct oarecare P esle perpendicular pe
planul format de vectorii v si ¢, si este orientat In sensul vectorului

produs vectorial v x ¢, .

3.2.4. Legea lui Biot-Savart-Laplace

a) Forma diferentiala a legii lui Biot-Savart-Laplace
Aceaslta lege exprima induclia campului magnetic generat de un
element de curenl. Fie un conductor de o forma oarecare parcurs de un

curent eleclric de intensitate 1. Fie elementul de curent 1d1 apartinand
conductorulii si P un punct arbitrar din spaliu. Daca r(t) este distanta la

un moment dal de la elementul de curent la punctul P si € (1) este
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versorul vectorului de pozitie T(t), atunci vectorul induclie a campului

magnetic elementar, dB, generat de elementul de curent 1d1 in punctul
P are expresia urmatoare:

dg=to A6 o dlxT
4n r 4n r

(Legea Biot-Savart-Laplace)

Fig.3.7
Demonstratie: Din relatia (*) de mai sus rezulta:
dB=k-dg % — k. 1.at % k. (4E o dl =L
r r r’ r

Ko

unde dq este sarcina electrica cuprinsa in elementul dl, iar k = 4
n

Aceasta lege furnizeaza valoarea si orientarea vectorului JdB
(inductia cAmpului magnetic elementar) generat de elementul de curent

Id1, intr-un punct P situat la distania r = r(t) de elementul de curent.
Acesta este perpendicular pe planul format de vectorii di i versorul ¢,

al vectorului de pozifie corespunzator punctului P. Sensul lui dB este
dat de regula burghiului.

b) Forma integrala a legii lui Biot-Savart-Laplace
Fie un conductor oarecare de lungime finitd L, parcurs de un

curent electric de intensitate 1. Campul magnetic de.inductie B creat de
conductor in punctul P arbitrar din spafiu se obfine prin integrarea
relaiei anterioare. Prin urmare, forma integrald a legi Biot-Savait-
Laplace are urmatoarea expresie:
B Ij'dfi pljlxe= j-dlxr_
b 4n r b
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Integrala se extinde asupra intregii lungimi, L, a conductorului.
Orientarea lui B in punctul P depinde de forma conductorului si coincide

cu orientarea rezultantei tuturor vectorilor elementari dB generafi de
elementele de curent din care este constituit conductorul.

c) Aplicatii ale legii lui Biot-Savart-Laplace.
¢ Inductia magnetica produsa de o spird circulari de razi R
in centrul acesteia.
Fie o spira conductoare de raza R parcursa de un curent electric
de intensitale constanta, 1.

B

(&)

Fig.3.8
Aplicam legea lui Biot-Savart-Laplace sub forma integrala:
~  pl (dl xR
B=""-4q--———
4n 4 R’

C
dlxR= Idl x Rl-ﬁ, unde n este versorul normal la planul spirei,

F

|dixﬁ]:dl-R-sin§=d|-R,deciz

]—jzﬁ._}%.(jdlzﬁ._ﬁi.znllzy"_.ﬁ
4nR*” !

gotol 5 gkl
2R 2R

Prin urmare, inductia campului magnetic in centrul spirei de raza R este
direct proporiionald cu intensitatea curentului prin spird si invers

proportionald cu raza acesteia. Sensul campului B este dat de regula
burghiului drept, iar direcfia este data de normala la planul spirei.
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¢ Inductia magnetica produsa de un fir liniar, infinit de
lung, parcurs de un curent I constant, intr-un punct
exterior Ini.

Fie un conduclor rectiliniu, infinit de lung, parcurs de un curent
eleclric constant de intensitate 1 si un punct P siluat la distanta b fala de
conduclor (v. fig.3.9). Sa calculam inductia magnetica in punclu F.

Utilizand formula Biot-Savart-Laplace rezultd urmatoarele:
ol AUt dlxE (,Q:M.Mﬁ.ﬁ

4n P an 4n r

unde dIx&, =|dix&, |i,iar ii este versorul vectorului dlx ¢, .
Deoarece l(lll- X L| =dl-sin0 silgd = b/l, I bAgd = b(cost)/(sinn)

rezulta: dl = -b(do)/(sin’0). Pe de alla parte, din figura 3.9 rezultd ca r*= 1" +
+ b7 = b’/sin’0. Deci din (**) rezulla:

» o o _ -
B= I(IB _pln jsm 0do = _ul n-cosff; = L
- dnbh 4nb 2nh
~ I .
(la "+" unghiul 0=n, iar la"-oo" unghiul 0=0), deci: B = ;—'—} i
LTLD
N
Modulul inductiei campului magnetic este, prin urmare, B-=: -%lf-’l :
2nh

direclia este datad de langenta in punctul P la linia de camp maanetic
care trece prin P, iar sensul se stabileste cu regula burghiului drept.
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Concluzie: Inductia campului magnelic al curentului liniar, infinit
de lung, intr-un punct din spatiu este direct proportionala cu intensitalea
curentului electric si invers proportionala cu distania de la axa
conductorului la punctul considerat.

Linille caAmpului magnelic al curentului rectiliniu, infinit de lung,
sunt cercuri concenlrice in plane perpendiculare la conductor si centrate
pe axa conductorului.

Sensul liniei de camp este dat de regula burghiului drept. se
roleste burghiul astfel incat acesta sa avanseze in sensul curentului din
conductor. Sensul de rotatie al manerului burghiului da sensul liniei de
camp magnetic.

3.2.5. Legea lui Ampeére din electromagnetism

a) Prima forma integrala a legii lui Ampeére.

Legea lui Ampére reprezinta una din legile fundamentale ale
electromagnetismului.

Fie un conductor infinit, rectiliniu, parcurs de un curent de
intensitate 1. Acest curent creeaza in jurul conductorului un camp
magnetic ale carui linii sunt cercuri concentrice si esle caracterizat in
fiecare punct de vectorul inductie magnetica B tangent la linia de camp.
Legea Iui Ampere are urmatoarea forma matematica:

(ti.)

- 0, daca conturul C nu incercuicsc curentul |
Ez(jB-dlz
B

1,]l, daca conturul C incercuiese curentul |

unde & (tensiunea magnetomotoare) reprezinta circulatia vectorului inductie
magnetica a unui camp stationar B, pe un contur C inchis din spaliu.

Demonstratie:

a) Conturul de integrare C nu incercuiegte curentul 1.

Fie un conlur de integrare parlicular abcda inchis, in campul
magnetic produs de curentul electric 1, care intrd in pagina normal pe
aceasta (v. fig.3.10). Descompunem, in continuare, integrala pe conturul
inchis C in palru inegrale:

(jii-diz IB-dT, + If}-diz+ jfz-di_, v Iﬁ-dL
2 2 2 ’ 2

ab be cd da
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Deoarece pe punctele segmentelor ab si cd ale conturului este

indeplinita condifia B.di, si BLdl, rezults B-di =B.dI, -cos%zO,

respectiv B-di, = B-dI, -cos% =0 (v. fig.3.10).

Fig.3.10

Deci, Iﬁ-d‘, = IE-dT, =0. Pe arcul de cerc bc vectorii B si dl, sunt
ab cd

antiparaleli, B-di, =B-dl,cosn=-B-dl,, iar B=2ili (a se vedea
nr,

punctul (c) din subcapitolul 3.24 ).

) - Pl
Deci, B-dL, =-|B-dl,=-B|dl, =--Bl, =-Br6=--—"0,
j L I ) I =Bl =-Brf = ¢
be be be

unde |, reprezinta lungimea arcului bc, iar 0 unghiul la centru.
Pe arcul de cerc da vectori B si dl, sunt paralel,

B-di, = Bdl, cos0 = Bdl, , iar B= ol

2nr,
Deci, [B-di,=[B-dl, =B [dl, =B-1,=B-r, 0=l g unde i,
b4 b 3 2n
da da da
reprezinta lungimea arcului de cerc da. Rezulta ca:
B-di=0.
C
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B) Conturul de integrare Incercuieste curentul 1.
Cel mai simplu contur care incercuieste curentul este un cerc de

raza r, = r (o linie de camp) C, (v. fig.3.10). Deoarece B este tangent in
orice punct al cercului putem scrie:

(j-ﬁ-df ':ij~d|-COSO=LOI- cjdl =p—°l-2nr=;lol,
A c 2nr o 2nr

adica ceea ce trebuia demonstrat.

Observatie:

1) Deoarece orice curba din planul normal la curent poate fi
descompusa intr-o infinitate de drumuri radiale si de arce de cerc, relafia
(***) este adevarala indiferent de forma conturului (chiar daca conturul
este o curbd care nu este plana).

2) Daca conturu!l de integrare C incercuieste mai mulli curenti de
direclie si sens diferite, atunci in relatia (***) intra suma algebricd a
acestor curenti 1=1,+1,+...+1,, iar legea lui Ampére se enunta astfel.

Circulafia vectorului inducfiei magnetice pe un contur inchis este
egald cu produsul dintre constanta universald |\, si suma algebricd
a cureritilor electrici incercuifi de conturul de integrare C.

Escj‘ﬁ-di -—410ilk
C k=1

si&=0
dacd conturul C nu incercuieste curentii.

Constanta universala i, se numeste permeabilitatea magneticd a
vidului si are valo.yrea urmatoare: p,= 4n - 107 H/m.

b) A doua forma integrala a legii lui Ampere.

Daca conductorul este masic si printr-o suprafaia S arbitrara din
acesta circula un curent variabil 1 a carui intensitale este data in funciie

de densilatea de curent j = j(x,y, 2), I = H]dE atunci rezulta /legea lui
S

Ampére sub forma integrala:
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Circulatia vectorului inductie magneticd B pe curba inchisd C, care
inconjoard curentul I, este egald cu produsul dintre permeabilitatea

magneticd a vidului, ., gi fluxul vectorului densitate de curent ]

calculat pe o suprafafd S, arbitrara care se sprijind pe conturul de
integrare C.

Fig. 3.11

Suprafafa S., strabatutd de distributia cuntinua de curent de densitate
J(x,y,z), pe care se calculeaza integrala din membrul drept, are o

forma arbitrard si se sprijind pe conturu! inchis de integrare (curba C).
Aceasta suprafatla este diferitd de cea marginitd (subantinsa) de curba
Csinotatdinfigura3.11cu ..

c) Forma diferentiala a legii lui Ampeére.
Pentru a obtine legea lui Ampére sub forma diferenfiald cau
locald se va aplica teorema lui Stokes, ({ﬁ-dl = J'J'?x B-ds, in refafia
C Sc¢
anterioara (a doua forma integrala a legii lui Ampére):
£=dB-di = [[VxB-di=p, [[j-d5, deunde:
C Se Se
VxB=p,j.
unde nabla, V, reprezintd operatorul rotor care se aplica unei marimi

fizice vectoriale reprezentata aici prin vectorul inductie magnetica B gi
care se mai noteaza cu rot. Aplicat unui vector, operatorul rotor este tot
un vector, fapt sugerat de modul de scriere analog produsului vecturial:
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-

VxB=veclor. S; reprezintda suprafala S pe care se calculeazazi
integrala anterioara §i care se “sprijind” pe conturul inchis de forma
oarecare C.

Din cele doua relalii rezults legea lui Ampere sub forma diferentiali:

Rotorul vectorului inductie magneticd este proporfional cu
vectorul densitatea de curent ] , avand aceeagi orientare cu

aceasta: VxB=y_)

Aceasta este cea mai simpla si cea mai generala expresie care leaga
inductia campului magnetic ( B) de purtatorii de sarcinad in miscare ( j),
care constituie sursele lui.

3.3. Fenomene electromagnetice variabile in timp
3.3.1. Legea inductiei lui Faraday

a) Constatari experimentale.

Se apropie polul nord al unui magnet de o spira conductoare inchisa.
In circuit apare un curent indus I, pus in eviden{i de un galvanometru G,
inclus in circuit. Vectorii inductie magnetica al magnetului si al curentului indus
sunt ilustrate prin linii de camp, iar sensul curentului indus printr-o sageata.
Curentul I, dispare cand magnetul nu se mai deplaseaza.

Se indeparteaza de spira polul nord al magnelului. In spird apare
un curent electric indus 1, de sens opus celui de la experimentul anterior.
Acul galvanometrului va devia in direclie opusa.

Fig. 3.12
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Experienielor anterioare le este caracteristic taptu! ca are foc o
variatie a fluxului campului magnetic ce strabate suprafala marginita de
spira. In primul experiment, fluxul cregte, iar in al doilea, fluxi! scade.

Concluzia lui Faraday:

Intr-un circuit conductor inchis se induce un curent ori de cate
ori variaza fluxul campului magnetic prin suprafata marginita de
conturul circuitului.

Definitia 1. Curentul electric generat (excitat) de campul
magnetic, intr-un circuit inchis fara sursa, se numegte curent de inducfie,
iar fenomenul de producere a curentului electric cu ajutorul campului
magnetic se numeste inducfie electromagnetica.

Definitia 2: Tensiunea electromotoare (t.e.m.), E£. care
delermind existenfa curentului electric indus I, se numesgte tensiune
electromotoare indusa.

b) Legea inductiei a lui Faraday pentru un circuit.

o) Prima forma diferentiala a legii lui Faraday.
Enuntul legii inducliei lui Faraday este urmatorul:

Tensiunea electromotoare indusd intr-un circuit este egala cu
viteza de variafie a fluxului campului magnetic, luata cu semn
schimbat
dd () .

£ = L= — ot
S, it (t)

Aceasta lege este universal valabilda. O alta formulare posibila
poate fi si urmatoarea:

Tensiunea electromotoare indusa intr-un circuit este egald cu der fa
fluxului campului magnetic in raport cu timpul luatd cu semn schimbat.

Demonstatie: in cele ce urmeaza este prezentatd demonstratia
legii lui Faraday sub forma diferentiala.
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Fig. 3.13

Presupunem un camp magnetic B neomogen si constant in timp
(adica, sursele care i1l genereaza sunt stajionare). Consideram ca
circuitul C de forma oarecare din figura 3.13.a se deplaseaza din poziia

(C,) in pozilia (C,) in intervalul de timp dt. Un element oarecare dl din
conturul (C,) se va deplasa in intervalul de timp dt cu viteza v,
parcurgand distanta dr. Fie (S,) suprafata marginitd de conturul (C,),
iar (S,) suprafata marginita de conturul (C,).

Fluxul inductiei campului magnetic prin suprafata (S,), la
momentul de timp t, este:

®(t) = [[B-d8, dseS,.
5

in vitutea lemei demonstratd in subcapitolul 3.1.6.c putem scrie
urmatoarele (v. fig.3.13.a):

!Ijé.d§= {jé.d's::SLIIé.dg: {Iﬁ'd“yﬁ‘dg-

unde ¥ = S,uU S, suprafata I sprijinindu-se pe S,. Deci, putem scrie:
d(t+dt) = [[B-ds = (1) + HB-dE :
S, s
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unde @D +dt)-P(t) =dd- reprezintd variafia elementard a fluxului

magnetic in timpul dt. Elens2::lul de arie ds €S. Deoarece (v.fig.3.13.b):
 ds=ds-n=3n dl-dr-sine=n-dl-v-dt-sina,

a8 =i it - o] = foxdildt=[Fx i,
relatia scrisa anterior deviii.
[[B-ds =did(vxai) B=—datd[oxB)di =-dtJE,-di.
S C, C, G
unde s-a folosit in ultima e¢alit-te urmatoarea proprietate a produsului mixt:
a-(bxc)= b (cxa)=¢-(axb)=-c-(bxa).
Datoritd deplasaru o'cmentului de circuit di in camp magnetic
de inductie B cuviteza V, »supra sarcinilor electrice continute in acest
element de circuit actione~ > o forta Lorentz f*‘L = e-(Vx ﬁ).

Avand in vedere ci tensiunea electromotoare (t.e.m.) este
definitd prin circulafia fort=! ce aclioneazd asupra unitafii de sarcina

- F - .
E = —'l— =-VxB, unde L, reprezintd cAmpul electric indus in circuit,
c

rezulta:
[[B-ds = —dtdE; -dT=-dt-&,
S ol
unde &, este t.e.m. indusa ir circuitul (C,): &, = cffii .dl, E, este campul

o]

electric indus. Prin urmare: 9 = ”B -ds =-dt-E&,.
S

In consecinta:

L __do]
L dt

Am demonstrat asifei ca tensiunea indusad Intr-un circuit aflat in
miscare este egald cu vitcra de variatie a fluxului campului magnetic
printr-o suprafald marginitd de circuitul considerat. Acest enunt
constituie legea inducfiei a /i Faraday sub forma diferentiald sau locala.
Legea lui | enz explica ex:st2nja semnului minus din legea lui Faraday.
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Legea lui Lenz: Sensul curentului electric indus, I, este In asa
fel, incat irducfia cadmpului magnetic propriu, ﬁi, tinde si anihileze

variafia fluxului magnetic care produce curentul [..

O alta formulare posibild ar putea fi si urmatoarea:

Curentul electric indus are sensul In care cdmpul magnetic
generat de el se opune variatiei cdmpului magnetic inductor.

}) Forma integrala a legii lui Faraday.

Fie un circuit inchis format dintr-o spira conductoare, care se afla
in repaus si de care se apropie (sau se departeaza) polul nord al unui
magnet permanent. In spird apare o miscare ordonald a electronilor
(curent indus), avand drept cauza un camp electric indus Ei a carui
aparilie este determinata in virlutea legii lui Faraday de variatia fluxului
campului magnetic.

Tensiunea electromotoare (t.e.m.) indusa £ in circuit este:

Pe de alla parte, expresia t.e.m. de-a lungul circuitului inchis C are

expresia: &, = C_{Ea -d1 = circulatia vectorului camp electric indus Ei de-a
C

lungul spirei conductoare. Din punct de vedere fizic & reprezintd lucrul

efectuat de campul electric indus I—Ei pentru deplasarea unitdfii de

sarcinad pozitiva de-a lungul circuitului dat C.

Deoarece ¢ = HB-dE, rezulta:
S

S,Edﬁi-diz—99=——IIB(l) ds = - jj—— ds
C

unde S reprezinla suprafala spirei conductoare, iar C este curba care
inchide aceasta suprafald; S este fixa deoarece spira este in repaus
prin ipoteza. S-a utilizat aici urmatoarea teorema din analiza
matematica:

d"™? dp dot M or

— |f(x,t)dx = —f|p(1), t}]——fla(t), ]+ | ——dx

dﬂ(j()( ) t[ﬁ()]dt[()]n;[)ét
Daca limitele de integrare nu depind de variabila timp t, (ca in cazul
nostri) atunci:
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d d

ap _ 0, o

dt dt
Prin urmare, In acest caz se poate scrie:

a(l—(:"f(x,t)dx = :[gdx

0.

Acest lucru a fost utilizat pentru a scrie forma integrala a legii lui
Faraday in cazul in care se considera S fixa.

Daca B = ﬁ(t;x, y,z) atunci: d—B = 6—B

dt ot

Forma integrald a legii lui Faraday este:
R dB .
qE. -dl =~ ||—ds]|.

(J ‘ g dt

7) A doua form3 diferentiala a legii lui Faraday.
Forma difereniiald a legii lui Faraday se poate scrie utilizand

teorema lui Stokes:

z{ﬁ-di: H@xﬁ.dgv
in felul urmator: ( B ) ]

g=qE,-di = [frotE, -d5 =~ [[2d8, rezults rotE = -2,
¢ Sc S, a U

C

UxE =~
a

Observafie: Daca B nu este functie numai de timp, t, ci si de
2

pozifie, (de coordonatele x, y, z) atunci d_? =

c) Camp electric neconservativ. Caracteristici.
Definitie. Vectorul camp electric, fii , asociat cu variafia In timp a

vectorului camp magnetic, B(1), nu este conservativ deoarece circulafia
sa pe un contur inchis nu este nula,
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Lju dl = ”%?dE 20.

S¢
Un astfel de vector electric, ., se numeste indus, imprimat sau
electromolor.

Observatie: In ecuatiile lui Maxwell care vor urma in capitolul 4
campul electric neconservativ E, va fi notat fara indicele “i" fara ca sa

existe pericolul confuziei dintre acesta si campul electric de natur3
eleclrostatica, notat la fel.

Caracteristici:
- Campul magnetic variabil in timp é(l) generen:3 campul

electric neconservativ E , adica: &, = 4Ei -dl =0,
Z

- Pentru aparifia campului electric indus —Ei la vavatia in timp a
campului magnetic B(1) nu este necesard prezenia circuitului exterior.

Campuil electric E, apare i In vid.

- Aparifia curentului indus I, presupune, spre deosebire de
curentul de deplasare, existen{a unui mediu conductor, cu purtatori de
sarcina capabili sa se deplaseze ordorat sub influenta cAmpului electric

indus Ei. In esentd, te.m. (£) indusd intr-un circuit este rezultatul
separdarii in conductori a sarcinilor de semn opus sub influenta cAmpului
electric indus E;.

- Linille campului electric indus E, neconservativ sunt curbe

inchise. Daca, de exemplu, cAmpul magnetic omogen ﬁ(t) creste

(ﬁ(t) >-0) atunci linile de camp electric sunt cercuri concantrice n

plane normale la linile campului magnetic, care inconjoard liniile
acestuia (v. fig.3.14).

- Sensul liniilor cAmpului indus este dat de legea (regula)
lui Lenz.

- In figurile 3.14.a si b in care B(t) descreste, respectiv, creste,
este prezertat sensul linillor de camp electric indus corespunzator.
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Fig.3.14

3.3.2. Inductia magnetoelectrica

a) Incircarea unul condensator. Circuit RC in curent
continuu.

Experiment:
Sa urmarim modul in care se Incarcd condensatorul C intre

placile caruia este vid prin rezistorul R, cand In circuit se afla sursa de
tensiune electromotoare, £ Dacd comutatorul K ests inchis, tensiunea

electromotoare a sursei creeaza in circuit un curent electric i(t) variabil,
placa superioard a condensatorului incarcandu-se pozitiv, iar placa
inferioara, negativ (v. fig.3.15).

-/——{::}——‘
I K R |
g = OF=3

qh == C
_|'-_
.
Y

Fig.3.15

Experienta aratd cd incarcarea condensatorului nu are loc
instantaneu ci intr-un timp finit, intensitatea curentului electric i(t) fiind
maxima la momentul initial t = 0, iy = i(0) = I,, (momentul cand se inchide
circuitul) si scade exponential apoi catre zero dupa un timp suficient de
lung (matematic, t—>x).

Expresia matematica a curentului i(t) se afld astfel: notand cu
u. = q/C diferenfa de potential la un moment dat t, de la bcrnele
condensatorului C, legea 2 2-a a lui Kirchhoff conduce la ecuatia
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E-u.—iR=0sau&=iR +q/C. Marimile £ R si C sunt constante, iar i si q
sunt marimi variabile In timp. La momentul t=0, la inchiderea comutatorului,
condensatorul este considerat compiet descércat, adica u(0) = 0 si singura
tensiune in circuit esle tensiunea electromotoare £ a sursei. Deci,
intensitatea initiala a curentuiui, i(0) = |, este datd de ecuatia £ = u(0) + i(0)
‘R=i(0) R=1,R, de unde rezultd i,= &/R. Derivand ecuatia £ = iR + g/C in
raport cu timpui t si Tniocuind | = dg/dt, rezuita:
di 1 di dt
—R =-— sau — =——— (lg=q = u(0) = 0).
dt C T =" gre o= 0l0) =0)
integrand acum aceasta ecualie Intre momentele t = 0, cand | =, git>
> (0, cand intensitatea curentuiui electric este i, rezulta:
'odi 1
—=~-—1{dt = in{i)-In(I,)=-RC,
JT=%c § (i)-In(1,)
de unde:

i =1, ﬂexp(—L)
1 RC

Concluzie:

La Inchiderea unui circuit de curent continuu care confine un
rezistor R (de rezisten{d electricd egald cu R) i un condensator C (de
capacitate electricd egald cu C), intensitatea curentului este maximd la
momentul inifial t = 0 si scade exponential cdtre zero cand t - .

S3 calculdm in continuare variafia In timp a sarcinil electrice pe
condensator. Pentru un intervali de timp suficient de mare i(t) scade
exponeniial la zero, i{t —» «©) = 0, iar sarcina de pe armatura
condensatorului capéta o valoare maxima Q: gq(t » «) = Q. Aceste doua
conditii permit scrierea relafiei £ = Q/C. Intr-adevar, la un moment de
timp, {, oarecare putem scrie: £ = i(t} R + q(i)/C. Pentru t - « aceasta
relatie devine: £ = i(t - «) R +q(1 - »)/C sau £ = Q/C. De unde Q =
=g C. Cele doua relalii obfinute £ = 1, R si Q = £C vor fi utilizate in
continuare la caiculul variatiei in timp a sarcinii electrice pe condensator.
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Deoarece, In conformitate cu cele amintite mai sus, I,= £/R si Q

= £C, dupa Inlocuirea relatiei i(t) =1 exp(—R—tC) ng=it) R+qt)C

se obfine expresia urméatoare: |q(t) = Q|:l - exp(—_lz%)] '

b) Expresia intensitatii cAmpului electric Intre armaturile
unul condensator incarcat.

In continuare, utilizdm legea lui Gauss, ﬁﬁ-dé’:—q—, pentru a
€
L

[}

deduce expresia intensitatii cAmpului electric, E, dintre plicile unui
condensator (unde este vid) incdrcat electric §i calculdm separat
produsul:

E.d§=(E-ii) (ds-fi)=E-ds, E=constant.
Aplicand teorema lui Gauss de mal sus, rezulta succesiv:

<§:J'E-ds=i = Ecﬁds=E-S=-q— = Eziz—q-,unde: c=9-.
. €, 3 €, Se, ¢, S
o
E=—|
e0
S, iy
- 2 >
o B =B
==y 1
P dERm: Py
Fl==3I- Sp ==
H v { 14 R s 4
o M ¢ —_— ¢
D H==30: D ==
2'.___5__: '\__S 'S4
Sy 3
a b
Fig.3.16

Observafie: Urmarind figura 3.16 rezulta:

§{E-ds = [[E-ds+ [[E-ds+ [[E-ds+ [[E-ds,
L S, S, S, S,
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unde:
I=5,u S,u S,uUS,.

Campul electric care traverseaza S, este nul, iar E_J_gz, E_L§,,
=0+0+0+E [[ds = ES, = ES, unde S,=S.

c) Curentul de deplasare.
Intrebare. Cum este posibil trecerea curentului electric continuu
printr-un circuit electric intrerupt de un condensator, intre arméturile

acestuia fiind vid?
Rdspuns: Pe masura ce condensatorul se incarca, Intre placile

lui apare un cAmp electric crescator E(t). Intensitatea curentului electric
dintre armalurile condensatorului poate fi explicata prin variatia campului
electric L(t) dintre ele.

. EO E(t)
ro() | =] -o0 =
= i
=3 i ==
= G o
i) R
Fig.3.17

S=nS, E=nS, deci: S-E=SE

intr-adevar, deoarece intensitatea curentului electric i trebuie sa
fie aceeasi in toate punctele circuitului neramificat, oricare ar fi t, (v.
fig.3.17), rezultd ca intensitatea curentului de conductie i(t) din firele
care duc la placile condensatorului la orice moment, t, trebuie sa fie
egald cu intensitatea curentului electric I,t) dintre placile
condensatorului (care nu este de conduclie): i(t) = I4(t).

Sa gasim in continuare expresia lui I, dintre armaturi.

Daca aria unei armaturi a condensatorului este S si densitatea
instantanee de sarcind superficiala este oft), atunci valoarea
instantanee a sarcinii electrice pe fiecare placa este: q(t)=o(t)S.

Deoarece vectori S=S-fi si E=E-fi au acelasgi versor i, rezulta:
S-E=S-E. Pe de alt parte, avand in vedere ca expresia intensitafii
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campului electric E intre placile unui condensator este, in modul, E =
=ole, rezultd cad q(t)=¢, -E(t)-S:r -E(t)-S. Deoarece intensitatea
curentului de conductie are expresia | = dg/dt si i(t) = I(t) rezulta:

= dE
I (t)-— S d( ) . Intrucat se deriveaza E(t) numai n raport cu variabila

t si, in general E(x,y,z;t), se nlocuiegte % cu g (derivata partiala in

raportcu t): I, = e;@.

Acest curent se numeste curent de deplasare, iar intensitatea lui
0 vom nota in cele ce urmeaza cu |,.

Daca curentul de deplasare este repartizat neuniform pe
suprafata S, elementului de suprafald infinitezimal ds il revine curentul
de deplasare dl,, iar curentul 1, prin suprafata S se obtine prin integrare:

1, =ldjd1 He —ds
0

Pe de altd parte se stie ca I, = H]d -dS si comparand cele
S

doud expresii ale lui I, rezultd expresia densitatii curentului de
deplasare in vid j;:

OE(1)

= 1) =
Jd() 80 at

Observatie: Din expresia curentului de deplasare rezultd ca
curentul existent intre placile condensatorului nu este de conducfie.
Acesta depinde, dupd cum se cunoaste, de concentratia n a purtatorilor
de sarcind, de modulul vitezei v si sarcina q a acestora: I =n v q S.
Expresia curentului de deplasare aratd, in schimb, ca acest curent

depinde de viteza de varialie a intensitafii cAmpului electric, 6%‘

dintre placi.
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d) Fenomenul de inductle magnetoelectrici. Legea fui Maxwell.

Curentul de conductie, i, care circuld prin conductorul care leaga
condensatorul de sursa de tensiune electromotoare £ este inconjurat de
linii de camp magnetic, care sunt cercuri concentrice cu centrul pe axul
firului si se afla In plane normale la fir (v. fig.3.18).

-

B, -
B . B
Jd Lt 1
1 ) j
. o)
o
Fig.3.18

Intrebare: Curentul de deplasare I, nu genereazi camp
magnetic ca i curentu! de conductie 1?

Rdspuns: Curentul de deplisare I,, al carui confinut fizic este
campul electric variabil in timp, genereazd un cAmp magnetic,
asemenea curentului de conductie i,

__=9EQ)
ld(t)_ eo a't .

Definitie: Fenomenul de producere a cdmpului magnetic, de
cdtre un cdmp electric variabil In timp se numeste inductie
magnetoelectricd (m.e.), ce reprezintd fenomenul invers fenomenului de
inductie electromagnetica (e.m.).

Legea lul Maxwell: Orice cdmp electric E(t) variabil In timp

genereazd In spafiul Inconjurdtor un cdmp magnetic B(t) variabil In timp,
numit cdmp magnetic indus.

Sensul liniilor cdmpului magnetic indus (v. fig.3.19).

Daca campul electric variaza crescator, atunci liniile campulul
magnetic indus inconjoara liniile campului electric inductor In sensul
in care ele inconjoara un curent electric ce are sensul campului
electric §i invers.
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OE
Daca E>O' atunci cadmpul electric este crescator, iar daca

oE
5 < 0, atunci campul electric este descrescétor.
— a—:’
950 3t <0

eall

Fig.3.19.

3.4. Campul magnetic in materie

Atomii sunt caracterizati printr-un moment cinetic total caruia fi
este asociat momentul magnetic m. Valoarea acestor momente poate fi
egald cu zero pentru unii atomi. Pe de alta parte, fiecare moment
magnetic genereaza in jurul sau un camp magnetic. In general, daca
substanta nu este in cAmp magnetic, momentele magnetice ale atomilor
sunt orientate cu probabililate egald in toate directile. Ca urmare,
campul magnetic generat de mullimea momentelor magnetice ale
atomilor dintr-o bucata de material este egal cu zero. Plasand substania
in camp magnetic, toli atomii capata moment magnetic nenul, asupra
caruia campul aclioneaza cu un cuplu de forte care tinde sa orienteze
toate momentele magnetice paralel cu direclia cdmpului. Chiar daca
orientarea momentelor nu este perfecta din cauza agitafiei termice,
existd o orientare preferentiald in directia cAmpului. Se spune ca in
camp magnetic substanfa se magnetizeaza gi ca substanta magnetizata
genereazd un camp magnetic propriu. Substanfa magnetizata se
caracterizeaza prin vectorul magnetizare M .

Vectorul magnetizare M se definegte ca suma vectoriala a mo-
mentelor magnetice din unitatea de volum a substaniei plasata intr-un
camp magnetic exterior. Unitatea de masura in S.|. prin care se exprima
magnetizarea este A/m.
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Intreg materialul poate fi divizat in volume infinitezimale dt. Daca
substania este omogen constiluitd dintr-un singur tip de atomi avand
momentele magnelice orientate paralel cu campul magnetic exterior

atunci: M =n-m, unde n este numarul momentelor magnetice din
unitatea de volum. Momentul magnetic elementar al unui element de
volum drt este:

dM =n-m-dt (1).
Fiecarui moment magnetic elementar dM i se poate asocia o bucla de
curent electric de magnetizare astfel incat VxM = ]m, unde ]m

reprezintd densitatea curentului de magnetizare din interiorul
materialului. In continuare, remarcand simetria ce existd intre
fenomenele electrice din dielectrici si fenomenele magnetice din
materialele magnetizate, se poate calcula campul magnetic total intr-un
material magnetizat.

Consideram un material de forma cilindrica care este magnetizat

de un camp magnetic exterior de inductie B, creat de un solenoid

bobinat pe cilindru, cu N spire pe unitatea de lungime, iar intensitatea
curentului prin spirele lui este 1 ,.qycpo-

Tiber >
DOOOOEGOEND mr,'.\ DO E0 w
s

-m

S

Dacd N1 .4 Feprezintd intensitatea curentului ce revine unitafii
de lungime a solenoidului, atunci:

B, =, N1 e (2).

Echivaland curentul de magnetizare ce “curge” pe suprafaia
materialului cilindric cu un “solenoid”, se exprima campul magnetic creat
de acesta, astfel:

B, =i IV =p M (3)

oom

unde 1 este curentul ce revine unitalii de lungime a solenoidului.

m
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Campul total in materialul magnetizat uniform este egal cu suma
vectoriald a campurilor B_ creat de solenoidul propriu-zis si iim creat
de "solenoidul” curentului de magnetizare:

E=B,+B,=B ,+p M (4)

In concluzie, sursele cAmpului magnetic tota: din interiorul unui
material magnetizat sunt curenfi de conduclie si curenfi de
magnelizare. Curentii de conductie se mai numesc si curenfi liberi s
existd un oarecare control asupra lor: pot {i produsi, oprili, m# surali, etc.
Spre deosebire de acustia, curentii de magnetizare sunt curentii asociati
momentelor magnetice sau moleculare, incluzand momentul magnetic
intrinsec al particulelor cu spin. Acesti curenii sunt denumiti curenti legafi
sau curenfi moleculari si nu exista un control asupra lor.

Densitatea de curent j  este media macroscopica a
curentilor legati:

Jn.=VxM (5).
La o suprafaid unde M este discontinuu, ca marginea materialului

magnetizat de forma cilindrica, existd o densitate de curent superfici:l
T(s)

.’ care reprezinta tot un curent legat.

In legea lui Ampére prezentatd in subcapitolul 3.2.5. s-a avut In
vedere numai curentii liberi, ]m,,_,, desi nu s-a facut nici o precizare
privind tipul de curent implical. In cazul mediilor magnetizate trebuie s
se Inleleaga prin densitatea de curent 3 o densitale totala:

—j = -jltgal + -j'lihcr (6),
unde:

j’lim = -'runductie '
iar
-}Icgal = Jm + 'r(r:) = Jmagncnrart (7)
Deci, in astfel de medii, Iegea lui Ampére se rescrie:
V x B p J = p’o(.}hhcr -'kgal) (8)
Rotorul se exprimd funclie de derivatele spaliale a'e lui B. In

consecinta, ecualia (8) nu are sens pentru punctele din spatiu in care B
are discontinuitafi, adicd pe suprafafa laterald a cilindrului magnetizat
luat in consideralie. Cum densitatea curentului de magnetizare
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(s)

superficial jm este definit tocmai pe suprafala laterald a cilindrului, in

) 3

ecuatia (8) nuvom lua j. . =1, 4 j, cinumai j . =]

Deci: VxM = (9). inlocuind (9) in (8) se obtine:

VxB =, (jor + VM) (10),
sau
- (3 .
V { T N1] = Jllhu (1 0‘)
", y
Se poate astfel defini, in fiecare punct din spaliu, marimea fizica

vectoriala intensitate a campului magnetic ale carei surse sunt doar
curentii liberi:

chgal

fi=>_Mm (11).
i,

Cele doua marimi H si M au aceeasi dimensiune si se exprima in
aczleasi unitati de masura: A/m.
Astfel, forma diferentiald a legii Ampere se rescrie In functie de
intensitatea campului magnetic:

V )( l{ |l||\v.r (12)'
iar forrma integrala cu teorema lui Stokes:

(J“ di = I jhhcv ds = ]hhtr (13)'
C S¢

unde 1,,., este inlensitatea curenlului electric liber incercuit de conturul
de integrare C.
Relalia (11) poate fi rescrisa sub forma urmatoare:

B—;lllﬂl Mo (11).

Comparand (11') cu (4) rezulta ca inductia magnetica in interiorul
solenoidului fara miez (plasal in vid) este:

B --u“ll (14).
Materialele pentru care magnetizarea M este direct

proporfionala si paralela (sau anliparaleld) cu H, adica pentru care
exista numarul real y,,#0 astfel incat:

M=y, -H (15)
se numesc materiale magnetice liniare, omogene gi izotrope.
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Constanta de proporiionalitate y,, se numeste susceptibilitate
magneticd si este o marime fizica adimensionala.
Inlocuind relatia (15) in (11’) se obfine:

B= llo(l +xm)ﬁ = unp,f{ =pﬁ (16),

unde marimea fizica adimensionala p=1+y,, se numeste permeabilitate
magneticd relativd a materialului (mediului) magnetic, iar p=p.p, se
numeste permeabilitate magneticd absolutd a mediului respectiv.

Pentru materialele liniare, omogene si izotrope, i, este o
constanta de material.

Tindnd cont de (16) $i de faptul ca densitatea curentilor liberi
este nula in material, ecuatia V-B=0 (17) se poate scrie astfel:

V-H=0 (18).

Ecuatia (18) este valabild numai in lipsa curentilor liberi. In prezen{a
acestora V-H =0 chiar dac3, intotdeauna, V-B=0! Pentru materialele
liniare, omogene si izotrope, din ecuatiile (17), (18) si (11) rezulta:

V-M=0 (19).
Acest rezultat poate fi interpretat ca fiind conditia necesara si

suficientd ca materialul caracterizat de magnetizarea M sa fie liniar,
omogen si izotrop.

Asadar, vectorul H definit in (11) este corelat cu curentul liber
asa cum B este corelat cu curentul total, legat plus cel liber. Paralela

nu este totusi completd, deoarece avem mereu V-B=0,in timp ce H
nu are In mod necesar divergenta nuld.

Pentru majoritatea substantelor magnetice liniare si |zotrope
1m<<1. Susceptibilitatea magnetica y,, poate fi pozitiva sau negativa.

Mediile (materialele) pentru care y,<0 se numesc diamagnelice,
iar cele pentru care y,.,>0 se numesc paramagnetice.

Susceptibilitatea materialelor diamagnetice nu depinde de

temperaturd. Pentru aceste substanie vectorul magnetizare M este
orientat antiparalel cu cadmpul magnetizator B, ceea ce face ca

substantele diamagnetice sa fie respinse din cdmpul magnetic. De
asemenea, campul magnetic total (rezultant) in diamagnetice este mai

mic decat campul magnetizator f3°. Pentru aceste substante se poate
lua mereu p, = 1 deoarece y,,~ -10°.
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Diamagnetismul este propriu tuturor substanielor. Cu toate
acestea, el se poate manifesta numai in cazul substanfelor ai céror
atomi nu poseda moment magnetic permanent. In cazul in care atomii
substantei au moment magnetic permanent, valoarea acestuia este mai
mare decat valoarea momentului magnetic indus de campul magnetic

extern de induclie ﬁn si il mascheaza pe acesta din urma.

Susceptibilitatea substanielor paramagnetice depinde de
temperatura invers proporiional dupa o lege cunoscuta sub denumirea
de legea lui Curie:

C
=— (20),
Xm T ( )

unde C e o constanta numita constanta Curie.

Pentru substaniele paramagnetice ordinul de marime pentru
susceptibilitatea magnetica este y,,~ + 107, Desi aceasta este mai mare
de 100 de ori decat susceptibilitatea diamagneticelor si in acest caz
v.,<<1 si se poate lua i, = 1.

O alta categorie de materiale sunt cele feromagnetice, care nu
sunt liniare, iar unele nu sunt nici izotrope. Aceste substante

reaclioneaza la cAmpul magnetic extern B_ intr-un mod specific, cu

totul diferit de cel descris in cazul diamagneticelor si paramagneticelor,
valoarea magnetizarii find mult mai mare. Toate materialele fero-
magnetice isi pierd proprietdlile cand sunt incalzite peste o anumita
temperatura critica, caracleristica fiecarei substante, numitad tem-
peratura Curie, cand se comporta ca materialele paramagnetice. Prin
racire sub punctul Curie ele isi recapata proprietatile feromagnetice.

Nefiind materiale liniare, dependenia B = B(H) nu este liniara si
este caracteristica fiecdrei substanie in parte.

in feromagnetice poate exista o magnetizare nenula chiar si in

lipsa campului magnetizator I§0 extern. Pentru aceste substante y,, este

mare si creste foarte repede cu B,, iar la valori mari ale acestuia y,,
atinge o valoare de saturatie constanta. De aceea y, >1.

Pentru caracterizarea campului magnetic in materiale
magnelice, alaturi de relatiile

B=B, +n,M=pH+pyH=ppH

este necesara si impunerea conditilor de frontiera la interfaja dintre
diferite medii magnetice.
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Consideram diagrama schematica a frontierei dintre doua medii
diferite din figura 3.21. Regiunea de frontiera este presupusa ca poarta

densitati de curent superficial ] Volumul 1 este un domeniu gaussian

cilindric infinitezimal, jumatate intr-un mediu, jumatate in celdalt, cu
normala n la suprafata de deasupra frontierei indreptata din mediul 1
spre mediul 2. Conturul dreptunghiular infinitezimal C, de grosime
neglijabild este partial intr-un madiu si pariial in celalalt si este orientat
perpendicular pe suprafafia interfefei astfel cd normala la suprafata
subintinsa de contur, n', este tangenta interfetei.

prreem e i wlm.,,‘,}
; @) :1
g By, A0 "
S~ e R i
...... e \.1,:\ . [_.\;l\‘ ‘ :
0] / T~ %:
e A T .
BZ'HZ . ‘\\\ \\C;‘ p
Aa’ ' 4
i
. ~

Fig.3.21

Din legea lui Gauss pentru magnetism rezulta:
§{B-fi-ds=0 sau V-B=0 (21)
S

v

unde S, este suprafata gaussienei ce delimiteaza volumul t.

Conturul inchis C delimiteazad o suprafaid S. deschisd, iar dl este
elementul de linie al conturului C. n' reprezintd normala la suprafata S.
indreptat3 in sensul dat de regula burghiului drept rotit in sensul de
parcurs al conturului i tangenta la suprafata interfetei dintre cele doua
medii. Din legea lui Ampére rezulta:

dH-di= [fj-f'ds sau VxH=j (22).
C Sc

La limita cilindrului infinitezimal gaussian, suprafafa laterald nu
contribuie la calculul integralei din stanga expresiei din (21), contribuind
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numai bazele cilindrului care sunt paralele si tangente la suprafala
interfetei notate cu Aa. Deci:

§[B-i-d8=(B,~B,)-ii-Aa= 0, adica
S,

(B,-B,)i=0 (23).

Prin urmare, componenta normala a lui B este continui la
trecerea dintr-un mediu magnetic in altul.

Bucla C infinitezimald poate fi utilizata pentru determinarea
discontinuitatilor componentelor tangenfiale ale lui H. Daca laturile
scurle ale conturului C au o lungime neglijabila si laturile lungi sunt
ambele paralele cu suprafala si au lungimea Al, atunci integrala din
slinga expresiei din (22) este:

cju A1 = (i) (11, - 1, ) ot =[x (i1, - 0, ) ia1 - (24)

ixb
Partea din dreapta ecualiei sub forma integrala din (22) nu se

unde s-a utilizat o proprietate a produsului mixt:
S ¢=(bx¢c)a

anuleaza deoarece exista o densitate de curent superficiala ]
”j RS = J-RAlL - (25).
S,

Din (22). (24) si (25) rezulta relatia care exprima legatura dintre
ccmponentele tangenliale ale lui 11 din ambele pari ale frontierei:
ix (1, -1,)=7 (26).
in aceasta ecualie se injelege ca densitatea de curent] are
niumai componente paralele cu suprafala inlerfejei in fiecare punct.
Ccmponenta tangenllala a lui H este discontinua cu marimea j si are

dirzclia paralela cu _]X n.

in concluzie, pentru descrierea campului magnetic in medii
macroscopice esle necesar sa se utilizeze ecuafia de stare:

l} = “'O(l + Xrn). l-l sau [.} = “()IA.I + ,’l(IM

si ecuatile de trecere (sau condifile de frontiera la trecerea dintr-un
mediu in altul):

ix (i1, - 11, )= |

(B, - B, )-ii = 0| si
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In continuare, trebuie subliniata simetria existent3 intre marimile

ce caracterizeaza campul electric $i marimile ce caracterizeazi campul
magnetic In substanta.

Vectorului intensitate a campului electric, E, ale carui surse sunt

sarcinile libere i cele legate, §-E=—l—(p,iw+p,m), li corespunde
€

vectorul inductie a campuluu magnetic, B, ale carui surse sunt
curentii liberi gl legatl, VxB = po(_)hb“+ Jiegat )-

Vectorulul polarizare electric3, P, ale caiul surse sunt numai
sarcinile legate, Vf’:—phw, li corespunde vectorul magnetizare,

M, ale cérui surse sunt numai curentii legatl, VxM = j_,, .

Vectorului deplasare electric3, D, ale c#rul surse sunt numal sarcinile
electrice libere, f’-ﬁ=p,iw, Ti corespunde vectorul intensitate a

-

campulul magnetic H, ale carui surse sunt numai curentii liberi
6 x I-:I = j!iber *

In electromagnetism, vectori fundamentali se considera a fi E si

B. Sursele acestor vectori fiind sarcinile totale, respectiv curentii totali,
ei se pot definl in toate Imprejurarile. Din punct de vedere practic insa,

sunt mai importanti vectorii E $i H deoarece H se calculeaza din
VxH= J,n,,, cunoscand curentii liberi, iar E din E=-VV cunoscand

diferenfele de potenfial electric dintre doud puncte accesibile
masuratorilor.
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Capitolul 4

ELECTROMAGNETISM

4.1. Ecuatiile fundamentale ale electromagnetismului

Pentru descrierea clasica a fenomenelor electromagnetice au
fost stabilite urmatoarele patru ecuafii fundamentale:

1) Legea lui Gauss din electrostatica: @, EﬁE -ds = —Q— , QelInt{S});
£

o

2) Legea lui Gauss din magnetostaticd: @, (ﬂ B-ds=0;

3) Legea luf Faraday: € = rﬁi-dT =—
C

si &= nﬁ’ dl =- H@— -ds , daca suprafaia S este fixa.
C s al
4) Legea lui Ampére: 8 E({E-(ﬁ = ,‘lnj j-ds = (Dj =pl, unde -j inter-
C S¢

secteaza suprafata S.. Suprafata S. este suprafafa ce se sprijina pe
curba inchisa C pe care se calculeaza integrala curbilinie respectiva.
- Aceste patru ecuatii sunt aplicabile in spatiul vid. In medii
dielectrice ¢, se inlocuieste cu produsul: € = €., iar in medii magnetice
1L, Se inlocuieste cu p = p ..

a) Legea Ampére-Maxwell
Daca in a patra ecuatie, care exprima legea lui Ampere, vectorul
densitate de curent de conductie, j, se inlocuiegte cu densitatea totala

133

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Electromagnetism

a curentului, 1 =+ 1,, unde ]d reprezintd curentul de deplasare definit
in subcapitolul 3.3.2. paragraful (c), se ob{ine legea Ampere-Maxwell:

?szfﬁ-di =nu, ”(]+3d)d§ =un{”‘j-d§+ de -d§J:un(l +1,).
c Sc Se S
Prin urmare:
.4 zcjﬁ.df=uo(¢’i +®; )=pﬂ[(bj +€, ”%dEj indiferent dacad S. este
fixa ;au mobila si N
S 0 . oD,
E’znj‘B-dl =p0[cbj +€,— ”ﬁ-ds]zu{(bj +€, —b) daci S; este fixa.
h ag : a

In cazul in care suprafata de integrare (domeniul de integrare) S; nu
variaza in timp (este fixd) derivata pariiala in raport cu timpul poate fi
scoasa in afara integralei; in caz contrar ea rdmane sub integrala.

b) Forma integrala a ecuatiilor lui Maxwell in vid

Cele patru ecuatii fundamentale scrise anterior sunt cunoscute
sub numele de ecuatiile lui Maxwell.

Definitie. O regiune din spafiu In care nu exista sarcini electrice
(q = 0 sau p = 0) si curen}i de conducfie (I = 0 sau ) =0) se numeste
mediu fard surse.

Sistemul de ecuatii urmator:

- 1
1) (ﬁE-ds=Eo—‘[;”pdt;
2)|{[B-ds - o}
S
3) CJ.E dl = —gﬂﬁ-ﬁ , daca S; este mobild sau
C alsc

rjﬁ dl=- H? -ds|, daca S; este fixa;
c . Sc
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4

~—

_ . 0 -
cj'B-dl =p, _ﬁ-ds +enungj E-ds| numai daca S este fixa sau
C Sc Sc

E-depo )-ds+ep, I?E'di indiferent daca S; este mobila ori
foen e c

fixa, se numeste sistemul ecuatiilor lui Maxwell in vidul cu surse (p #
# 0sij# 0) sub formd integrala.
Dupa cum se observa, acestea nu sunt simetrice in raport
u E si B.
In vidul fard surse (p = 0 sij = 0), ecuatiile lui Maxwell sub form3
integrald sunt:
1) jj E-ds=0

S

2)|4fB-ds =0

3) <jf3 di = —-—HB ds|, daca S, este mobila sau
( l‘

<IE .dl = —”?-d's’ , daca S, este fixa;
¢ Sc

4

N

- 3 s o
<:[B-dl =€ M, — ”Eds ., numai daca S este fixa sau
C alsc

S E
qB-dl =g _p_{}—-ds|, in cazut general.
J N !fa g

In acest caz, ecualtiile sunt simetrice in raportcu E si B.

c) Forma diferentialad a ecuatiilor lui Maxwell in vid.
Vom utiliza teoremele lui Gauss-Ostrogradski gi Stokes:

ga-d§=jjj(va)-dr, g’a-dhﬁ(éxa)-dg,
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unde a reprezintd un cAmp de vectori varecare, in sistemele de ecualii
de mai sus pentru a ob{ine ecuatiite lui Maxwell sub forma diferentiala.

1) §fe-d = [ffaive-de=[ffoae = aivE=L,

Ots

2) ﬁﬁ-d§=ﬂdivﬁ-dr=o - divB=0:
5 s

3) q’fz-di = ”rotfi-d's' = -”@-dé , daca S, este fixa = rotE = L :
c Sc S¢ ot ot

—

4) {E.di = Hrotﬁ-dﬁ =uoj 3+80§$]~d§, indiferent daca S. este
C
C Sc S¢

fixd sau mobild deoarece ne intereseazi numai cazul cand derivata

- . - . = - ok
pariiala este sub integrald = rotB = pn(J + _]d)= p,“[J +E, ?3(_]

Observatie. Ecualia Maxwell 3 sub forma diferentiala este
valabild numai in ipoteza in care suprafata S este imobila (fixa); altfel,
dacad S. este mobild, aceasta ecuatie a lui Maxwell este valabila doar
sub forma integrala.

Prin urmare, ecuatiile lui Maxwell in vidul cu surse (p#0 si j20) sub
forma diferentiald sau locala sunt:

)|V E=-"-| 2)|[V-B=0j,

- oB ~ - - CE
3)|VxE=- ' 4) VxB=un(_|+sn-7TJ

In vidul fard surse (p = 0 si j = 0), ecuatiile lui Maxwell sub forma
diferenfiald sau locala sunt:

1)|{V-E=0| 2)|V-B=0|,
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- - 0B - JE
3)VXE=—E' 4)V)<B=p.8—-_

Obse-vafie: Simetria acestor ecuafii in £ si B este o
consecintd nemijlocitd a introducerii curentului de deplasare. Scrise in
aceasta forma, ultimele doua ecuatii ale lui Maxwell ne arata ca in cazul
unor campuri variabile existd o dubld legaturd cauzala intre campul
electric si campul magnetic, legaturd care conditioneaza existenta
campului electromagnetic sub formd de unde electromagnetice in
regiuni indepartate de sursele de sarcina electrica (unde p=0 si j=0).

Proprietdti: Ecuatiile lui Maxwell sunt omogene in raport cu E si
B. Acest lucru inseamna ci daca E Si B sunt doua solutii pentru
ecuatile de mai sus atunci si a-E, a'B, reprezintd solutii ale celor
patru ecuatii, a fiind o constanta arbitrara.

Ecuatiile lui Maxwell sunt liniare. Daca E,, B, si E,, B, sunt
doua seturi de solutii ale acestor ecuatii, atunci combinatiile liniare
a-E +b-E, si a-B, +b-B, sunt de asemenea solulii ale ecuatiilor lui
Maxwell, oricare ar fi constantele a si b.

d) Sensul fizic al ecuatiilor lui Maxwell
Ecuatia (1) arata caracterul potenfial al campului electrostatic

(divergenta Ilui E este nenuld). Cu alte cuvinte, liniile campului
electrostatic nu sunt inchise. Aceasta ecualie reprezinta o generalizare
a legii lui Coulomb.

Ecuatia (2) aratd cad in toate cazurile campul magnetic de

inductie B nu poate fi potenfial. Cu alte cuvinte linille campului magnetic
sunt intotdeauna inchise (divergenta lui B este nula).

-~ Ecuatia (3) prevede existenta unui cdmp electric solenoidal E
(rotorul lui E este nenul) cu linii de cAmp inchise produs de variatia in

timp a campului magnetic. In acest caz, E1B. Ecuatia (3) constituie o
generalizare a legii lui Faraday.

Ecuatia (4) aratd caracterul solenoidal al campului magnetic
(rotf3¢ 0, linii de camp inchise) si subliniazd cauzele care il produc:
curentul eiectric de conductie si variatia In timp a campului electric.
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Observatie: Ecualiile (3) si (4) aratd ca intre campul clectiic gi
cel magnetic exista o stransd interdependenia, liniile celor doua campuri
aflindu-se in plane perpendiculare.

Din ecualia (4) se observa ca variatia in timp a campului clecliic
produce un camp magnetic solenoidal:

ok -
=20 = rotB=0.
a

Din ecuafia (3) se observa ca varialia in timp a campolui

magnetic determina aparifia unui cAmp electric solenoidal:

o -
—Eaf:() = rolE #0).
ot

e) Ecuatiile lui Maxwell in cazul unui mediu materiai
Ecuatiile lui Maxwell cu surse (p = 0 sij = 0) pentru un mediu
malerial oarecare In forma integrala si diferentiald sunt urmdtoarele:

1) Lﬂ[—)'dg = ”jpdr (forma integral3),

V- D = p|(forma diferential3),

unde D =¢E = cns,l:: =g, (1+ 7, )E = t:nf{ + P reprezinti vectorul indictiei
campului electric (sau vectorul deplasare), x, susceplibilitatea clectiica a
medwlui  dielectric, ¢, permitivitatea electrica relativa a  medinlui
dielectric, iar P= r,“xcﬁ reprezintd vectorul polarizaliei eleclrice a
dietectiicului respecliv;

2) r” B-ds = 0| (forma integral3),

V - B = 0| (forma diferential3),

unde B este vectorul inductiei campului magnetic,
B =yl =p g, H=p {1+ M =p, (l] + M) H reprezinta vectorul
intensitdti campului magnetic, 7y, reprezintd susceptibilitatea

magnetica a mediului respectiv, p, permeabilitatea magnetica a
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mediului, iar M:xmfl reprezintd vectorul magnetizatiei mediului

respectiv;

s o B (a . 0D .
3) EIE-dl =—5t—§[IB-ds =-——at-f (forma integrald), daca suprafatia S.

este mobil3,

- oB .
(j E-dl = Hg-ds (forma integrald), daca suprafafa S este fixa;
¢ S¢

VxE=-

2|8

(forma diferenfiald), numai daca suprafafa S. este fixa;

4

—

,(J']].(ﬁzlﬂd :S{ﬁiﬁ:{-ﬁ' E=D+D, :i(}+§)-d§ (forma integrald);

<If[ dl = ”} -ds +§ ”ﬁ-dE = (D] + i(;—“ (forma integrald), numai
C Sc Sc

daca suprafafa S este fixa.

- i i \:)D - = . .
VxH=)+ Et— =} + ),| (forma diferentiald).

Ecuatiile lui Maxwell fard surse (q=0 sau p=0 gi 1=0 sau j=0)
pentru un mediu material oarecare In forma integrald gi diferenfiald sunt
urmdatoarele:

N|D, = (ﬁf)-d's' = 0| (forma integrald),

V-D = 0| (forma diferentiald);

2) | = -ds = 0| (forma integral3),

V-B=0 (forma diferentiald);
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o - 8 e . OB,
3) &%gE'dl =—E§UB-ds E——a”— (forma integral¥), daca suprafala
o Lo B .
S. este mobila sau |{E-dl =— Et—-ds (forma integrald), daca suprafata
C Sc
S, este fixa;
5 = 0B — . .
VxE= - (forma diferentiald), numai daca suprafata S; este fixa,

4)

f{fl-di:jf‘—)-(ﬁ (forma integrald), sau
C S a

= 0 abf)
{}‘{-dl =— IpdE = (forma integrald), dacé suprafata S este fixa si
b4 a 5 a

= = 0
VxH= Y (forma diferentiald).

f) importanta ecuatlilor lui Maxwell
Ecuatiite lui Maxwell scot in evidenta legitura indisolubild care exista

intre fenomenele electrice (prin cdmpul electric E) si cele magnetice

(prin cAmpul magnetic B).

Pomind de la sistemul ecuatiilor lui Maxwell se pot obline toate
relatiile din electricitate si magnetism si, in plus, se pot prevedea noi
fenomene electromagnetice.

Aceste ecualii au pus in evidentd o noud legatura dintre electricitale
si magnetism: inducfia magnetoelectrica.

Au prezis existenfa undelor electromagnetice si natura
electromagnetica a luminii.

Au unificat pentru prima data fenomenele de natura electrica cu cele
de natura magnetica, sub forma teoriei clasice a
electromagnetismului.

Contributia lui Maxwell pentru infelegerea fenomenelor

electromagnetice poate fi considerata una dintre cele mai inalte realizari
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atinse de om 1n procesul cunoasterii. Prin aceste ecualii, Maxwell a
realizat o sintezd a interactiunilor electrice $i magnetice ce reprezinta
una dintre cele mai importante sinteze in fizica.

4.2. Solutiile ecuatiilor lui Maxwell date sub forma
generala. Potentialele electrodinamice ale cam-
pului electromagnetic. Transformadri de etalon.
Invarianta de etalon sau de gradient

4.2.1. Relatii de algebrad vectoriala utilizate

a) Daca V-i=0 atunci a=VxA si reciproc, dacd a=VxA
atunci V-3 =0, oricare ar fi vectorul A = A(x, y,z;t).

b) Dacd Vxa=0 rezulti 3= Vf(x, y,z;t) si reciproc, daca
a=Vf(x, y,z;t) atunci Vxd =0, unde f=f(x,y,z;t) este o functie scalara
arbitrara dependenta de x, y, z si t.

C)Vx(Ad+pub)=AVxd+puVxb, unde A, pu sunt constante
arbitrare,

%(h;&):ﬁx[%).
V(-V)=-VV.

4.2.2. Solutiile ecuatiilor lui Maxwell sub forma generala.
Potentialele  electrodinamice ale campului
electromagnetic

= RN <
Teorema: Ecuafile lui Maxwell divB=0 gi rolE:—E au
. T S oA
urmatoarele solufii: B =rotA si E = —gradV - e

Marimea A se numeste potenfialul vectorial al campului
magnetic B, iar V reprezinta potentialul scalar al campului electric E.
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Marimile A si V sunt functii de parametrul timp t si de punctul din spatiu
de coordonate x, y, z in care se calculeazi E si B: f\(x,y,z;l),
V(x,y,z;t). A si V se mai numesc potentiale electrodinamice ale
campului electromagnetic.

Demonstrafie: Prima ecualie Maxwell, divB=0, implica, daca
se utilizeaza relafia (a) existenfa unui vector pe care, in continuare, il

vom nofa cu A si-l vom derumi potenfial vectorial (sau potential
magnetic vectorial), astfel incat.

B=6XA.

A doua ecualie Maxwell, 6)([?:—%?. impreuna cu relatia

anterioara, conduc la concluzia urmatoare daca se utilizeaza relafiile
matematice (b) si (c):

.- . - - A - . . A
VxE:—L—(VxA):—Vx % = VxE+Vx % =0 >
A ot o

N R - AA - . - A
V x ,+% =0 = E+a—A=—VV = E=—VV—-C—/1 sau
A A el
. oA
E = -gradV ——|
8 o

Relaliile anterioare incadrate reprezinta o pereche de solufii ale
ecuatiilor lui Maxwell.

4.2.3. Transformari de etalon. Invarianfa de etalon sau
de gradient

Pornind de la egalitatea B = rotA sa aratam ca marimea A din
aceasta ecualie nu este unic determinata.

Demonstratie: Orice expresie de forma A+Vf=A', unde f
este o funclie arbitrara depinzand de x, y, z, t, satisface, de asemenea,

egalilatea B =rotA obtinandu-se aceeasi forma pentru aceasta relatie.
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B=Vx (.7\ + \7f): Vx A +Vx (\'7[): Vx A, deoarece in conformitate cu

relafia matematica (b) avem: V x (@f): 0.

—

De asemenea, ecuatia E=-VV _6EA ne arat ca dacé Inlocuim

of .3 - . . .
aici functia V cu V—as V' si A cu A' se obfine aceeasi expresie

Ry v_éi)_?_(m\‘vf):_vvw(ﬂ _OA_ D).
ot ot ot ot
~( of 0 (= . = - -
Deoarece V o =5(Vf) si V(thu_-g)zl-VfipVg, cu p si A
c - -
constante arbitrare, rezultd;: E =-VV —E ceea ce trebuie demonstrat.

Prin urmare, nici marimea V nu este unic determinatd. Deci, potentialele
A si V nu sunt unice, putandu-se obline o infinitate de potentiale prin

transformarile:

A'=A+Vr|
v 7]
.ot

numite fransformari etalon. Asa cum s-a vazut, acestea lasa neschimbat
campul electromagnetic, adica expresiile lui E i B.

Definitie: Invarianfa cdmpului electromaqnetic la aceste
transformari se numesgte invariania de etalon sau de gradient.

4.3. Campul electromagnetic

Definitie. Ansamblul cdmpurilor electric si magnetic variabile In
timp si in spafiu si care se genereaza reciproc, se numeste camp
electromagnetic. Perturbafia electromagneticd are proprielatea cd se
poate propaga in spafiu, inclusiv In spatiul vid.
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Campul electromagnetic se poate reprezenta, de asemenea, cu
ajutorul potentiatului vectorial [\('f,l) (magnelic) si a potenfialulin scalar
V(r,t) (electric) care reprezinta potentialele electrodinamice ale
campului electromagnetic.

4.3.1. Conditia de etalonare al lui Lorentz. Ecuafiile
diferentiale cu derivate partiale ale lui Maxwell
pentru mediul fara surse

Not3 matematica. In analiza matematica vectoriald sunt valabile
(fard demonstrafie) urmatoarele relafii:

V (<7 v d) - 6(6-5) V' (o),

unde V?V = AV = V-(VV) = div(gradV).

a) Conditia de etalonare al lui Lorentz.

Se inlocuiesc marimile R si £, definite prin relaliile cunoscute:

OA
B=VxA si F=—g|ddV——— (1),

A
in ecualia lui Maxwell scrisa in absenta surselor (j = 0):

VxB:l:l-—-— 2).
s (2)

A 0 OA o _
Rezulta.  V x (V x A) =HE S vAVR ) Aplicand  relafia
¢l ¢

vectorala (u) se obtine:

V(V-A)-VA = —;(r(%LVV+%l—J (3).

Deoarece
_i_(\’/\,) V(? ] Si V(u + v) Vu+ Vy (3)
(/‘ N AN

(fara demonstralie), relafia (3) se poate scrie succesiv:

%

2R 4 V(. A ‘_7‘_’) IA _
—VA + V(8 A) ;pgv(a e =0 (4)
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7

—V2A+6(6-A+pe%‘\£) +p£a A

atl

=0 (5).

Deoarece mdarimea A nu este unic determinati, avem
latitudinea de a alege pe A cum dorim, dar cu respectarea condiiei ca

V x A =B. In cele ce urmeaza vom face acea selectie pentru A astfel
incat sa avem indeplinita relatia:

. oV
V-A+ue—=0] (8).
“Bat (6)

Egalitatea (6) se numeste condifia de etalonare a lui Lorentz.

b) Ecuatia lui d’Alembert pentru potentialul vectorial A.

In aceste conditji din (5) si (6) se obline ecualia diferentiald de
ordinul doi de tip hiperbolic cu derivate pariiale satisfacuta de potentialul
vectorial A :

AA—;ma A =0 (7),
-’

Daca introducem cperatorul lui d'Alembert:
2

0
O=A- “CE (8),

atunci ecuatia din (7) se scrie sub forma abreviata:
0 A=0(9).

Aceastd ecualie, (9), se numeste ecuafia lui d’'Alembert relativ la
potentialul vectorial A, care se poale scrie explicit astfel.
PA A FA_ OA
ey e A
Dacd A nu depinde explicit de timpul t (cazul stationar) ecuatia (9) devine

AA =0 sau VA =0 (9).

=0

c) Ecuatia lui d'Alembert pentru potentialul scalar V.

Sa objinem, in contlinuare, ecualia corespunzatoare pentru
potentialul scalar V. Se porneste de la ecualia lui Maxwell urmatoare
(scrisa pentru un mediu fara surse):

V-E=0 (10).
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Deoarece:
- oA
E = —gradV -— (11),
g a (11)

rezulta:

V. ( VV—a—A) 0 (12).
ot

Se poate arata (fara demonstratie) ca:
V.(Md+pub)=2V-a+uV-b (13),
unde A, p sunt constante arbitrare
V.(-3)=-V.i si \“7-(§v) = AV =V?V (13).
Prin urmare relatia (12) devine:
V. ( Vv-%té) =-V. ( Y, +a—AJ _-ff.(W)—v (aA) 0 (14).
ot ot
Se poate ardta (fard demonstratie) ca:
6-[9‘5] -2(-A)= divA) (yg)
ot ot ot

In aceste condifii, dac3 se {ine seama de relatia (o), de relatia (15) si de
conditia de etalonare a lui Lorentz (6), ecuatia (14) devine:

(= = a( v
—AV—E(V-A)=—AV—E(—;1£E—) =0 (16).

2
Y =0 sau OV =0 (17). Aceasta ecualie (17)

In concluzie: AV - pe

se mai numeste si ecuafia lui d’Alembert relativ la potentialul scalar V,
care se poate scrie explicit astfel:

o’V o'V oV Y
axz +ay2 +Dlz _ps atl
Daca V nu depinde explicit de timpul t (cazul stationar) ecuatia (17)
devine AV =0 sau V*V =0 (17)).

Relatiile (9) si (17) reprezintd ecuatiile diferentiale cu derivate
parfiale ale lui Maxwell pentru mediul liber (fird surse) relativ la

potentialele vectorial A si scalar V (sau ecuatiile Iui d'Alembert relativ la
marimile A si V).

=0|
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4.3.2. Ecuatife diferentiale cu derivate partiale ale lui
Maxwell pentru mediul cu surse

a) Ecuatia diferentiald pentru potentialul vectorial A.
In ecuatia lui Maxwell sub forma diferentiald pentru un
mediu cu surse:

—- —

- OE
VxB=puj+pue— (1),
1+ al()

- —

se inlocuiesc expresiile potentialelor electrodinamice B =V x A $
. OA
E = —gradV-— (2).
. g o (2)
In acest caz (1) devine:
= (= = - 0
¥V x (V x A) = ij + pc—(_}—t( Y ——) (3).
Deoarece (fara demonstratie)
V x (€7 x ]\) —(€7 A) AA (4),
ecuatia (3) se scrie:

)7

e .\, oA
V(V-A)— AA + pCV(E) e

=p] (5) sau

5 (P Y - o
V(V-A+u:-—)—AA+le =pnj (5).
He— he—7 =H) ()
Aplicand in (5') condifia de etalonare a lui Lorentz

-V-i\+psﬂ=0 (6).
ot

rezulta: (A = —p] sau

- oA -
VA —pne—=—=—uj (7).
! a0 K (7)

Daca potenfialul vectorial A nu depinde explicit de timp (regim
stajionar), adica f\zf\(x.y,z) este funclie doar de coordonatele
spaliale, atunci ecuatia (7) devine:

AA =-pj sau V?A =) (7).
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Ecualia (7') mai poartd denumirea de ecuafiashii Foisson pentru

potentialul vectorial A in regim stafionar. Solulia ecuatiei lui Poisson (7°)
are forma urmatoare (fara demonstratie):

A= ‘% m;’ dr (8),

unde integrarea se face pe intregul volum t caracterizat prin densilatea
de curent j, iar r esle distanja dintre elementul de volum dt si punctul

in care se calculeazi poteniialul vectorial A (v. fig.4.1).

Fig. 4.1

b) Ecuatia diferentiald pentru potentialul scalar V.

In mod asemanilor se obline o ecualie pentru V. Pornind de la
prima ecualie a lui M. -well sub forma diferenfiala scrisa pentru un
mediu cu surse si de la expresia lui I: funclie de A siV:

B . AA
CE=2, [eogradv-22 (9),
> A
se gaseste:

O (tv- g (e o D)t () D)=
( C @
= —AV - :—;(V A)= % (9).

Daca se recurge in (9') la condilia de etalonare a lui Lorentz:

- Y Sy .

V-A Hu:(—:O, rezulta: —A\’+pso - =P Alte forme echivalente
& [ S >

sunt: 'V = -p/eg, sau
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Y P 9")
Al e '
Daca potentialul scalar V nu depinde explicit de timp (regim stationar),

adicd V = V(x,y,z) este funclie doar de coordonatele spatiale, atunci
ecualia (9") devine ecuatia lui Foisson relativ la potenfialul scalar V:

AV =-2 sau viv=_£ (10,
€ €

Solutia ecualiei Ilui Poisson (10) are forma urmatoare (fara
demonstrajie): :

V>V — e

V=ﬁ[ﬂgdr (11),

unde p reprezintd densitatea volumica de sarcina electrica (v. fig.4.1).
Ecuatiile (7) si (9") sau ecualiile diferenfiale cu derivate partiale
ale lui Maxwell pentru un mediu cu surse, aratd legatura dintre

potentialele electrodinamice A si V ale campului electric si magnetic,
care se genereaz3 reciproc formand astfel campul electromagnetic, si

sursele care i produc: densitatea de curent electric ] si densitatea de

sarcina electricd p. Determinand astfel cele doua potentiale A si Vcu
ajutorul relaliei (7) si (10) sau (7’) si (10) prin intermediul relafiilor (2) se

pot calcula vectorii BsiE.
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Capitolul 5

UND€E €LECTROMAGNETICE
OPTICA

5.1. Ecuatiile diferentiale cu derivate partiale pentru
intensitatea campului electric si inductia campului
magnetic in cazul unui mediu fara surse. Ecualiile
de propagare a undei electromagnetice intr-un
mediu fara surse.

Pentru a ajunge la ecualile de propagare a undei electromag-
netice intr-un mediu fara surse, se pornesle de la ecualia lui Maxwell:

xp=-B (1).
at

Se aplica operatorul “rotor” ecuatiei (1):

V‘fx(ﬁxﬁ) Vx( aB) -V (E’—B) - - Q(Vx B) (.
ct ot At
Deoarece se presupune cunoscuta relalia vectoriald urmatoarea:
h(éx E):\‘?(@-E)—AE (3),
ecualia anterioara (2) devine:
e - D= =
Y(V-E)-aE= --a—t(v xB) ()

Se recurge, in continuare, la ecuatiile lui Maxwell:

V-E=0, si ﬁx[—;:pnﬂz— (5).
) ct
Deoarece grad(divk) = grad(0) = 0, din (4) si (5) rezulta:

~VE = 0 (u?a—E) —pe & [; .
A ot a
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care se mai poate scrie i sub formele echivalente:
OE=0 (6)
sau
o’ E

=0

(Ecuatia lui d'Alembert pentru campul electricE ).
In mod analog se obtine ecuatia pentru inductia cAmpului

magnetic, pornind de la urmitoarea ecuatie a lui Maxwell tn care | = 0:
= - oE
VxB=pue— (7).
| He—= (7
Prin aplicarea In (7) a operatorului “rotor”, se obfine:
7x(7x8)=7x(1eE) @

Deoarece: rot(c-d) = c-rot(d), c=const, rot(rot(3a)) = grad(div(a)) — Ad
(iara demonstratie) si

oE oE o, =
t| pe— | = pe - rot| — | = pe - —(rot(E)) (9),
ro(peal) JIE ro(at) HE at(ro( ) (9)
rezulta din (8):
~f= - 0/~ =
V(V-B)—AB:pca(VxE) (10).
Avand in vedere ecualtiile lui Maxwell:
V-B=0 si VxE=-Z= (11),
s x 6[ (11)
egalitatea (10) devine:
= ~ o OB
V0-AB =pe— 12
He at( at) (12)

Intr-o forma echivalenta ecuatia (12) se transcrie astfel:
0B=0 (13)
sau

o'B
VB - e—-O
R

(Ecuaia lui d’Alembert pentru inductia cémpului magnetic B).
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Observatie. Marimile potential vectorial A si prtential scalar V
satisfac acelasi tip de ecualii: 1A =0, (V=0.

5.2. Comentarii de natura fizicd privind ecuatiile
diferentiale satisficute de E(7,t) si B(,t). Ecuatiile
de propagare a undelor electromagnetice.

a) Intensitatea campului electric E(F,t) si inducfia campului

magnetic B(7,t), ce caracterizeazd campul electromagnelic, satisfac
acelasi tip de ecuatie diferenfiala (d'Alembert) ca si cele doua potentiale
electrodinamice A(F,t) si V(T,1).
b) Acest tip de ecualie este similar cu cel reprezentat de ecualia
de propagare a undelor mecanice:
= 1 &*W(T,t
VZ‘P(F,t)-F-a—at(—z—)=0,
unde v esle viteza de propagare a undelor mecanice in mediul
respectiv, (care nu poate fi mediul vid), iar ‘V/(7,t) reprezinta elongalia
oscilaliei in punclul de vector de pozitie T, la momentul t.
¢) Comparand cele patru ecualii diferentiale de tip d’Alembert:
A(F.t) =0, DV(F,t) =0, OE(f,1) =0, OB(F,1) =0,
cu ecualia de propagare a undelor mecanice 'V (F,t) = 0, Maxwell a
constatat ca perturbalia (varialia modulului acestora in timp) marimilor
A(T,1), V(T,0), E@F.1), B(7,1) sunt funclii variabile in timp si spatiu,
care descriu marimi a cdror perturbalie (variatia modulului acestora in
limp) se propaga intr-un mediu caracterizat de constantele de material ¢
si 1t cu o viteza dala de relalia:

1

— =EJl SaU V=,
v Jep

Aceasta conslatare facuta de Maxwell in anul 1865 a conslituit actul de
nastere al teoriei undelor electromagnelice, care au fost confirmate
experimental de Herlz.

d) Deci, cand intr-o regiune din spatiu se creeaza un camp
electric variabil Tn timp, acesta genereaza la randul sdau un camp
magnetic variabil in timp, si reciproc, obtinandu-se ansamblul 1umit
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camp electromagnelic a carui perlurbatie se propaga in spatiu sub

< . . 1
forma de unde electromagnetice cu viteza v = —.
ELL

e) La aceasta constatare ficuta de Maxwell, s-a adaugat inci
una, tot a lui Maxwell, referitoare la natura electromagneticad a luminii.
Maxwell a calculat viteza undelor electromagnetice in vid:

1 1

V= = =3.10'm/s=c,
Je, V9-10°-4.7-107
. o o s Nm?
unde ¢ este cunoscuta ca fiind vileza luminii in vid, 2 =9.10 o
ne

o

i, =4nl10’N/ A,
Prin urmare, lumina este de natura electromagnetica.

5.3. Ecuatia elongatiei undei electromagnetice
armonice plane tridimensionale.

a) Expresii matematice.

Forma complexa a elongaliei unei unde plane tridimensionale
(cazul vectorului camp electric), intr-un punct de vector de pozitie T sila
momentul t, este:

E(F,1)=E, -cxp{i i(}m~ t- IZ-F+(pn)} (1).

Forma reald a elongaliei acestei unde se obfine pornind de la
formele lui Euler:

thwa

¢’ =cosati-sina (2)
(v. anexa). Deci relatia (1) devine:

E(F,l)=_l—in -lcos(m t-k-F+ ¢,)ti-sin(m-t— k-T+ (pn)] (3).

Observatie: In cele ce urmeaza convenim ca exponentul undei
plane sa fie luat cu semnul plus.

Forma reala a elongatiei undei plane este, prin definitie, egala cu
partea reala sau imaginara a expresiei complexe (3) definite astfel:

Re {E(F, l)}= E, -cos(m A-k-T+ (po), sau
Im {E(F t)}= En -sin((n A-k-F+ (po).
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De obicei, Re {E(?,t)} si Im {E(’r’,t)} sunt notate, pentru simplitate, tot cu
litera E(f, ).

Observatie: Aceleasi consideratii sunt valabile si pentru vectorul
inductie al cAmpului magnetic: fif,t) =§o-exp{i(m-t—i€-’r'+(pn)l ;

Deoarece calculele matematice se simplificd foarte mult, in
practica, se prefera ulilizarea formei complexe (1). De multe ori, faza
initiala este inifializata cu valoarea zero (¢, = 0).

b) Semnificatia fizicd a marimilor.
Semnificatia fizicA a marimilor care intervin in relatia (1) este
urmatoarea:

’ E(f,t) reprezintd elongafia undei electrice In punctul de vector de

pozitie T la momentul de timp t. Daca punctul de vector de pozilie r
se alege ca origine a unui sistem de coordonate, atunci =0 i in

acest caz avem E(t)=E, -e™ sau E(t)=E, -cosot, daca alegem
faza initiala ¢,=0.

E, reprezintd amplitudinea undei plane armonice.

O(i,t)=0-t- k - T + ¢, reprezinta faza undei plane armonice.

o este pulsafia undei.

k este vectorul de undi ce are directia si sensul vitezei de deplasare
v a undei. Modulul, k, al vectorului de unda se numeste numar de
unda.

Nu trebuie s3 se confunde vectorul de unda k cu versorul axei
0z notat uneori tot cu I, |E|=l.

* & & ¢

c) Relatii care intervin intre marimile enumerate.

Modulul vectoruiui de unda: k =%, unde A este lungimea de

unda a undei armonice plane.

Vectorul de und3: k =k-fi= -251“1 unde fi reprezintd versorul

vectorului k.

154

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Unde electromagnetice. Optica.

Pulsatia (frecventa unghiulara): » = 2nv = 2n/T, unde v reprezinta
frecventa de oscilalie a undei, T este perioada de oscilalie a undei.
Lungimea de unda a undei. A = vT, unde v reprezinta viteza de
faza a undei (viteza de deplasare a fazei undei).
Din relafiile k = 2n/A, o = 2n/T si A = vT rezulta:
()]

=V @)

Daca se scriu expresiile analitice pentru vectorii k si t:
k=k, e +k, e +k, ¢, F=x€ +y¢€, +7€,
unde €,, €, $i €, reprezinta versorii asociali unui sistem de referin{a

cartezian ([¢,| = ’El =[¢,|=1). allii decat cei notati pans acum cu i, j si

k pentru a se pulea evita confuzia ultimului cu vectorul de unda (notat

lot cu E) si a primului cu numarul complex imaginar i (care are
proprietatea: I” = -1).
Atunci, produsul scalar k -t are expresia analiticd urmatoare:
k-t=k x+k, y+k, -z (5)

d) Suprafata de unda.

in procesul de propagare a unei unde plane (monocromatice) se
poate intotdeauna gasi locul geomelric al punclclor care au aceeasi
faza (se gasesc in faza), adica cu proprietatea urmatoare:

(r.1) =ot - kT =consl. = c, (®
Pentru un t dat, t=t,. ecuatia (6) reprezinta ecualia v: - plan in spaliu:
ol, -k x-k y-k,z=¢ (7)
care are forma generala. Ax+ By +Cz+D =0.
Tolalitatea punctelor dintr-un astfel de plan definesc o suprafata

denumitd suprafafd de und3 a undei plane. In concluzie, se poale
aborda urmatoare definilie:

Definitie. Locul geometric al punctelor din spatiu (mediu) in care
se propagd o perturbatie. pentru care\V’ are la un moment dat 't,” aceeagsi

valoare constanta “a” este o suprafafd, denumita suprafafd de unda: V' =
=Y'(x,y,zl,) = contant. = a.

Suprafala in care punctele oscileaza in concordan{a de faza
reprezinta o suprafala de unda.
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¢) Ecuatia elongatiei unei unde electromagnetice

armonice sferice progresive.

Daca izvorul generator de unde electromagm.etice (izvorul
perturbatiei electromagnetice) are dimensiuni mici (punctuale) si viteza
de propagare a perturbatiei In toate direcliile este aceeasi (mediul este
izotrop) suprafaia de unda a undei trebuie si aib4 forma unei suprafete
sferice, de ecualie r = const., a cérei centru coincide cu izvorul. Intr-un
asemenea caz, unda electromagneticd se numesgte sfericd. Suprafata
de unda poate fi considerata ca fiind sfericd daca distanfa r este mai
mare sau egald cu de zece ori dimensiunile liniare ale izvorului.

Ecualia elongatiei unei asemenea unde sferice monocromatice
are urmatoarea forma matematica (fara demonstratie):

Y(r,t) = ﬁ-sin 0)(t —-L) = é . sin(u)t - kr) (8),
r v r
sau
r

Y(r,t)= A €OS 0)(t ——r—) = é—-COS((Dt - kr) (8",
v r

i'ei(ml—kr) _ '[—\--eio('-%) @)
r

iar sub form& complexa: W(r,t) =

Observatie: Daca in ecualia (8) v devine -v se obfine ecualia
undei armonice sferice regresive.
A este amplitudinea # =A/r la distanta r = 1m de sursa, iar

r=\/x2+yJ +Z° reprezintd distanja de la sursa la un punct arbitrar de

coordonate (x,y,z) apariindnd unei suprafete de unda sferice oarecare,
centratd pe sursd. Expresiile (8) si (8') aratd.ca amplitudinea unei unde
sferice # =A/r scade invers proportional cu distanta r fata de izvor i prin
urmare, intensitatea undei, proporiionale cu patratul amplitudinii (a se
vedea capitolul dedicat interferentei luminii), descreste cu patratul
distantei fa{ad de izvor. Daca r devine suficient de mare, suprafala de
undd sfericA poate fi consideratd aproximativ ca fiind plana. Orice
dreaptd pomind din izvor constituie o razd. Orice raza este
perpendiculara pe suprafata undei.
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5.4. Soldtiile particulare ale ecuatlilor de propagare a
undelor electromagnetice pentru un mediu far surse

Sa demonstram c& solutile particulare ale ecuatillor de
,propagare a undelor electromagnetice (cand p = 0, ] =0),
- 1 ZE - b
AE ——- 9 ~=0, AB—L-a—B=O (1),
v ot

v2 atz

sunt de forma undelor armonice plane tridimensionale:
E(f.()=E, -exp{i(m-t—l?-?)}, B(f,t)= B, -exp{i(m-t—l;-i")} - (2).
Printr-un calcul direct se aratd ca (2) verifica, de exemplu, ecuatia de

propagare a undelor electromagnetice E=0, Si B = 0.
Intr-adevar, daca se rescrie solutia pentru campul electric sub forma:

ﬁ(i’,l)zEn-exp{i(o)-t—kx~x—ky-y—kz z)} (2)

i se evalueaza expresia AE = V’E care apare in ecuatia (1):
$

25 25 bEe
AL = le;:“Laay?’ng}’E (3),
se obtin pe rand derivatele spaliale:

- )=
@=—i-kl-ﬁ, a—‘f:-kifs,
ox ox

- -

%:-. k,-E; -g—;:-kilz, (4)
-
QE:-i-k,-E a?=—k:f3
7 ‘ oz

Deoarece k’ =k + k. +k;, prin adunarea relatiilor (4) rezulta:
AE = —(ki +kl+k2)-E=-Kk"E (5).
-

: , 0'E . L s
in continuare vom evalua derivata temporala Ez— care intervine in

ecualia (1). Rezulta:
E . - OE

—=ioE, —=-w’E (6).
6t 10 Py (6)

Deoarece, w? = k%v?, dupa inlocuirea relatiilor (5) si (6) in (1) se obtine:
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-k’E +—vl—2kzv2f3 =0 (7).

In concluzie (2) este o solufie a ecualiei (1). Se arata la fel ca (2) este o
solutie a celei de-a doua ecuatie diferentiala din (1).

5.5. Proprietitile undelor electromagnetice pentru un
mediu fdra surse.

a) Undele electromagnetice sunt unde transversale, adicad vectorii
E si B sunt perpendiculari pe directia k de propagare a undei.

Elk sau ELv i Bik sau Blk

E

v
<

O]
i
B

v
Fig. 5.1

Demonstratle: Se pornegte de la expresia sub forma complexa
a Intensitatii campului electric:
E(F,t)=E, .cxp{i(mt -kx-ky- kzz)} (1),

care se deriveaza partial in raportcu x, y, z:
a—E=—i-k,-E, % _ ik B, gg:—i-k,-fi (2).
ox oy Y oz

Dup# inmullirea relafiilor (2) cu versorii ortogonali € , € , €, §i
adunarea lor, rezulta:

QE.EI+6_E.E +-a—E-EZ=—i-(k"-é‘+k e, +k EI)E_—'—IEE (3).
ox gy ' oz '
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Intrucat ]*5=E,(-Zé,(+Ey-i§y+Ez-éz si deoarece €, €, =1,

x X

&, =¢,-¢e, =0, din relafia (3) se obtine:

y

E. 0 2 o = oo=\x B B\ E . o\ E

‘?&'ex =&(Ex'ex+Ey'e)’+Ez'cz)'ex =E(el.e1)+ a(y(ey'e) )+ a( (ez'ex)= &
OE . OE, GE . OE

Analog: —-e_ = , —-€,=—*%,
oy 7 oy oz oz

Prin urmare:
E E E 7 OE -
B+ v Eg B % B v ).

oy VT ozt ox oy
Substituind (4) in (3) se obtine relatia: divE = —i-k-E sau
V-E=-i-k-E (4).
Dupa simpilificare cu vectorul E relatia (4') devine:
V=-ik| (5).

Analog, se arata ca:
divB=-i-k-B (6).
Deoarece mediul este, prin ipoteza, fara surse: p=0 si 3 =0, ecuatiile

p

lui Maxwell, divE = £ si divB =0, devin:
€

V-E=0|si|V-B=0| (7).
Atunci din ecuatia (4') si (6) se obfine:
-i-k-E=0si-i-k-B=0" (8).
Dupa simplificarea cu (-i) rezultd egalitatile importante:
k-E=0sik-B=0 (9).
Pe de alta parte, prin definilie, produsele scalare:

o e o o= ©)
k-E=|k|-|E|-cosG'=0 = c0s0,=0 = 0,=n/2

k-B =|E|-|I§|-cos@2:6 = €080,=0 = 0,=n/2.

Concluzia este E1k si Blk, ceea ce trebuia demonstrat.

b) Vectorii E si B sunt reciproc perpendiculari: ELB.
Demonstrafie: Se porneste de la ecuatia lui Maxwell:
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- 13
2

(10)

Deoarece B(7.t) se poate scrie sub forma unei unde armonice plane
complexe,

B(i.1) = B, - &' " (11)
dupa efectuarea derivatei pariiale in raport cu t in relatia (11):
@=i-o)-f3 (12),
ot

ecuatia (10) se scrie astfel:
VxE=-i-0-B (13).
Dar in virtutea relatiei (6), operatorul nabla se scrie, V=-i-k care
inlocuit in (13) conduce la relafia:
—i-kxE=-i-0-B = kxE=0B (14).
Daca se inmulieste scalar egalitatea {14) cu vectorul E se obtine:

E-(Exﬁ):m-ﬁ-ﬁ (15).

Intrucat produsul mixt din stanga egalitatli (15) are doi factori identici,
rezultd ca acesta este egal cu zero. In concluzie:

o-E-B=0 » E-B=0 > ELB,
ceea ce lrebuie demonstrat.

c) Oscilatiile vectorilor  si B sunt In faza, adicd, modulele lor
E(t.t) s B(7,t) ating concomitent si in aceleagi puncte din spafiu
valorile maxime, respectiv, minime.

| V4

X#

Fig.5.2
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Demonstratle: Consideram ca unda electromagneticd se

propaga in sensul axei y, iar vectorii E si B sunt orientati ca in figura
5.2. Tindnd seama de aceste orientari ale vectorilor, daca se pleaca de
la relatia (14), se obline:

—

[¢1}
<
)

O X

kxE= 0{=8,-k-E (15).
E

=T

0

In acest caz relalia (14), kxE =B, se va scrie astfel:
¢ kE=0B=0BE, (16).
Rezulla:
KE=nB (17).
Tinand seama de egalitatea
o/k = (2n/T) (M 2n) = MT = v = 1/(ue)'? (18),
care este cunoscuta, se obfine:

E=—l:B = \/EE=—B—

Jen Y

B
\

sau

E=—| (19).

Din relatia (19) rezultd ca daca E = 0 atunci B = 0, sau daca E = E,,,

atunci B = B,,,,. Cu alte cuvinte vectorii E i B oscileazd in faza (sunt in
concordania de faza). In consecin{d, forma undei electromagnetice este
(v. fig.5.3):

E(y.H4z

Fig.5.3

Cei trei vectori E, B i k formeaza un triedru drept.
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5.6. Energia undelor electromagnetice. Vectorul
Poynting. Teorema Heaviside-Umov-Poynting

5.6.1. Energia undelor electromagnetice. Densitatea de
energie electromagneticd

Ca si In cazul altor tipuri de unde, undelor electromagnetice le

putem asocia un transport de energie, deoarece campurile E si B
implicd Inmagazinarea de energie.

Definitie: Consideram o regiune din spafiu a unui mediu material
prin care se propagd o unda electromagneticd gsi fie S o suprafafd ce
inchide In aceastd regiune un volum ts. Dacd E s/ B sunt campurile
asociate undei electromagnetice, energla totald, W,,,, asociatd undei
electromagnetice din interiorul acestei suprafefe este egald, prin
definifie, cu:

W, =§j‘”;::zdt+2_1p fIfBac o
unde
W, =§ [[[Erar @
reprezintd energia Inmagazinata in c':émpu/ electric, iar
W, = ZL“ | j [Bdx (2)

reprezintd energia Inmagazinatd in cdmpul electric din unda
electromagnetica ce strabate mediul material considerat.

Deoarece prin propagarea undei electromagnetice, valorile lui E
si B, in interiorul suprafelei S, se modifici, se va modifica si energia
electromagnetica W, , din volumul t.

Altfel spus, propagarii undei electromagnetice i se asociaza un
transport de energie prin suprafata S.

In cazul spaliului liber (vid) in relatiile (1), (2) si (2') constantele
de material € §i u se vor Inlocul cu ¢, i, respectiv, p,.
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5.6.2. Densitatea de energie electromagnetica

Densitatea de energie electromagnetica w, ,, se defineste astfel:

dw ~ —
w”“=——ﬂL=EEH~LB7=wd+wm,(ﬂ
dt 2 2u ' ¢
unde
€ - 1 —
w,=—-F siw_ =—RB? (2"
el 2 $ mg. 2“ ( )

reprezinta densitatile de energie electrica, respectiv magnetica.

5.6.3. Definitia vectorului Poynting. Semnificatie fizica.
Unitate de masura

a) Definitia vectorului Poynting.

Definifie: Pentru a caracteriza transportul de energie
electromagneticd vom defini un vector T1, denumit vectorul Poynting:

-~ 1~ -
[M=—ExB (3).
H
Modulul vectorului Poynting
. Tj= =+ 1
N|=11==|ExB|=—E-B (4)
B K
reprezintd din punct de vedere fizic densitatea fluxului de energie, adica
energia transportatd prin unitatea de arie a suprafefei S normala la
direcfia de propagare a undei in unitatea de timp.

Aceasta interpretare rezulta din analiza dimensionala a relaliei (4) sau
din unitatea de masura a lui 'H’. Astfel, dacad ds este un element de

arie orientat al suprafefei inchise S, atunci produsul scalar (fluxul
elementar al vectorului Poynting)

dS =1-d5 = 1-ds-cos([T,7i)=1-ds; , unde d5 =ds-i (5)

reprezinta cantitatea de energie (elementara) electromagnetica, dW,,,
ce iese din suprafata inchisa S, prin elementul de arie ds, in unitatea
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de timp sau fluxul elementar al energiei electromagnetice prin suprafafa
ds (ds, =ds-cos(ﬁ,ﬁ). ds. LIT):

dw,,, =d®f =I1-ds =T1-ds; (6).
In acest caz, energia totala (integrald) electromagnetica, W, ,, care iese

prin suprafala inchisa S, in unitatea de timp, sau fluxul energiei
electromagnetice prin suprafala S, se obtine prin integrarea relatiei (6):

__Hdw cﬂd(bs <ﬂﬂ ds = @5, (7)

si este egala cu ﬂuxul vectoruluu Poyntlng extlns la suprafafa inchisa S.

b) Orientarea vectorului Poynting.

Vectorul T1 este perpendicular pe planul vectorilor E si B si
coincide ca direclie si sens cu vectorul vitezd Vv al undei
electromagnetice (sau cu vectorul de unda E). Directia si sensul

vectorului [T arati direclia si sensul de propagare a energiei
electromagnetice.

c) Unitatea de masura in S.I. a modulului vectorului IT.
Deoarece:

IExBl

u 0
si daca se au in vedere relafiile cufoscute

pk U
B=1-s5i E=— (9),
5. q (9)

LR |r B| E. BsmE—E B (8)

rezuita:

(B):(p>% i (E)=% (10).

Deci, unitatea de masura in S.1. pentru I1 este:

gy =g (e {122 o

Pe de alta parte, din expresia legii lui Joule-Lenz W=U'1t rezulta:

(U-l):(U)-(l):V-A:%:% (12).
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Cu alte cuvinte,
V A=Jis (13)

si in concluzie:
J/s watt

(n}——- =—=— (14).

m's ' m

Din relatia (14) rezulta semnificatia fizicd a modulului vectorului Poynting
ca find energia transferatd prin unitatea de arie a suprafetei S In
unitatea de timp.

Prin urmare, vectorul Poynting are dimensiunea unei puteri pe
unitatea de arie sau a unei energii pe unitatea de arie si unitatea de
titnp, adicd: <IT>g, = J/(s m?) = watt/m?.

5.64. Teorema Heaviside-Umov-Poynting. Legea
conservdril energiei electromagnetice

Legea conservarii energiei electromagnetice: Rata de scddere
In timp (viteza de variafie sau scadere In unitatea de timp) a energiei
Inmagazinate In cdmpul electromagnetic care se propagd printr-un volum
finit 15 din spafiu, mdrginit de suprafafa S, este egald cu fluxul vectorului
Poynting (sau fluxul energiei electromagnelice) prin suprafafa S plus
pierderile prin efect Joule-Lenz care at! loc In domeniul de volum .

sau
Scdderea energiei electromagnetice In unitatea de timp

(—é\%"ﬂ‘—) In domen.ul considerat de volumul 15 este egald cu suma
dintre fluxul de energie electromagnelicd d)f-] care st-dbate suprafafa S
ce mdrjgineste vo_/umu/ dat v gi cdldura degajata In domeniul respectiv in

'
unitatea de timp prin efect Joule-Lenz, (%J .

ow, A\
Forma matematica a acestel legl. |— —=™ <DS 6 , unds

ot EX
= (ﬁﬁ-d'ﬁ reprezinta fluxul de energie electromagnetica ce strabate
S
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suprafaja inchisad S (sau cantitatea de energie ce traverseaza suprafala
S in unitatea de timp).

Demonstrafie. Se pornesie de la sistemul ecualiilor lui Maxwell
sub forma diferentiala pentru un mediu cu surse (p=0, j20). Prin ipoteza,
mediul este considerat omogen si izotrop, adicd marimile de material ¢,
1 si o sunt constante.

- OB . (. B
rolE =—-— (15), rotB=ul 14— 18).
P (15) ¢ L[J aJ (16)

Dac3 se Inmulleste scalar prima ecualie cu B si a doua ecuatie cu E,
dupa scaderea acestora se obfine:

B 9xB B IxE =y jrenh i P

Deoarece:

had (r aB ]( 2
enf —4+B.—= E?+B’ 18
s ™ e 2at(“ ) (9

si daca se face apel la egalitatea vectoriala
Ux(ExB)-B-VxE-E-VxB (19)
(fara demonstratie), dupa impariirea cu p, relatia (17) devine:
. (= - .- 1o -, B?
1o x(ExB)=—E-]- L2 ez +2-| (20).
1 2a T

Daca se integreaza egalilatea (20) pe domeniul de volum 1, marginit de
suprafa[a S. se obline:

[jw i:x B)-dt = - ml idt- —J’jjm( L2+_-.J.(lr (21).

it

Avand in vedere legea lui Ohm sub forma diferentiala ]:ﬁfi, sub
forma integrala a legi Joule-Lenz:

AYY

Al [”0[: dr_cmt dr (22)

relatia (21) se va scrie aslfel

__m [ B }h- - j”v (rxls}Jr+—— (23).
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Deci volumul g marginit de suprafala S este considerat imobil (deci
acesta nu depinde de t), atunci:

__m‘ (E2+ BJd ———_UI(EE’+:1B)d1: (24).

Deoarece, prln definilie, marimea:
o == eE°+—B° [dt (25)
2 Iﬂ h

reprezintd energia electromagnetica totala continutd in volumul 15, iar

1 - =

vectorul I=—ExB este vectorul Poynting asociat undei
1L

eleclromagnelice considerate. Daca se {ine seama de (24), egalitatea

(23) devine:
aWc m. _ aw O . A1\
. ?+ J”(V ﬂ)it (26).
in continuare, in relalia (26) vom ullhza teorema Gauss-Ostrogradskl:

m" ”)“‘ﬂ” ds = o, (27).

Relalia (26) devine:

a\'ch aW S
SRR el

ceea ce trebuia demonstrat.

Expresia (28) reprezintda Jegea conservarii energiei pentru
campul eleclromagnelic. Din aceasta teorema rezulta ca in cazul
proceselor electromagnelice energia se conserva, putand sa se
transforme in alte forme de miscare cum ar fi miscarea termica.

5.7. Intensitatea undei electromagnetice armomice plane

Definitie: Intensitatea | a undei electromagnetice este media
temporald a valorii (modulului) vectorului Poynting asociat undei
eleclromagnetice (u.e.m): [ = <11>.

Definifia mediei temporale a unei functii periodice: Fie functia
f(t) periodicd cu perioada T, adica f(t + T) = f(T) (1), T este un numar real.
Media temporala pe intervalul de timp t = T, a funcfiei f(t) este prin defini{’e:
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f(t) = % J'f(t)dt (2).

Observatle: Nu trebuie sd se confunde semnul “<>" de la media
temporald, cu acelasi semn de la definitia unitdti de masura a unei
marimi fizice.

5.7.1. Teoremele relativ la intensitatea undei electro-
magnetice plane

Teorema 1. Modulul (valoare) vectorului Poynting are expresia

urmatoare: Iﬁl =[1= ‘/E -E] -cosz(mt -k- 'r') = \/E E?.
m n

Demonstratie: Fie I vectorul Poynting al unei unde electro-

magnetice caracterizata de vectorii E si B:
- o . e 1. - -
n=lExB=|n|-ﬁ= ~Ex B-ﬁ=1|ExB|-ﬁ (3),

H B 1 H
unde i este versorul vectorului Poynting I'1. Deoarece ELB rezulta ca:

|EXE]=E-B-sm-’25=E-B (4)

si prin urmare relafia (3) devine:

-
M=—-E-B-ii (5).
I
In continuare, ne prevaldm de relatiile care ne aratd ci vectorii Esi B
sunt in concordanta de faza si care au fost deja demonstrali anterior:

B= e -E sau 7—B—=E sau v-B=E (6).
Ep

in acest caz (6) devine:

ﬁ=—]—,/ep-f—5"-ﬁ=\/g-l_52-ﬁ (7).
p B

Deoarece prin ipotezad vectorul intensitatea campului electric E are
forma unei unde armonice plane tridimensionale:

E=E,cofot-k-F) (8),
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substituind (8) in (7) se obtine:

ﬁ=‘/E-Eg-cosz(mt—ﬁ-f)-ﬁ=\/:ﬁz-ﬁ (9).
M B

Intrucat i este versorul vectorului 7 si deci |fi|=1, valoarea (modulul)
vectorului Poynting IT se poate scrie daca se pornegte de la relatiile (9)

sub formele urmatoare:
= fi-ﬁg-cosz(mt—i-f)-|ﬁ| (10),
7]

\/-fl—--ﬁf,-cosz(mf—l—(-F)-ﬁl

I'I=\/E-Ef,-cosz(a)t-l-i-'r')=‘/E'I::2 (10').
" n

Aici s-au folosit proprietafile modulului si faptul cd marimile \/E , Ef,
71

fil=n-

Deci:

cosz((ot - E-?) sunt pozitive. Relatia (10') demonstreaza teorema 1.

Deoarece, prin definitie, densit:itea de energie electricd este

w, = %ef‘l’ , din (9) rezultd, de asemenea, ca:
Iﬁ'sl'l= LA B w,=2-v-w, (11).
m Jen

Teorema 2. Intensitatea I a unei unde electromagnetice armonice
iane tridimensionale este proportionald (~) cu patratul amplitudinii Ef, a
. 1 =
vectorului intensitate a campului electric gi are expresia: 1 = 3 ‘/—87- ‘Elo
< I~El.

Demonstratie: In virtutea relatiei (10°) si a definitiei intensitatii 1
a unei unde electromagnetice armonice se poate scrie:

I=(IT) =%!Hdt = %;[‘/g-ﬁf,cosz(mt —E-'r')dt =

16Y
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1 N -
=— E-F.,‘) cos’(ml—k-l‘)ll:l- - E2AT(12),
T yn 0 T Yp

unde T esle perioada functiei periodice cos((nt —k- r) Pentru a evalua

inlegrala notatd cu | care apare in (12) se va utiliza relaia
trigonometrica cunoscuta;

cos’ o = ! +~-&;qu (13)
(v. anexa). Rezulta:
y r Qo T T
v T - l b 2 - . l
J= cos’(wl—k- ")“:I +CO‘{ ot-2k r)dl—— J-(IH—l ILO{Z(D( -KT l
0 0 0 2 0
deci:

T
J-_-5+J, (14).
In continuare vom arata ca integrala J, = 0. Intr-adevar,
T ) | LT
J, = Icos(?.ml -2k F)ll =— sin(th -2k-r) =
0 20 0

= éln-[sin(f';‘-rl'— 2k -F) - sin(-zi-r)] (15).

(

Deoarece sunt cunoscute relatiile trigonometrice:
sin(2kn —«) = ~sinu, k=2

sin(~w) = -sinu  (16),

rezulta imediat ca: J, = ;l ( sin2k 7 + sinZlE-F)z(). Inlocuind 1 == T/2
o

] c .-
n (12) rezultd ca intensilatea undei eleclromagnetice l—; \/— o SO
2 \p

ceea ce trebuia demonstrat.

Observatii: (relativ la conceptul de intensitale a undei

electromagnetice)
1) In opticda se Iintrebuinjeaza pentru intensilatea undei

electromagnetice (intensilatea luminoasa, I = [ mare cu bara deasupra)
urmatoarea definifie:
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1= <E2> = <E; cosz(mt -k ?)> (17).
Efectuand integrala din expresia (17) se obline, pana la un factor egal
cu \/Z /1 , aceeasi expresie ca in teorema 2. Intr-adevar, rozulta relatia

S - T T - 1 -
I=(E :——-Ef,-(cosz mt—k-f>=E§-—_- cos(ot —k-F)dt == B2 1=~ B2
(8) =4 B (od{onRor) 21 rodonRero= -1
(18), deoarece integrala 1, care apare aici, are valoarea cunoscuta dedusa

anterior: I = T/2. Din cele spuse mai inainte (teorema 2) avem relalia:

1=(n)=%\/f—l-fzf, (19),

ceea ce arald cd cele doud marimi I si T difera una de alta doar prin

factorul e /p: 1= |Z.1.
U
In abordarea subiectului relativ la interferenta luminii, care va
urma, se va utiliza pentru definitia intensitatii luminoase relatia (18)

T=(E")= % £ (20).

In cele ce urmeaza, marimea 1, chiar daca diferd de 1 printr-un factor,
va fi notata, in continuare, tot cu 1.

2) Intensitatea undei electromagnetice (intensitatea campului
luminos fi) este o marime propor{ionala cu valoarea medie a energiei
continutd in unitatea de volum a campului electromagnetic, deci cu
densitatea w, ,, de energie radianta. Intr-adevar:

1 =
w,__=—-e-E° (21),
2

cm.

si deci T=(E*) = <3 : w,,> = %(wd) (22).

Cu alte cuvinte:
T~(w,) (23).
3) Wiener a demonstrat experimental cd in fenomenele
luminoase vectorul inducliei magnetice B din unda electromagnetics nu

joaca nici un rol. Important este doar vectorul intensitate electricA E
(vectorul luminos).
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Capitolul 6

INTERFERENTA UNDELOR ELECTROMAGNETICE

6.1. Introducere

a) Definitia fenomenului de interferenta.

Spre deosebire de undele mecanice la care rezultatul
interferentei (suprapunerii) undelor se putea observa direct urmarind
amplitudinea rezultanta, in cazul luminii, rezultatul interferentei se poate
aprecia numai dupa intensitatea luminoasa I (definita anterior) in punctul
respectiv. Ochiul sau orice receptor optic prezinta o anumita inertie i
din acest motiv acestea vor sesiza doar acfiunea medie in timp a
energiei undelor electromagnetice conjinuta in unitatea de volum a
campului electromagnelic. (Prima definilie a fenomenului de interferen{a
este generald, iar a doua este mai precisa).

Definitia 1: Prin interferenfa luminii se Infelege compunerea
(suprapunerea) in acelasi loc din spafiu a undelor electromagnetice
provenite de la douda sau de la un numadr finit de surse coerente de
radiafie opticd, ce oscileazd dupd aceeasi direcfie si care au aceeagi
frecven(a (sau aceeagi lungime de unda).

Definifia 2: Doua unde luminoase de aceeasi frecvenfa interferd
Intr-un punct, dacd intensitatea luminoasa rezultanta, 1, in acel punct nu
esle egald cu suma intensitafilor componente: Izl+1,, (cand termenul de
interferentd este nenul).

b) Conditiile necesare interferentei a doua unde.

Pentru ca doua unde electromagnetice sa interfere este necesar
ca ele sa indeplineasca urmatoarele condifii:

- s se intersecteze intr-o regiune din spaliu,

- 53 fie monocromatice (sau omogene),

- sd indeplineasca condifiile de coerenta,

- s3 aiba aceeasi stare de polarizare.
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c)Proprietitile mediei temporale.
Fie o functie periodica f(t) de perioada
T ft+T)=/) (1)
Prin definitie, media temporala a functiei f(t) pe un interval de
timp egal cu T este:

] T
(f(t))=T ojr(t)-dt (2).

Se demonstreaza ugor urmatoarele proprietati ale mediei temporale:
I. Daca f(t), g(t) sunt doud functii periodice temporale avand aceeasi
perioada T, atunci:

(a-F()2P-g)) =a-(FO)£P-(g(t)) (3),
unde a, B sunt constante arbitrare. Caz particular:
(- F(0)) = a-(f(1)) (4).

Il. Daca f(t), g(t) sunt doua functii periodice in timp avdnd aceeasi
perioada T, atunci:

(r(t)-(0) = (F(V)-(g(V) (5).

ll. (a) =a, unde o este o constanta.

6.2. Conditia necesara si suficienta de interferenta.
Termenul de interferenta

a) Teorema care exprima conditia de interferenta.

Teoremd: Condifia necesara si suficientd pentru ca doud unde de
aceeasi frecvenfd, caracterizate de vectorii intensitate a campului electric

(vectorii luminogi) f:,(l) sf Ez(t) sa interfere Intr-un anumit punct din
spafiu este ca media temporald
(E,()-E,(0) =0 (1)

sa fie nenula.

Demostratie: Sa aratam necesitatea. Daca relatia (1) are loc,
rezultd I # 1, + I,. Pentru aceasta, presupunem ca intr-un punct arbitrar P
din spaliu exista doua unde electrice (de tip armonic) cu aceeasi frecventa,

caracterizate de vectorii intensitate a campului electric E,(t) i Ez(t).
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In conformitate cu principiul superpozitiei, cAmpul electric
rezultant in acest punct va fi suma vectoriald a intensitatilor campurilor

E, si E,, adica:
E=E +E, (2)
Deoarece E, i E2 sunt functii de timp si E va fi, de asemenea,
functie de timp.
Sa evaludm intensitatea I rezultantd a cAmpului electric total
I:Z(t)in punctul P considerat. Ii: acest scop reamintim definitia intensitaii

undei electromagnetice (utilizata in opticd) ca medie temporala a
patratului vectoruiui camp electric:

= (f«:z) (3).
Prin urmare, intensitatea totala a luminii I in punctul dat P va fi.
[=(B)=((B, +B.)') = (Bl + B2+ 2B -B) (@)

Observatie: Cand se ridica la patrat o suma de doi vectori,
termenul mixt se scrie ca un produs scalar a doi vectori. In acest caz:

E,-E,=E,-E,-cos(E,,E,) (5).
Daca vom utiliza in (4) proprietatile (3) si (4) din subcapitolul 6.1. ale
mediei temporale, se obline:
1=(E})+(E)+2-(E,-E,) (6)
in care I, = <Ef) si I, = <E§> reprezinta intensitaile luminoase pe care
le-ar produce separat in punctul P vectorii E, si E,.
Examinand relatlia (6) se pot desprinde doua situatii distincte:
Situatia 1: Daca (El : E2>= 0, atunci (E’) = <Ef>+<ﬁ2> sau
I=1,+1,. In virtutea definiliei 2 care a fost datd interferentei, nu exista
interferen{a a celor doua unde deoarece 1#1,+1,.
Situafia 2: Daca <E, - Ez) # 0, atunci <E2>¢ <Ef>+(f5;> sau
1#1,+1,. In acest caz cele doua unde interfera, fiind indeplinita definitia 2.
Reciproca teoremei (suficienta) se demonstreaza in mod similar.
Termenul (El : i2> care apare in relafia (6), se numeste termen

de interferen{a.
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In concluzie, conditia necesara si suficientd pentru ca doua unde
luminoase de aceeasi frecventa sa interfere intr-un punct din spatiu este

ca <f3, : E2> # 0. Prin urmare: <E, -E2> 20 o L+,

b) Cicumstanfele matematice de validitate ale conditiei de
interferenta: (E, : E2> £0.

Sa explicitam produsul scalar care apare in inegalitatea (E, : E2> #0:

<El - E2> =(E,-E, cos0)= 0 (7).

Deoarece unghiul 0 dintre vectori E, si E, este presupus constant,
rezultd cos@=constant si atunci, in virlutea proprietdtlii mediei
{a-£(1)) = a-(f(1)), se poate scrie:

(E,-E,)=cos0-(E,-E,)#0 (8).
Examinand inegalitatea (8) se constata ca aceasta este satisfacuta daca
sunt indeplinite simultan doua condili:

cosO=0 si (E V)40 (9)
In cele ce urmeaza vom admite ca undele luminoase reprezentate de
vectorii E, i E, sunt liniar polarizate, cu alte cuvinte, E ||E, sau 0 =0
ceea ce implica:

cosO=cos0=1+0 (10).
Prin urmare, din (8) rezulta:
(B,-E,)=(E,-E,)=0 (11).

In concluzie, situalile matematice de valabilitate pentru relatia
<FZ, : E1> # 0 sunt urmatoarele:

cosO# 0 si (E,-E,)#0 (12).

6.3. Definifia coerentei a doua unde Iluminoase.
Conditia de coerenta a doua unde luminoase

a) Diferenta de fazd si de drum a doua unde monocromatice
Sa consideram doua surse luminoase punctiforme S, si S, (v. fig.
6.1) care emit radiatii de aceeasi pulsafie o, = w, = ©» = 2nv (aceeasi

175

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Interferenta undelor electromagnetice

frecvent3 v sau aceeasi lungime de unda A). Intr-un punct P arbitrar din
spaliu, elongatiile celor doud unde E, gi E, , prin Ipotezad paralele

(E,JIE,). presupunem cé au ecuatjile:

E,(F,0)=E,, -cos(wi -k,-7), E,(f,t)=FE, -cos(ot—k,-F,) (1)
Pentru simplltatea calculelor vom considera ca cele doua unde au
aceeagl amplitudine

=E,,=E, = constant. (2).

Fig. 6.1

Directile de propagare a celor doud unde sunt specific::te de
vectorii de unda k si k2 , care au acelagi modul (deoarece A, = A, = A):
|- feo|=[{=3" ®
In plus, cei doi vectori au aceeasi direclie si sens cu vectorii de pozifie
T, ¢l T, al punctului P, faja de sursele S, si S,. De aceea:
= 2n - 2n
kl"]:kl'rl:T‘ruE(Pl- kz"),:kz'rz’:T'rzE(Pz-
- - 2n
ki=lk,|=k, =k, =k=—(4).
=k k=2 g
In aceste condilii ecualjile (1) se pot retranscrie astfel:
E,(?,,t) =E, -cos(ot-9,), E,(5,t)= E, - cos(ot—¢,) (5).
Daca notdm cu ¢, si ¢, fazele celor doua unde:

$ = ot - @4, $,= ot - @, (6)
prin definilie, diferenfa de faz4 a celor doua unde este:

AP = ¢y- 9= 0ot - @, - (ot - ;) = @, - 9= k(r,- 1y) = KAr =(iin/A) -Ar (7).
In concluzie, Ap = (2r/A) * Ar, unde Ar reprezintd diferenfa de
drum a celor doua unde.
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b) Definitia coerentei si condifia de coerenti a doua unde
lintar polarizate, monocromatice (san omogene) si armanice,
S examinam in ce silualie malemalicd esle valabila condifia

(|:l . }_5?> # 0 la care am ajuns in subcapitolul 6.2. Denarece cele doua

unrle sunt considerate liniar polarizate (15 ||17,), atunci prima condilie de
interferenfi cosO=cos0=1+0 este indeplimtd si prin uimare;
o=k, , = I cos(ol - ) -cos(ml —¢,) (8).
Sa evaluam, pornind de la (B). media temporala a produsului E, E, si sa
vedem in ce condilii aceasla este diferila de zero:
. N <) . cved s
(l',l . l_:2> = <|Ln ~COS(ml =) -cosl o1 — (pl)> (9).

Mentru a evalua integrala care apare in (2) se utilizeaza relalia
tngonometiica cunoscuta:

13, ccos0 =K

iy

cosu - cosf} = 5

[cos(a + ) + cos(u ~ [’»)] (10).
Rezulta:

(¥,-1,) —%[( -<(‘(“{7_mt (1, + )]+ cos(p, —p,)) =

= % i {(\co::{jl(nl (p, 4+, )]) + (C()s((p3 -, ))} (11).

In (11) s-a utilizat proprietatea mediei: (1(1) + g(1)) = (((1)) + {p(1)).
In continuare, sa aratim ca:
(cof2t (9, o) =0 (12).

Intr-adevar:
T

<(‘(\5\[2(~)t A, + 1, )Ii,\ = ll—- JL'().\'{I_’(-H - (A (pz)](ll =

]

I | 1|
=--oq——-sm2ot—=(¢, + P =
I {2(1) { LAk I[()

| : . . :
=”_"l' : {sm[Zml = (p, +q, )] - sm[-—((p: +(p~,)]} (13).
LM
Intrucat:
20T =2 2nvT =d4n = 2kn, k = 2;
sin(Zkn - a) = - sinuc sin(- «) = - sine - (14)
rezultd ca integrala de mai sus are valoarea zero. In consecinla:
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1 1
(E, ‘ Ez) = EEi(cos((p2 —(p,)) = ) Ei(cosA(p) (15).

Definitia coerenfei a doud unde monocromatice: Dacd
diferenfa de faza Ap a doud unde de aceeasi frecven|d, care se compun
Intr-un punct din spafiu, este constanta in timp, se spune cd cele doua
unde, respectiv cele doud surse, sunt coerente:

Ag =¢,-¢,=constant. (16)
(conditia de coerentd).

Relalia:
AQ = @,- ¢, = K(r,-1y) =(2n) Ar/A = constant. (17)
constituie condifia de coerenfd a doui unde luminoase. In aceasta
ipoleza (15) devine:

(L, -E,)= —21' E:-(cosAp) = %Ef’ cosA@ = constant =0. (18).

In concluzie, cele doud unde monocromatice liniar polarizate interfera,
adica <E,E,> # 0, daca A¢ = const., cu alte cuvinte in cazul in care
acestea sunt si coerente. Din relatia (18) mai rezultd ca cos Ag =
=constant = 0 dacd Ap = (2k + 1)n/2, k € Z.

6.4. Intensitatea luminoasa a doua surse coerente intr-
un punct din spatiu.

Prin definijie, aceasta marime are expresia:
1=(E’)=<(E, +E,)2>=(Ef+1‘3§ +2.B,-B,) = (B])+(B)+2-(E, - £,),
I=1,+1,+2-(E-E) (1.

Sa scriem in continuare expresiile intensitafilor luminoase funclie de
amplitudinile undelor care le produc (v. leorema 2, cap 5):

l 1
l,=§EfO sl 12=EE§O (2).

Prin ipotez3, E,,= E, = E, i E,Ilfiz (unde liniar polarizate). Prin urmare,
E,-E, =E,-E,cos(E,,E,)=E, -E,cos0=E,E, (3)
Si
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1=%E§ +%E§ +2-(E,-E,) (3).

In virtutea relatiei (15) (E, -E,) = % -E; -(cos Ap). Putem, deci, scrie:

1= %Eé + %Ej + Z%Eg(cosA(p) (3").

Deoarece cele doud unde sunt coerente (prin ipotezd), Ap = constant,
rezultd cosAg = constant # 0 si prin urmare:
<cosA(p) =cosAp =0 (4).

S-a utilizat aici proprietatea mediei temporale care afirma cad dacé a =
=constant, atunci (o) = o.. Rezultd c3 intensitatea luminoas3 total3 1 in
punctul P se poate scrie astfel:

I= Ei(l + cosA(p) (5).

Dacd ne amintim relatia trigonometrica pentru semiunght:

1
cosﬂ \/———+COSA(P (6),

2 2
expresia (5) se poate exprima astfel:
I = 2Ei 'COSZ—AE(R = 2FJ(2’ 'C052 _k__zéi = 2E§ COSZ 2nAr - ZEi .co 2 71: r (7)

Sa comentam din punct de vedere fizic relatia (7):

(8)

1=2E! cos’ — nAr

a) Intensitatea luminoasa I va fi maxima in punctul P in cazul In care

coszn—Ar=1 = MAT n(9),
A A

adica atunci cand diferenja de drum dintre cele doua unde
Ar=r1,-1 = Zk% (10),

unde k este un numar intreg (0, +1, £2, £3,...). Intensitatea luminoasa,
in acest caz, are valoarea:

I, =2E2 (1)
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b) Intensitatea luminoasa atinge, in punctul dat P, valori minime

daca: cosz% -0 = % = (2k + 1)% adicd, atunci cand diferenta de

drum dintre cele doud unde

Ar=r,—r2=(2k+1)% (12).

Din relatia (8) se obtine: cosz% =cos”(2k + l)g =0 si prin urmare:

[,»=0 (13).

Drumul geometric gi optic: Diferenta r, - r, este o diferenfa de
drum geomelric si reprezintd diferenfa dintre distanfele parcurse de
razele de lumind in vid pana in punctul dat.

Dacd intr-un mediu transparent avand indicele de refracfie n,
lumina strdbate o distan{d r, produsul nr se numegte drum optic si se
noteazd cu:

(r) =nr (14). ,

In acest caz conditiile de maxim si minim de interferent se vor

transcrie astfel (ke Z).

Pentru maxime:
(Ar), =n-Ar=n-(,-1,)= ZR% (15)

i
Pentru minime:

(ar), =n-Ar=n-(r,-1,)=(2k +1)% (18).
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Capitolul 7

DIFRACTIA UNDELOR ELECTROMAGNETICE

7.1. Definitiille fenomenului de difractie. Descriere
experimentala.

Un fenomen fizic important produs de lumina, care confirm3
natura ondulatorie a acesteia, | constituie difracfia. Aceasta este
specifica tuturor undelor (radiatiilor) electromagnetice.

In continuare prezentam trei (a, b, c) definilii fenomenologice si
una (d) cu un caracter mai exact ale fenomenului de difractie a undelor
electromagnetice.

a) Prima definitie.

Definifia 1. Fenomenul de difracfie consta, in esenfa, in devierea
direcfiel de propagare rectilinie a undei electromagnetice In prezenfa
unor obstacole (paravane, fante, grile, etc...).

Astfel, unda electromagnetica poate patrunde in spatele obstacolelor
considerate opace pentru lungimea de unda a radialiei utilizate.

ey lo
. ____,.L
=3
\ Iy : k'>
[ B T
S \ M }\'O - . N I
! NSl Io 15T, -
// | :
— % wmbri
N
Fig. 7.1
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Procesul poate fi urmarit usor daca se analizeazd modul de
comportare al luminii in cazul plasarii in drumul acesteia a unui paravan
MN opac de forma unui semiplan (fig.7.1). Lumina care pleaca de la
izvorul punctiform S in toate direcfiile si care, in absenta semiplanulyi MN
ar da pe un ecran E o intensitate I, in punctul P,, da In prezen{a acestuia.
tot in P,, numai 0,251, (25% din I,) scdzand continuu pana la zero in
regiunea de umbra. In zona (regiunea) luminoas3 se obfin maxime gi
minime de intensitate, primul maxim din P, depasind valoarea I,

Cauza acestor fenomene complexe care apar la limita de
separare dintre umbra geometricd (regiunea din umbrd) si lumina
geometrica (regiunea luminoas3) este fenomenu’ de difractie a luminii.

b) A doua definitie.

Efecte asemanatoare se observd dacd o sursd punctiforma
monocromaticd (omogend) lumineazd un plan opac in care este
practicatd o fantd dreptunghiulara sau un orificiu circular (aperturd de
forma circulara) de dimensiuni mici, comparabile ocu lungimea de unda a
radiajiei electromagnetice incidente. Pe un ecran se observa franje
luminoase in alternania cu franje intunecate de forma dreptunghiulara
(franje liniare) si, respectiv, franje inelare concentrice (inele ce
interferer}a concentrice) ca in figurile 7.2.a si 7.2.b.

— | ©

Fig 7.2

Definifia 2: Fenomenul de ocolire aparentd a obstacolelor opace de
cdtre lumind, cand dimensiunile acestora sunt comparabile cu lungimea de
unda a radiafiei utilizate, este cunoscut sub numele de difracfie.

c) A treia definitie.

Definitia 3: Fenomenul! de apa.ifie a maximelor £i minimelor de
intensitate luminoasd la limita de separare dintre zona luminoasd si
umbra geometricd se numegste difracfie, iar maximele si minimele
respective sunt denumite franje de difracfie.
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Prezenla franjelor luminoase sugereaza posibilitatea interpretarii
lor ca un caz particular de interferenta (admitand astfel natura
ondulatorie a luminii) prin utilizarea principiului Huygens-Fresnel.

d) A patra definitie.

Indicele de refractie al unui mediu dieleclric izotrop si omogen
strabatut de o unda electromagnetica (radiatie electromagnelica) se
defineste ca fiind raportul dintre viteza undei electromagnetice in vid
(c = 310°m/s) si viteza ei in acel mediu (v):

De asemenea, viteza undei in acel mediu dielectric depinde de
lungimea de unda A (sau de frecvenia v). Prin urmare, indicele de
refractie al mediului, n, variaza cu lungimea de unda A (sau cu frecvenia
v) corespunzatoare radialiei eleclromagnetice: n = n(}). Acest fenomen
se numeste dispersia undei electromagnetice de catre un mediu.

De exemplu, un mediu transparent ca aerul, pentrit o unda
electromagnetica omogena din spectrul vizitil, are n=1, iar un altul opac
are n -» ». Un acelasi obstacol poate fi opac pentru o radialie cu o
anumita lungime de unda si transparent pentru o alta radialie care are o
alta lungime de unda.

Putem defini gradientul indicelui de refraclie al unui mediu
dielectric neomogen dar izotrop dupa direcfia Ox normala la vectorul de
unda k (deci, perpendiculara pce direclia de propagare rectilinie in
mediu a undei electromagnetice) ca fiind rezultatul limitei urmatoare:

An dn - dn

Vinezlhm—-1=— i sau Vn=---1,
Ao AX dx dx

adica valoarea limild a raportului dintre diferenta a doua valori distincte
ale indicelui de refraclie pentru acelasi mediu strabatut de o unda
monocromatica si distanfa Ax dintre cele doua zone ale mediului cu

indicele n diferit inmultit cu versorul 1 al axei 0x. Din punct de vedere
matematic, la limitd Ax tinde catre zero (Ax —» 0), dar din punct de
vedere fizic aceastd distanld Ax foarte micd este comparabild cu
lungimea de unda a radialiei utilizate (mai mica sau mai mare decat ).
Daca pe astfel de distan{e mici indicele de refractie al mediului variaza
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semnificaliv (aclicd valoarea gradientului este considerabild) atunci
direclia de propagare a undei electromagnetice este deviata si are loc
fenomenul de ditraclie. Practic, daca se {ine cont de pricipiul Huygens-
Fresnel atit unda difractatd (deviatd de la directia ei rectilinie de
propagare) in acea zona ce prezintda un gradient puternic al indicelui de
refracfie cal g1 o unda nedeviata, ambele provenite din radiafia inifiala,
sunt doua surse secundare coerente. Ele Indeplinesc conditile de
interferen{a, se intersecteaza si dau un fenomen de inferferentd
stafionard care conduce la aparifia de maxime si de minime ale
intensitalii undei (descrisa in definitile anterioare).

Definitia 4: Difracfia reprezintd fenomenul fizic de deviere a
direcfiei de propagare rectilinie a undelor electromagnetice in prezenfa
unor qradienfi puternici (pe distanfe comparabile cu lungimea de unda a
radiafiei) ai indicelui de refracfie, n, al mediului prin care se propagd
undele respective.

in concluzie, pentru o radiatie electromagneticd cu o anumiti
lungime de unda (sa spunem, din spectrul vizibil) paravanul MN (un
semiplan din carton) descris in figura 7.1 este opac (nyy = ), iar in
cealalla parte este aer, deci un mediu transparent pentru radiatie (n~1).
La frontiera dintre cele douda medii (paravan si aer), pe distanie mici,
comparabile cu lungimea de unda a radialiei, (pe o directie paralela cu
ecranul E), avem o neomogenitate, deci un gradient puternic al indicelui
de refractie (n variaza de la o la 1), care conduce la aparifia
fenomenului de difractie a radiafiei utilizate. Adica, avem o deviere a
undei luminoase in acea zona. Aceasta se intersecteaza cu alta care nu
este deviatd, provenitd de la acelasi fascicul de lumina, de deasupra
paravanului. Cele doua unde pot interfera si se obtine pe ecran figura de
interferenta cunoscuta. Desigur ca pentru o alta radiatie cu o lungime de
unda din spectrul de raze X, paravanul nu mai este opac, iar fenomenul
de difractie nu mai este vizibil.

Chiar daca fenomenul de difractie nu este foarte pronuniat, el tot
poate exista si in cazul unor medii dielectrice neomogene In care
diferenfa An (de exemplu un An =~ 0.6) este micd, dar pe distanfe
comparabile cu lungimea de unda a radiatiei gradientul este totusi mare.

f) Obiectivul teoriei difractiei:

Obiectivul teoriei difractiei este calcularea distributiei intensitatii
luminoase dincolo de fronturile de unda distorsionate de obstacole pe
care le Intalneste radialia optica.
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Teoria Fresnel a difracliei se bazeaza pe principiul Huygens-
Fresnel si implicd urmatoarele presupuneri;

+ Fiecare punct al frontului de unda distorsionat emite unde sferice
secindare;

¢ Suprapunerea undelor sferice secundare, cu luarea in consideratie a
fazei, constituie unda luminoasa care se propaga mai departe;

¢ Intensitatca luminoasd observala ih orice punct din spatiu este
proportionala cu patratul amphtudinii undei.

Caracteristica esenliala a obiectelor de difractie (orificii
circulare, fante dreptunghiulare sau ecrane opace) este aceea ca
nu deformeaza frontul de unda, ci doar il "mutileaza”.

7.2. Principiul Huygens-Fresnel

Fenomenul difractiei nu aputut fi explicat decat admifand natura
ondulatorie a luminii, pe baza principiului Huygens-Fresnel.

7.2.1. Enunturile principiului Huygens-Fresnel

Epun{ul 1. Orice fiont de undi poate fi considerat la un moment
dat, t, ca o sursd de unde sferice secundare, avand aceeagi frecvenfa v
(sau lungime de undd X)) ca s/ unda incidenta, emise de fiecare punct a
frontului de unda. Frontul de unda la un moment ulterior de timp t'>t este
dat de inf3suritoarea (stprafafa tangentda a acestor unde) tuturor
undelor secundare (Principiul lui Huygens).

Undele secundare sunt toale in faza (au aceeasi fazd), deci sunt
coerente si prin urmare pot interfera, deci, undele secundare sunt mutual
interferente (Fostulatul lui Fresnel).

Principiul lui Huygens explica patrunderea luminii in regiunea
geometrica cu umbrd, dar nu si producerea franjelor de difraclie a carei
explicalie este dalda de completarea (postulalul) lui Fresnel. Urmatorul
enunt este echivalent cu primul.

185

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Difractia undelor electromagnetice

Enuntul 2: Orice punct de pe o suprafafd de und& ¥ /la momentul t
este centrul unei noi unde elementare astfel cd Infadsuradtoarea tuturor
undelor elementare X% va fi o suprafatd de unda la un moment ulterior t'.
Undele elementare inverse (cele care se propagd spre sursd) nu se iau
in continuare (Principiul lui Huygens; v. fig.7.3.a).

Excitafia luminoasa Intr-un punct arbitrar P poate fi consideratd
ca rezultat al interferenfei tuturor undelor elementare emise de o
suprafafa de undd (completarea lui Fresnel, v. fig.7.3.b).

A

Fig.7.3

Observatie: Sintagma “excitatie luminoasa” din enunful de mai
sus poate fi inlocuita, in optica, prin una din sintagmele urmatoare:
actiune luminoasa, vibrafie luminoasa, intensitatea campului electric,
oscilatie luminoasa, perturbatie luminoasa, elongafia undei.

7.2.2. Explicatia difractiei undelor in spatele unui
semiplan infinit gi in spatele unui disc finit cu
ajutorul principiului lui Huygens

Putem deforma frontul de unda plan-paralel si, deci, abate
lumina de la o linie dreaptd deformand frontul undelor secundare, de
exemplu cu ajutorul unui semiplan (v. fig.7.4). Introducerea semiplanului
impiedica formarea undelor sferice secundare si astfel se deformeaza
frontul de unda. Un ecran E pus in spatele paravanului P va fi luminat in
portiunea OA, dar va fi luminat si in regiunea de umbra geometricd OB.

186

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Difracfia undedor eledctiontagnetic o

Fig. 7.4

Din figura 7.4 si mai ales din figura 7.5 rezultd: conceptul de.raz4
de lumind este uitilizabil In mod aproximativ. Asa cum in realitate nu
existd punctul material, nu exista nici raza de lumina. -

upl| .

Fig. 7.5

Astfel, din fig.7.5 rezulta ca daca un disc este iluminat cu lumina provenita
de la o sursa punctiforma foarte indepartata (pentru a avea unde plane) in
mijlocul umbrei geometrice AB apare “paradoxal” o zond luminoasa.
Ocolirea obstacolelor de catre lumina este, in acest mod, evidenta.

7.3. Forma matematica a principiului Huygens-Fresnel

Fie S o sursa punctiforma monocromatlica (care emite lumina cu
lungimea de unda 1) situata intr-un mediu omogen (sau vid) si fie B un
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punct in care ajunge lumina emisd in directia SB (v. fig.7.6). Fie »
pozifia instantanee a unui front de unda sferica de raza R, care provine
de la sursa punctiforma (ideald) S.

Conform principiulii Huygens-Fresnel putem inlocui actitinea
sursei S In punctul B cu actiunile punctelor de pe suprafaja S
considerate ca izvoare luminoase fictive coerente intre ele si distiibuite
continuu pe suprafata I, care au toate aceeasi faza pe frontul de unda
sferic ¥ (echifaza).

Daca elongatia vectorului intensitate a campului electric
(vectorului luminos) pentru sursa S este reprezentata de relalia
Es(t):Eo-exp{iml}, unde E, reprezintd amplitudinea elongaliei in

punctul S, atunci elongatia unui punct M de pe suprafata ¥ este:

EM(R,t)=[—:;3'exp{i(ml—kR)} (1)

(vezi expresia elongatiei undei sferice progresive In capitolul 5).

Fig. 7.6

S3 consideram un element de suprafaid do suficient de mic
pentru a fi asimilat cu punctul M, element care trimite vibratii (luminoase)
catre punctul de observalie B. Distanta r fiind aceasi pentru toate
punctele elementului do, ele pot fi considerate ca oscileaza in faza.

Utilizand postulatul lui Fresnel, oscilatia in punctul B provenita

de la elementul de suprafata do are elongatia:
dE, = l'(u)-%-exp{i((nt —kR)}-L"{_'—kﬂ-do 2).
r

Factorul de Inclinare (oblicitate) f(n) a fost introdus de Fresnel pentru a
exprima faptul ca elongatia vibraliei in punctul B, dE,, este dependenta
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si de inclinarea dreptei MB fata de normala N la suprafafa ¥ in M si c3
nu existd unde secundare de intoarcere.

intr-adevar, acest faclor scade continuu cu cresterea unghuuluu
1, ia valoarea zero pentru 0 = n si este egal cu 1 pentru 0 = 0.

In teoria lui Kirchhoff f(ix) are expresia urmatoare:

1 ¢ I, daca 0=0

f(or) = 2 205% 3).
2 0, daca O=mn

Elongatia in punctul B, dEg, este direct proportionald, de asemenea, cu

marimea elementului de suprafald do. Aceasta elongatie, suma a

acliunilor luturor punctelor supraletei de unda T (suma echivalentd cu
actiunea directa a izvorului S) se va scrie astfel

J“-H(IL"— expli(ot - kR))- jje"p ikr} f(w)-do (4).

Expresia (4) se numeste integrala de d/fracﬂe a Iu: Fresnel.

7.4. Metoda zonelor lui Fresnel

Calculul direct al integralei de difraclie (4) fiind foarte complicat
este mull mai simplu si mai intuitiv sa se utilizeze, pentru rezolvarea
acesteia, metoda zonelor lui Fresnel.

Aceastd metoda presupune lrasarea unor suprafele sferice cu

A
centrul in punctul B, deraze r_ =1, + m-—2— , meN.

et}
h=To + '%'2
r,: o+ -% -3

Fig.7.7 -
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Din intersectiile acestor suprafete sferice cu suprafaja de unda sferica &,
rezulta zonele Fresnel sau suprafefele semiunda Fresnel (fig.7.7). Se
observa ca undele care ajung in B de la aceste zone sunt defazate cu:

Aq’):@..Ar:z_n._}::n'
A A2
deoarece pentru oricare zona Ar = r,, - r,., = A2. Factorul de inclinare
f(a) depinde de zona respectiva (adica de numarul m) si se considera
constant in cadrul aceleasi zone Fresnel.
Sa aratam, in continuare, cum se calculeaza integrala dubla
(integrala de suprafata) care apare in relalia (4) din subcapitolul 7.3.

e
R T
S " S
b
r
Fig.7.8

Din figura 7.8 rezulta, aplicind teorema cosinusului, relatia urmatoare:
r' =(R+r) +R* 2R (R tr)-cosD.
Prin diferenjierea acestei relalii, in care marimile r si 0 sunt variabilele,
rezulla:
2r-dr=2R-(R+r,)-sin0-d0 sau r-dr=R-(R +1,)-sin0-d0 (1).

In continuare, vom folosi expresia (din analiza matemalicd) ele-
mentului de arie de pe suprafala sferica de raza R in coordonate sferice
(R, 0, ¢): doa=R?-sin0-d0-dy, 0e(0,n), ¢<(0,2n] (2).

Utilizand (1) in (2) rezulla:
do = R r-de-de (3).
R+,
Introducdnd elementul de arie do in relatia (4) din subcapitolul 7.3
putem calcula contributia zonei cu numarul de ordine m la elongalia
undei (vibraliei) in punctul B:
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2n fm _—ikr
{i((ot—kR)}-fm(a)- J’d(p. I -ﬁT-r-dr=
: +T

Tm 1 o

L'm.lll =

-_—EE;T expfi(ot —kR)}-27-f_ (o) I *dr o (4).

Tm-1
Ao A
Deoarece 1 =T, +m-E $ir. =1 +(m—l)-5, integrala I care apare

in (4) poate fi evaluata astfel:

r . . i r,,4m?: N rn‘m»l)ﬂ
" =—-'l—--(e ikt —e"k‘“')—_-_._l._ |:C k{ 2)—3 l{ ( 2,':':

r,, ik ik

-~k roun-)«' i E i .m)‘ ik ;
=—.i-e ( 2] l—e'? =—7L-e""'°-e ' l1-e *| (5).
ik ik

Introducand in (5) valoarea numarului de unda k = 2—: putem scrie:

erikmlz—'[l _ eik% ) =i -(l _ein) (6).

In (6) vom utiliza relatia lui Euler:
tia

e =cosazti-sina (7).

rrﬂ

. |
1= Jc Modr=- --e"
ik

Tmt

Rezulta:

e“"‘“(] - e"‘): (cosmn - i-sinmn)-(l —cosm—i-sinm)=

=l soli-D-o)=2-(-1)"  (g).
Prin urmare, valoarea integralei I este:
:____ ( ) i —|kr° 9)

Asadar, elongafia undei in punclul B, datoritd contributiei zonei cu
numarul m, este:

E.p= ™ .expii [(ol —~k(R+r, )]}

E.p= 2( l)m A f (o) —— -t exp{ ik(R +1, )} expliot} (10),
i

0
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adica efectul luminos (elongalia E, ;) in punctul B dat de zona Fresnel
cu numarul m, este caracterizat tot de ecuatia unei oscilatii armonice de
amplitudine:

_( 1)"‘*'._2_}‘.E_. f (o) - (11).
R+,

Deci, toate undele ajunse in B de la diferitele zone Fresnel au
toate aceeasi faza, dar amplitudinile sunt alternativ pozitive si negative
si scad treptat cu cresterea lui m, datoritd cregterii unghiului a, deci
scaderii lui f,,,.

Elongatia undei rezultante in punctul B va fi egald cu suma
contributiilor numarului total N de zone Fresnel (m=1, 2, 3, ..., N):

E - ZE 2}. E —ik(R+ro) . eiml . ZN:(_l)m+l . f (a) (12)
™" R+r, r -~ " '

Suma din relatla (12) se poate explicita astfel:

2} )™ £ =f, ~f, +f,—f, +..+(=)™" - 2 (%—f ;J{%—mfz}... (13)

fm
A
5 P +
i :fm' m+1
fm-IE

1 1 1 1 A

01 2 3 g E—
Fig.7.9

» m

Mai departe, Fresnel a postulat ca factorul de inclinare f,
descregte incet si liniar in functie de numarul de ordine m al zorelor
Fresnel (v. fig.7.9): f,=a m + b (a, b constante).

De aici rezulta imediat egalitatea urmatoare:
f +f

f — m-1 m+1 13- .
- (13)

m

Din acest motiv, parantezele din relatia (13) se anuleaza. Se
mai observd ca dacd N este par ultimii doi termeni din suma (13)
sunt (1/2)  (fn.e - fn)-
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De exemplu, daca N = 4, ullimii doi lermeni se scriu (1/2) (f,- f,),
Daca N este impar, ultimul termen al sumei este /2. De exemplu, daca
N = 3, ultimul termen este £,/2.

Din aceste considerente, elongalia undei luminoase in punclul B
se scrie aslitel:

f, f
L Z’,k) ; Ci[_.,:».munu‘Jé +—ﬁ2i— v daca N este par
I} 0 R br l [I

0

ra

(14).
daca N este impar

Egalitatea (14) se poate pune sub o forma finald mai simpla daca se {ine
seama de faplul cad f, scade liniar in funclie de m. Aceastd ipoteza
conduce pentru zonele Fresnel imediat vecine la egalitatea
aproximativa: [ = f,.,. Dar din relajia (13’) rezulta ca:
fmz fm*‘lz m-1 (15)
Prin urmare. pentru m = N suma (f,/2) + (f,,,/2) - (fy) care apare in (14)
devine (f,/2) - (f/2) $i in final, dupa simplificare cu 2, elongatia campului
Inctric din B se scrie astfel:

A eil--nl k(nr..)l
E,=| | E,- — -\f,Tr,) (16),
: (.) iy (TR 08

(relafia lui Fresnel).

Se observa ca marimea E; depinde de numarul tatal de zone
Fresnel, N. Matematic acest lucru se scrie: Eyp. Semnul “minus”
corespunde cazului in care N este par, iar semnul “plus” corespunde
cazului in care N este impar.

7.5. Difractia printr-o apertura circulara (difractia Fresnel)

7.5.1. Expresia numarului total de zone Fresnel N in
functie de parametrii R, p, r, §i A

Sa consideram o deschidere circulara de raza p (v. fig.7.10). Sa
iratdm, in continuare, cad numarul total de zone Fresnel, N, depinde de
marimile R, p, 1, i A §i are expresia urmatoare:

R+r
N=p2-Rkr ‘(1).

o
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N
A}/h[ \
S 16 A T ~.__B

NT // -
L

Fig.7.10

Demonstratie: Din figura 7.10 rezulta:
Pr=tn=(f+h,) =17 —10 ~20h,—h, (2).

de unde, pentru h,, << r,, deci h’ <<r} (h’ se neglijeaz fata de 1, ),
se obtine:

2 2 2
P, =1, -1, —2,h, (3).
A
Deoarece metoda zonelor Fresnel presupune r, =r,+ mE

rezulta
2

rl =]+ mr+ m’z:— (4)
si deoarece A este mic (A<<1, ceea ce presupune A’<<1, deci A’ se
poate neglija), relalia (4) devine:
rl -t =mr A (5).
De asemenea, este evidentd din figura 7.10, relafia urmatoare:
pl =R’ —(R-h,) =12 —(r, +h_)’, de unde rezulta ca:

(2 _p? .
h =—"_9_ ().
m 2(R+r,) ®)

Astfel, din relatiile (3), (6) si (5) se obtine:
=T ¥ R

7).
R+r, R+r, )
Pentru m = N, putem scrie p,,= py= p §i deci din (7) se obtine:

2 _ 2 .2
Pn=Tn~To — T
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p’=N Rr, A
R+r,
de unde
Rr,
p=vNA- (8)
R+,
sau
(R +
noPUR*R) g
Rr,A

ceea ce trebuia demonstrat.

Caz particular: Daca unda incidentd, care cade pe deschiderea
circulara, este plana, adicd R—», relalia (9) conduce la valoarea:
o p(R+r 2
Nipn = lim P(R+n)_ p? (10).
R+=  RrA A
In figura 7.11 este prezentata fotografia unei figuri de difraclie a
radialiei provenitd de la un laser He-Ne printr-o apertura circulara
practicata intr-un ezran opac.

— ——

-

Fig. 7.11

7.5.2. Concluzii ale relatiei lui Fresnel
In cele ce utmeaza se va da explicalia intensitatii luminoase a

franjelor de difractie Fresnel cu ajutorul relafie lui Fresnel.
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a) Elongatia undei rezuiltante in punctul B, E,;, cand nuncyul
de zone N este foarte mare (N >m, paravanul lipseste)
Asa cum am vizut (relatia loi Fiasnel) elongatia undei rezulfante
in punctul de obseivare B, E,, are forma urmdloare (v. relajia 16 din
subcapitolul 7.4.):

P

. I3 [ ot MR -
Frn :(—1) 'rorn.el e (RF6) (),
depinzand de numarul N al zonelor Fresnel (E;,q). Pentru N foarte mare
(N —» o) unghiul de difraclie Fresnel 0 fiind, de asemenea mare, rezulld
ca factorul de oblicitate f, trebuie sa fie egal cu zero, deoarece acesta
descreste catre zero, prin definifie, daca 0 cieste la n.
Prin urmare, pentru N —» o fy — 0 iar elongatia undei rezultante
(1) in punctul B devine:

E

o1

_}_“__En . rl .cilml k(ero)l (2)
1 R+,

b) Elongatia undei rezultante in punctul B, E; cand se
considera doar contributia primei zone Fresnel, N =1

in acest caz, orificiul circular practicat in paravan are raza egala
cu cea corespunzatoare primei zone Fresnel.

Pentru cazul impar (N = 1) suma f, + f, din relalia (1) devine f, +
+ f, = 21,, iar relafia (1) capata forma urmaloare:

A E .
E — 2 N 0 'C.lm( k(RHn)] 3 )
1. R 3)

c) Efectul direct al undei sferice emisa de sursa S in punctul
B. Demonstratia egalitatii: Af,/l = 1
Sa scriem elongatia undei sferice care ar ajunge direct in B de la
sursa S. Aceasta are, la distanta R + r, fala de sursa, forma urmatoare
(v. ecualia undei sferice progresive):

E,

E, 'ci[ml—l\(Ruo)] (4)
R+,
si trebuie sa fie identica cu cea obtinuta la punctul (a) in relatia (2), in
cazul N —» ». Cu alte cuvinte este necesar ca:

~Ta

(5).

—1l=] = f,=L=-I~-e
1 A A
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Asadar, undele secundare descrise de relatia (2) vibreaza cu un decalaj
de faza A¢ = n/2 in raport cu unda principala (4). Adica:

E __!_EO ilm('k(RHo);gJ
‘o.B T . ‘
i R+r,
Daca se {ine seama de relatia (5) expresiile pentru E ¢ si E, . se scriu:
E = hO .ei[ml-k(RH")] ' EI L= 2E0 .C"'I"‘I_HR”")I (6)
R+, 7 R+,

d) Sa aratam ca prezenta unui paravan prevazut cu un orificiu
circular a carui raza esle egala cu raza primei zone Fresnel (N = 1)
conduce la marirea intensitatii luminoase in punctul B de observatie
situat in spatele paravanului (N - o). Intr-adevar, daca se line seama
de (5), expresiile E, 4 si E, , se scriu ca in (6). Rezulta succesiv:
Boa=2-F_, = Bl =4-El = (5])=4.(EL,) = 1, =41, (7).

e) Cand in fala sursei S se aseaza un ecran cu o deschidere
circulard care lasa libere un numar /mpar N de zone Fresnel (sa
presupunem N = 2n + 1, n ¢ Z), perturbatia (elongalia) undei in B este
mai mare decéat in cazul cand ecranul ar lipsi, deoarece in relatia (1)
apare factorul suma (f, + f,.,,).

f) Cand in fala sursei S se aseaza un ecran cu o deschidere
circularii ~are lasa libere un numar par N de zone Fresnel (N = 2n, n € Z),
perturbofia (elongatia) undei in B este mai mica decat in cazurile
precedente, deoarece in relatia (1) apare factorul diferenta (f,-f,.).

g) Pe masura ce raza p a orificiului (apertuni) ecranului plasat in
punctul B creste se vor observa succesiv maxime si minime ale
intensitatii luminoase.

h) Se poate obline pe ecran o intensitate luminoasa foarte mare
daca se acoperd toate zonele Fresnei pare sau impare. In acest caz,
diferenta de drum dintre undele provenite de la zonele vecine, pare sau
impare, este egala cu X\ si se oblin maxime de interferen{a.

7.6. Difractia Fraunhofer

Difractia undelor sferice (raze de lumina divergente} este
cunoscutd sub numele de difractie Fresnel, iar difractia undelor plane
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(raze de lumind paralele) este cunoscutd sub numele de difracfie
Fraunhofer. In figura 7.12 se indicd schematic experimentul de tip
Fraunhofer. O sursa punctiforma de lumina de intensitate I se afld in
focarul lentilei L, (lentild colimatoare). Intre lentilele L, si L, se afla un
ecran prevazut cu o deschidere (sau mai multe) dreptunghiulara,
circulara, sau de orice alta forma. Lumina deviata prin difracfie. sub
diferite unghiuri (in figura 7.12, este prezentatd lumina deviata sub
unghiul 1), este focalizatd de lentila L, in diverse puncte ale ecranului
E,, aflat in planul focal al lenlilei L,.

Fig.7.12

7.6.1. Elemente matematice utilizate

a) Elongatia intensitdtii campului electric al undei
electromagnetice emisa de o sursa punctiforma
Elongatia intensitatii cAmpului electric al undei electromagnetice
emisa de calre o sursa puncliforma (ideald) de radiatie monocromatica
prezintd o dependentd temporala in punctul in care se afla sursa de
radinlie (r = 0) de forma urmatoare (unde r reprezinta distanta de la
sursa la un punct dal din spaliu):
E(r,0) = E(0,0) = (1) = E,sin(ot + ) (1),
unde FE(0,1)=E(t) este elongatia (marimea) intensitali campuiui
electric, la momentul de timp arbitrar t, E, este amplitudinea (valoarea
maxima a elongaliei) intensitatii campului electric, o = 2nv este
frecventa unghiulara (care se masoara in radiani pe secunda), v este
frecventa radialiei optice (se masoara in hertz), ¢ = ot + ¢, este faza
undei electromagnetice (se masoara in radiani), iar ¢, esle faza iniliala
(care, de obicei, se ia egala cu zero) a undei electromagnetice.
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b) Elongatia intensitdtii campului electric al undei
electromagnetice intr-un punct oarecare

Intr-un punct arbitrar P situat la distania r faid de sursa
monocromatica de radiafie electromagnetica (r=const.) dependenta
temporala a intensitatii cAmpului electric al undei electromagnetice este
data de expresia:

E(P,t) = E(r,t) = E sin(ot +p, —kr) (2),

unde k = 2r/A este numarul de unda, o¢p=ot+qkr este faza undei
electromagnetice cand aceasta a ajuns in punctul P, la distanfa r de
sursa de radialie electromagnetica.

c) Definitia coerentei a doud surse monocromatice de
radiatie electromagnetica
Fie doud surse monocromatice (k, = k, = k = 2n/A) de lumina
aflate la distanlele r, si, respectiv, r, fajda de punctul de observatie P.
Intensitatile campului electric al undelor electromagnetice provenite de
la cele douda surse de radialie oplica vor fi date in punclul P de
expresiile urmatoare:
E (r,,0) =, sim(ot+¢,,—kr) (3),
E,(r,,t) = E,, sin(ot +¢,, —kr,) (4),
unde ¢,(t)=mt+g,,-kr, este faza undelor in punctul P provenite de la
prima sursa, iar ¢,(t)=ot+g,,-kr, este faza undelor din punctul P, care
provin de la cealaltd sursa. Deoarece sursele sunt monocromatice
rezultd ca au aceeasi lungime de unda si, deci, i acelagi numar de
unda: A, = A,= A => Kk, =k, = k=2n/A.

Definitie: Doud surse de radiafie electromagneticd
monocromatica (S, si S,) avand aceeasi frecvenfd v, = v, =v (deci A, =
=X, = &) sunt coerente atunci cand diferenfa de fazd ¢, = Ap este o
mdrime constanta in timp, deci:

AP = Q-0 =Pz, *+ K(ry - )=cOnst. (5).

Cum r,-r,=const., condilia (5) de coeren{a se scrie:
0~ ©1o=const. (5).

Definitie: Doud surse de radiafie electromagnetica de aceeagi
frecvenfd v (v, = v, = v) sunt coerente daca diferenfa fazelor inifiale ale
undelor emise de surse nu se modificd in timp:

P2o-P1o= const. (6)
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Difracfia undelor electromagnetice

d) Teorema lui Malus (fara demonstratie).
¢ Drumul optic. Diferenta de fazad exprimata prin drumuri optice.

Daca in vid viteza undei eleclromagnetice este egala cu c, iar
lungimea de unda este A, in cazul unui mediu cu un indice de refraclie
n se poate scrie v = ¢/n. Deoarece, in vid, A, = cT (T reprezinta perioada
de oscilatlie a intensitalii cAmpului electric care este independenta de
proprietalile oplice ale mediului), iar in mediul cu indicele de refractie n,
A = vT (unde v reprezinta vileza de propagare a undei electromagnetice
in mediul respectiv), atunci rezultd cd A = A/n. In conformitate cu
acestea, daca o unda parcurge drumul geometric r, intr-un mediu de
indice de refraclie n, si drumul geometric r, in cel de-al doilea mediu de
indice de refractie n,, diferenta de faza rezultata, A¢, se va scrie astfel:

2n 2n r r
Ap=@,~@, =—1,—-——1, =21 —2——'-J 7).
P=0,—0, N (kz Y (7)

Deoarece A, = A /n, si A, = L/n, rezulta ca

n,r,—nr
—— (8).
Y (8)

0

Ap =2n

Definitie: Produsul dintre indicele de refractie si lungimea
geometrica a drumului, se numeste drum optic si se noteaza cu litera
asociatd drumului geometric plasatd intre paranteze rotunde, (r) (definifia
drumului optic).

Introducand notatia n,r, = (r,) si n,r, = (r,) putem scrie expresia
diferentei de faza a doud unde sub forma urmatoare:
Ap=2n (L)_ﬁ (9).
0
¢ Drumuri tautocrone (echivalente).

Daca (r,) = (r,) atunci din (9) rezultd Ap = 0. In acest fel, doua
drumuri geometrice distincte r, si r, parcurse de doua raze de lumina vor
fi echivalente intre ele din punct de vedere optic, cu alte cuvinte intre ele
nu va aparea nici o diferen{a de faza (A¢ = 0), daca drumurile optice
respective sunt egale: (ry) = (r,).

Definitie: Dacd doud drumuri geomelrice neegale sunt parcurse
de lumind In intervale de limp egale, atunci aceste drumuri se numesc
tautocrone.
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¢ Teorema lui Malus.

Conditia de tautocronism este satisfacita in particular de toate
drumurile razelor de lumina care strabat un sistem optic oarecare, de
exemplu o lentila care formeaza o imagine S’ a unui izvor S de lumina
(v. fig.7.13).

N s
— — / .
—~. (M 7
T I
N 5,
Fig.7.13

Intr-adevar, daca diversele raze nu ar fi tautocrone, cele doua pari ale
undei liminoase, care se propaga pe cele doua drumuri diferite, ar
prezenta o diferenfa de faza si ar interfera in momentul intersectarii in
punctul S'. Insa, pentru a se obline un maxim luminos in S', care nu
este allceva decal imaginea izvorului S, este necesar sa se intample
intarirea reciproca a diverselor porfiuni ale undei, sosite in S’ fara vreo
diferenta de faza (urmand drumuri tautocrone). In felul acesta, obtinerea
imaginii cu ajutorul unei lenlile este un efect de interferen|a.

Teoremad: O lentild (in general, un sistem optic) nu introduce nici
o diferenfa de drum intre diversele raze care conduc la formarea imaginii
unui obiect (teorema lui Malus).

Aceasta teorema se refera si la un sistem optic oarecare capabil
sa dea o imagine a izvorului S. Condilia de tautocronism se scrie astfel
infigura7.13: SA+n AB+ 8BS =SM+n MN + NS'.

Observdfie: Dacad ¥, este o suprafald normala fa razele din
fasciculul incident atunci condilia de tautocronism se pastreaza pentru
loate punctele acestei suprafetle (de exemplu, M, A'):

MM+n MN+ NS =AA+n AB +BS’
punctul S (unde se afla sursa) fiind un caz particular de suprafata
ortogonala , ¥,, avand raza egala cu zero.

Daca sursa S se afla la infinit, supralata orlogonala X, devine un
plan perpendicular pe direclia razelor incidente.
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Daca %, este o suprafa{d normala la razele din fasciculul care
iese din lentild, condilia de tautocronism se pastreazd, de asemenea,
pentru toate punctele care apariin celor doua suprafete X, si X,.

De aceea, teorema lui Malus se poate enunfa mai general astfel:

Teorema lui Malus: Oricare ar fi suprafefele ¥, siT, normale la
toate razele luminoase din fascicul, acestea au proprietatea ca drumul
optic care separd cele doud suprafefe este acelasi pentru toate razele.
Aceste suprafefe astfel definite se numesc suprafefe de unda.

Teorema lui Malus se va aplica in cele ce urmeaza in studiul
fenomenului de difractie Fraunhofer.

7.6.2. Difractia Fraunhofer printr-o fanta dreptunghiulara

a) Studiu calitativ.

Sa studiem difracfia undei plane monocromatice pe o fanta
dreptunghiulara de lafime b si de lungime foarte mare in comparatie cu
b. Consideram ca unda cade normal pe planul fantei (v. fig.7.14), adica
unghiul de incidenta este zero.

- %pnhta undei

[J'H'l mcndenle
/1 Lt Qupmfatn undei
"” B difractate

(/)’ '|B|

/{/,....

it i L

il
.}33 go E,
Fig.7.14

Lentila L focalizeaza lumina sub diferite unghiuri in diferite puncte ale
ecranului E,, aflat in planul focal al lentilei respective. Suprafelele de
unda ale undei plane incidente sunt plane paralele cu planul ecranului
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E, in care s-a practicat fanta dreptunghiulara. Printre aceslea una
coincide cu ecranul E,. Conform principiului Huygens-Fresnel, putem
inlocui sursa de la infinil care genereaza unda plana incidenta pe fanta
cu o infinitate de surse punctiforme sferice secundare distribuile
continuu pe frontul undei plane aflate in dreptul fantei dreptunghiulare
din ecranul E,. Din aceste surse punctiforme elementare pornesc
fascicule divergente de raze (v. fig.7.15), deci suprafefele de
corespunzatoare sunt sferice. Razele perpendiculare pe planul fantei
difractante sunt focalizate de lentila L intr-un puncl B, de pe ecranul E,.

Suprafala undei
plane incidente.

Fig.7.15

Oscilatiile surselor sfrrice elementare de fe frontul de unda aflat in
dreptu! fantei sunt in faza (au aceeasi faza, ¢(t) = ot), au aceeasi
amplitudine si ram«n in faza, ¢(l,d) = wt - kd, si cu aceeasi amplitudine
la dislanfc d egale fala de E,.

Prin unnare, aceste surse indeplinesc condilia de coerenta,
rezulland un maxim de interferent{a in punctul B,. Pentru un alt punct de
pe ecran B, oscilajiile produse de dilerile puncte din dreptul fantei, nu
mai sunt in fazd. Pentru a ajunge in punctul B,, razele trebuie sa fie
inclinate cu un unghi (3 fajd de normala la fanta. Undele secundare
pornite de pe diferite puncte ale fantei ajung cu defazaje (diferite) cu atét
mai mari cu cat punctul din fanta este mai apropiat de punctul C. Astfel,
faza undelor pornite dintr-un punct P aflat la distania x fala de A ale
caror raze fac unghiul p cu normala este: p(x,t) = o "t — k- xsinf3.

De exemplu, oscilalia pornita din punctul C ajunge in punctul B al
planului AB cu o inlarziere determinata de drumul optic suplimentar CB
(fald de oscilalia din A) pe care trebuie sa-l parcurga: CB = bsinj} si cu
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faza: ¢(th) = @ 't — k bsinf}. Amplililinea oscilafie! rezultante «hn
punctuil B, va depinde de dilerenla de dium dinlre diferilele raze, care.
pentru razele extreme ce liaverseaza lanla esle eqali cu CB.

b) Studiul analitic al problemei difracfiei Fraunhofer pe o
fanta dreptunghiulara

Sa calculim valorile intensitdlilor luminocase (distribulia
luminoasa) a diferitelor franje oblinule in planul IF,. Pentru aceasta, sa
presupunem ca am imparlil fanta difractanta in fasii dreptunghiulare
infinitezimale de latime dx <si paralele muchiile fantei. Daca F, esle
ampliludinea undei emisa de inlraga fantd de largime b alingi,
elemenlului de largime dx ii corespunde amplitudinea dE, = (z4/b)dx
(prin “regula de trei simpla”). In felul acesta intensitatea elementard a
campului electric diz dala de un element arbilrar dx, apar{inand lanlei,
esle descrisa de ecualia:

dE =dI_-cosmt = ~—'11-dx .cosmt  (1).
)

Deci, toate oscilalile din planul fantei a elementelor de largime dx,
considrrate surse secundare de lumind, au aceeasi faza (nl) si aceeasi
amplitudine, (E¢/b)dx. Pentru a gasi actiunea intregii fante este necesar
sa se {ind seama de diferenta de faza care caraclerizeaza undele sosite
in punclul de observalie B, de la diversele elemenle de lungime dx ale
fantei. Pentru a afla aceastd diferenla de faza, se duce planul AB
perpendicular pe direclia razelor difractate sub un unghi [}

In virlutea leoremei fui Malus lentila I nu introduce diferenie de
faza suplimentare, razele AMB,, si BNB,, fiind tautocrome.

in felul acesla este suficient sa se delermine diferenja de drum
care apare de-a lungul parcursului dintre planul AC si planul AB. Din
figura 7.13 rezultd ca dilerentn de drum dintre undele provenite de la
zona elementara dx de langa punclul A (din marginea stanga a fanlei) si
cele provenite de la un punct oarecare P (siluat la distan{ja x de punctul
A) esle: PQ = xsin|}.

Intensitatea campului  eleclric al undei electromagnetice
(perturbaliei luminoase) ajunsa din punctul arbitrar P de abscisa x din
planul AC in punctul Q din planul AB, se va exprima prin ecualia (v.
observaliile matematlice ficule anterior) urmatoare:

dE(Q) = ll—)‘l “dx-cos(ot —kx-smf}) (2).
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Perturbatia luminoasa din punctul P se propaga, mai departe,
ajungand in punctul de observatie B,, dupa ce a parcurs distanfa
geometrica D = QR + RB sau distani{a optica d = (QR) + (RB).

In conformitate cu teorema lui Malus, distan{ele optice dintre
punctele planului AB, care este perpendicular pe direcfia razelor deviate
prin difraclie cu un unghi B si punctul B, trebuie si fie egale
(tautocrone). Cu alte cuvinte:

(AM) +(MBy) = (QR) + (RB;) = (BN) + (NB,) =d (3).
" Prin urmare, perturbatia luminoasa dky(B), ajunsa in punctul de
observatie B, va avea ecualia urmatoare (v. observaliile matematice):

dEy(B,) = %-dx-cos(ml —kx-sm[} -kd) (4),

in care termenul kd care apare in faza este constant fiind acelasi pentru
orice punct din planul AB.

in afara de aceasta, undele provenite de la diversele fasii din
fanta, prin ipoteza considerate egale in li{ime cu dx si care ajung in B,
sunt interferente, deoarece diferen{a de faza (A¢)g, dintre acestea este
constantd in tin- - asa cum vom arata in cele ce urmeaza.

Fie doua fasii infinitezimale aibitrare i si j de largimi egale dx, =
=dx, = dx apariinand fantei de largime b. Fie x, si x, abscisele acestor
fasii in raport cu punctul A din stanga fanlei, consideral ca origine.
FFazele undelor generate de cele doua fasii (emise de acestea) cu care
ajung in punctul de observalie B, sunt (v.relalia 4):

Jf(pl(liu) =omt Kx, sinf}—kd,
|0,(B,) = ot-kx, sinfi - kd,
Deoarece, in virtutea teoremei lui Malus d,=d,=d si deoarece n-n, este

constant (n, si n, sunt cunoscute), atunci.
(AP), =@, =@, =Kk(x, = x))sinfd - K(d, =) = K(X, = x )sin[} = consL.

(5)

este imdeplinita condilia de coerenta a doua unde. In plus, diferenia de
faza (Ap)a, este egala cu diferenfa de faza a undelor i si j ajunse in
planul AB, (\()as, adica este constanta de-a lungul drumurilor optice d.
in continuare, putem scrie utilizand relajia (2):
(Ap),; = (ot =kx sinf}) — (ot kx; sinf}) = K(x, = x )smf}.
Aceste unde, fiind coerente, interfera in punclul de observalie
B, generand, in acest fel, maxime si minime de interferen|a.

in concluzie, lentila L. nu introduce diferenje de faza suplimentare
in sensul razelor difractate (Teorema lui Malus).
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Ca urmare a coerenfei perturbaltiilor provenite de la toate benzile
elementare de aceeasi lafime dx, perturbatia rezultanta, Ey(B,;), se va
determina facand suma expresiilor (4), adica se va exprima cu ajutorul
unei integrale extinsa pe intreaga latime a fantei (pentru toate valorile x
cuprinse intre 0 si b). Agadar:

b b
Ey(Bg) = IdE,, = I%-cos(mt —kx-sinf} —kd)-dx =
Li] 0

7 - b
= EQ-L.D—-sin(ml —kx-sinf} - kd)
b k-sinf} 0

_E, sin(ot —kd) —sin(ot - kb -sinff —kd) _
b k-sinf3

kb- sin_B)

‘ K sin( 5
=2-2. cos(mt - E’—sinﬁ - kd) —_

b k-sinf3

sau
si,{&-;ﬂ) .
En(Bﬂ)=Eo-——-cos(wt——sinﬂ—kd) (4),
kb . 2
7-8!“[}

unde k = 2n/) este numarul de unda.
Ampliludinea caAmpului electric pentru unda care ajunge in B este:

. (kb . . [(nb .
sn( »2--~sm[3) sn{—x -smﬂ) 05
Fog(B)~Ey—-—=— 2 =E,. g, S0 _ g inesgy|,

. — ™o 0
»2?-sin[5 gt)-sinﬁ o(p
unde 8([3):%'sinﬂ. Funclia sincé’»([%):%;}()m poarld numele de

sinus cardinal.

Deoarece intensitatea luminoasa 1(B,) se poate exprima cu
ajutorul amplitudinii Eqy(B,) a campului electric Ey(B,) si anume (vezi
intensitatea undei armonice plane):

| -
l[‘(B") = ‘2‘ : E(z)[\(n[\) (6)'
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putem scrie intensitatea undei difractate dupé unghiul f3:

() = L 1 sin’a = £ B350 Ay s )

() R W (1))

] . -
unde [, = 3 EZ reprezint intensitatea luminii care se propag3, de pe

intreaga fanta, in direcfia ce formeaza unghiul B 0. Pentru ¢ = 0,
b sm() Sinx
6(0)=—{-sm0=0 $i lpo =10~ . -=1, deoarece !lan_l
Din relatia (7) rezulta ca inlensitatea luminii pe ecranul E, variaza
in functie de unghiul ). Daca intensitatea luminii este minima, 1,(B;) = 0

atunci este necesar ca sin’s(f}) = 0. Aceasti ecualie are radacinile:
&(P) = —nrbsin[} =mn = sinfi= m%. meZ.

Deoarece unqghiul de difraclie } depinde, asa cum se observa, de
numarul inlreq m denumit ordin de interferen{d, putem scrie relalia
precedenta care reprezinta condilile de minim pentru intensitatea luminii
in B, astlel:

sinf}, = m% = f,= Arcsin(m%) , meZ.

sin’ 0

0
are un maxim (principal) si in acest caz, practic, Intreaga
intensitate a undei incidenle se concentreaza in maximul principal:
lip=0)= lo (V. fiC.7.16).

Daca &(%) = 0, respectiv sinft = 0 sau p = 0, funcfia sinc’d = =1

[JE n[;)
)

FYAVAVIIVAVAVION

v 2 Ao ,Zt_ 27\. 3_
b b b

Fig.7.16
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In analiza matematicd se aratd cad maximele secundare ale
funcliei sinus cardinal la patrat corespund directiilor (unghiurilor }) date
de relatia:

nb-sinf}
A

Se observd ca pozilia maximelor, ca si a minimelor, depinde de
dimensiunea b a fantei si de lungimea de unda a radiatiei incidente A.

Maximul principal, foarte luminos, corespunde unghiului f} = 0.

Maximele secundare corespund la intensitati luminoase mult mai
mici decat cea a maximului principal.

In fotografia 7.17 este prezentatd figura de difractie a luminii
provenita de la un laser He-Ne provocata de o fanta dreptunghiulara, iar
in fotografia 7.18 se poate evideniia superpozitia fenomenelor de
interferentd cu cele de difraclie pe doua fante dreptunghiulare a luminii
provenita de la un laser He-Ne, intr-un dispozitiv Young.

=(2m+ l)g = sinﬁm=(2m+l)% cumeZ.

rm—? lt» — , e ‘!"!W’W
3 i ' i
1 .! ;
3 | g . :
b » *

P

L !
L
| SR l A,...,.‘...J M—IIHLM;——-M-‘

Fig. 7.17 Fig.7.18

7.6.3. Difracfia Fraunhofer pe o refea de difracfie

a) Definitie. Caracteristici.

Reteaua de difraclie este constituitd dintr-un numar mare de
fante fine, paralele si echidistante, situate in acelasi plan.

O caracteristicA a acesteia este constanta refelei d, care
reprezintd distan{a dintre dou3 fante vecine. Inversul constantei refelei
reprezinta numarul de franje pe unitatea de lungime, n.

In mod obisnuit, o refea de difraclie se poate realiza trasand cu
ajutorul unui diamant zgarieturi fine, paralele, pe o placa de sticld sau de
cuai. Practic, zona dintre doua zgarieturi consecutive de pe placa
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constituie fanta, sau zona transparenta pentru lumina, care are o latime
. Zgarietura constituie zona opaca dintre fante, care are o latime 1.
Suma dintre 1 i & reprezinta tocmai constanta refelei, d = £ + 1.
Cele mai utilizate refele nu au mai mult de 500 trasaturi/mm.
Exista doua categorii de retele de difraclie: refele de difractie prin
transmisie, realizate pe suporturi transparente si refele de difractie prin
reflexie, realizate pe suprafete metalice reflectatoare (bine slefuite).

b) Tratarea analitici a fenomenului de difractie Fraunhofer

pe o retea de difractie.

Distributia intensitatii luminii in figura de difractie Fraunhofer
ohfinuta cu o retea de difraclie se obfine calculand interferenfa undelor
difractate de reteaua de difraclie.

Pentru aceasla sa consideram o relea de transmisie format3 din
N fante (v. fig.7.19). Consideram ca lumina incide normal pe suprafata
relelei, ca in figura 7.19.

Daca unda difractata de prima fanta are intensitatea campului
elctric descrisa de ecualia:
E = Eqcosmt (1),
atunci undele difractate de urmatoarele fante au intre ele o diferents
de drum:
6 =dsinf, (2)
care corespunde diferenlei de faza: Ap = k& = (2n/A)5.
Aici [} reprezintda unghiul de difractie, adica unghiul facut de
razele difractate cu normala la refea.

d.
1{ "‘}_
o L7 o

1;,* I

G s
s

Fig.7.19

Campul electric rezultant (unda rezultantd), ce va determina
figura de interferen}a (difractie) pe un ecran situat la distan{da mare
(teoretic =), se obfine prin insumarea tuturor undelor emise de intreaga
refea de difraclie:

N-1|
E= z E, -cos(wt —n-Agp) (3).

n=0
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Calculul matematic care urmeaza, va fi mult usurat daca se transcrie
relatia (3) cu ajutorul numerelor complexe utilizand relatia lui Euler, " =
= cosa + isina. Deci, cosa = Re(e”). In cele ce urmeazi ne debarasam
de simbolul Re (partea reald) si vom scrie cosa = €". Prin urmare relatia

(3) se scrie in complex astfel:
N-1

N-] . . )
E=3 B, ¢ _F, ¢ S enen (4)

n=0 n=0

unde suma este o progresie geometricd cu rafia q =e™.

(o)

Suma unei progresii geometrice este: S = T unde n
q_
reprezintd numarul termenilor progresiei, iar a, — primul termen al
progresiei. '
Prin urmare, relatia (4) se va scrie astfel daca se {ine contca n=N:

e—lNAtp _ 1

E= Eo _eiml W (5)

Amplitudinea intensitatii cAmpului electric a undei rezultante este:

e—iNA(p__l
A=E,-—— (6
0 c_,Aq,_l ()

si, prin urmare, intensitatea luminoasd este fumizatd de relatia

cunoscuta:
2

c—iNAw _ 1 e-lNAo _ 1
= ]0 .

Al _E;

1=l - 2o

2

e -1 e -1

‘ (7).

2
unde I, =—=2.

Daca utilizam in cele ce urmeaza relatiile matematice urmatoare:
¢ Daca ¥ este o functie complexd, modulul ei la patrat este, prin
definitie, |‘l-12 =W¥.¥', unde ¥ reprezintd complex-conjugata lui V;

i0 -i0
o e +e
¢ Relatia lui Euler: cosb = —2—;

: —cos0
¢ Relalia unghiului pe jumatate: smg=W;

atunci in relafia (6) sunt valabile transformarile succesive ce urmeaza:
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Difractia undelor electromagnetice

-iA __2: 00 _ 1) [otib0 _ 1Y 1 _ atide _ ,-ia _ —cizm_'_—e_i/w—
qu’ll (e"])(e‘”])le"em+12(l : )_

=2(1 - cosAp) = 4 -sin’ % (8).

Aplicand relatia (8) in relalia (7) se obtine:
sin? 49

1=1,-——2—| (9).
sin? 20
2

In analiza matematica se precizeaz3 ci pentru intensitatea I conditiile
necesare oblineni de maxime principale in relatia (9) se realizeaza dacj:

A
—2“’-=m-n, meZ (10),

'~ unde, tindnd seama de relatile 6 =d -sinP si Ap = 2%6 , obfinem:

1 2 .
E-Tnd-sm[}:mn.

De aici se determina condifia de pozitionare a maximelor:
d=dsinf=mA, me N (11).

Condifiile de minim ale intensitalii 1 se obtin daca in (9)
numaratorul este zero, iar numiterul nu, adica
N-A¢ . N 2n )
———=p-n,peN, sau ——.d-sinB=p-n
5 p-m.p T B=p
de unde:

d.sing=p.%, p=1,2,3, ... N-1_(12),

in care p poate lua orice valoare naturala, dar nu multiplu de N,
deoarece daca p=mN se obline conditia (10) de maxim principal.

Deci, intre doud maxime principale existd N-1 minime gi N-2
maxime secundare (impuse de existenta celor N-1 minime) de
intensitate mult mai mica decat cea a maximelor principale.

De exemplu, o refea care N = 5 fante produce o figurd de
difractie care prezinta intre douda maxime principale N — 1 = 4 minime ce
separa N- 2 = 3 maxime secundare (v.fig.7.20).
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Difractia undelor electromagnetice

1o N

TRVAVAVAI®

Fig.7.20

Cu cat numarul N de fante este mai mare cu atat maximele secundare
devin mai slabe. Cand acestea sunt practic invizibile fiecare maxim
principal se prezinta ca o linie foarte fina pe un fond intunecat.

Datorita faptului ca pozifia maximelor principale depinde de
lungimea de unda conform relatiei dsin = mA, refeaua de difractie
iluminatd cu un fascicul de lumind paralel si monocromatic poate fi
utilizata in constructia instrumentelor spectrale.

Daca lumina incidenta pe refeaua de difractie (pe planul fantelor
retelei) nu este normala pe ea (razele de lumina incidente fac un unghi
a = 0), atunci diferenfa de drum & data de relatia (2) se modifica astfel
(v. fig.7.21):

d=d |sinatsing| (2,

unde d reprezinta constanta relelei, a este unghiul de incidenta, adica
unghiul facut de raza de lumina incidenta cu o normala la suprafafa
refelei, iar B este unghiul de difraclie. Semnul plus (+) corespunde
cazului retelelor de difraclie care funciioneaza prin reflexie, iar semnul
minus (-) corespunde cazului refelelor de difractie care funciioneaza prin
transmisie (este cazul tratat aici). Altfel spus, semnul plus corespunde
situajiei In care razele de lumina incidenta si razele de lumina difractate
sunt situale de aceeasi parte a refjelei de difraclie, iar semnul minus
corespunde situaliei in care razele de lumind incidenta si razele de
lumina difractate sunt situate de parii opuse ale relelei de difraciie.

4

\ Ljid o
fa,

_l"\ ) _.Zi_
Vs B ‘j“s
S ,'5
Fig.7.21
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Pentru cazul interferenfei constructive, cand se obtin maxime
principale, din relatiile (2') si (11) rezultd ecuafia refelei de difractie:

d-lsina tsinp|=m-A meN (13).

Numarul intreg pozitiv, m, se numeste ordin de interferenfa. Folosind
aceasta ecuatie, putem calcula unghiul de difractie B al unui anumit
ordin de interferen{d corespunzator radiatiei incidente sub unghiul a si
cu lungimea de unda A. Cand ordinul de interferentad este nul (m = 0),
unghiul de incidentd o este egal cu unghiul de difractie B (« = B), iar
reteaua de difractie se comporta ca o oglinda, toate lungimile de unda
ale luminii incidente suprapunandu-se in ordinul zero de difractie. Pentru
toate celelalte ordine de interferentd (m # 0) valoarea unghiului de
difractie {3, corespunzator unui anumit ordin de interferenta, depinde de
lungimea de unda A.

Refeaua de difractie formeaza, deci, spectrul de difractie al
luminii (radiatiei electromagnetice) incidente, diferitele lungimi de unda
prezente in lumina incidenta fiind difractate sub unghiuri diferite.

Observatie: Din punct de vedere practic, aria trasata a retelei de
difractie trebuie sa fie suficient de mare pentru a intercepta toata lumina
incidenta, chiar si in cazul unei incidenfe unghiulare limitd. De exemplu,
dacd notam cu h dimensiunea liniard a secfiunii transversale a unui
fascicul de lumina, aria trasata trebuie sa aiba inaltimea h, iar lalimea
s = Nd trebuie sa fie (fara demonstralie).

h

cosal, .

s= (14),

unde «,,, este valoarea maxima a unghiului de incidenta. Daca
dimensiunile ariei trasate, specificate in fisa tehnica, sunt mai mici decat
h si, respectiv, s, -intensitatea luminoasa din spectru va fi mult micgorata
pe seama cregterii intensitalii luminii care apare in ordinul zero de
interferenta.

c) Dispersia

Una dintre concluziile prezentate in subparagraful precedent a
fost ca, pentru o aceeasi valoare a unghiului de inciden{d a constant
(rezultand sina = constant), valoarea unghiului de difractie J,
corespunzator unui anumit ordin de interferentd, m, depinde de
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lungimea de unda A a radiatiei incidente. Aceastd concluzie ne permite
sa derivam ecualtia refelei (13) in raport cu A si sd obtinem dispersia

unghiulara:
(%) =—T _ (15).
dr/ d-cosp

Pare posibil deci sa obfinem valori mari ale dispersiei, chiar si in ordinul
unu, folosind relele de difracie cu d foarte mic, ceea ce inseamna un
numar foarte mare de trasaturi pe milimetru. Practica aratd insa ca
dispersia retelelor de difraclie este limitatad de cel putin doi factori. Primul
dintre acestia este definit de situatia reald ca nici unghiul de incidenta si
nici unghiul de difracfie nu pot avea valori mai mari de 90°. Cel de-al
doilea este definit de condifia ca distanfa dintre doud trasaturi
consecutive sa nu fie mult prea mica Tn raport cu lungimea de unda a
luminii. Cand constanta refelei este mica In raport cu lungimea de unda
a radiafiei incidente, refeaua de difractie se comporta ca o oglinda, mai
mult reflectand lumina decat sa o disperseze.

d) Puterea de separare

Definitie: Puterea de separare sau puterea de rezolvare
(rezolufie), reprezentidnd o alld caracteristicd importantd a refelei de
difractie, a fost definitd de Rayleigh drept capacitatea refelei de difractie
de a separa doud linii adiacente din spectru si exprimatd matematic prin
(A/AL), unde \+AM este lungimea de unda a liniei spectrale care Incd mai
poate fi deosebita de linia spectrald cu lungimea de unda A.

In funclie de numarul total N de trasaturi, de constanta retelei de
difraclie d, de lungimea de unda a radiafiei incidente A, de unghiul de
incidenia a si de unghiul de difractie (3, puterea de separare a retelei de
difraclie este data de expresia urmatoare (fard demonstratie):

(L) _N-d-(sina tsinp) —m-N (16),
Al A .

unde m reprezintd ordinul de interferentd al retelei. Se observa ca
puterea de separare a unei refele de difractie este cu atat mai mare, cu
cat numarul total N de trasaturi este mai mare, pentru o aceeasi
constanta a retelei si cu cat unghiul de inciden{d a este mai mare. Din
punct de vedere practic obtinerea unei rezolutii inalte, cu ajutorul
reielelor de difraclie, depinde de calitatea optica a suprafetei refelei, de
uniformitatea spatiald a trasaturilor si de optica asociatd retelci de
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difractie in cadrul sistemului optic in care aceasta a fost folositad. Orice
abatere de la planietatea retelei de difractie plana conduce invariabil la
micgorarea puterii de rezolutie. Expresia (16), care defineste puterea de
separare a retelei de difraclie, arata ca, teoretic, aceasta poate fi facuta
oricat de mare daca numarul N de trasaturi creste (pentru o aceeasi
constanta a relelei). Din punct de vedere practic, lalimea s a refelei de
difractie nu poate fi facutd mult prea mare. Din (16) si (13) obtinem:

mk:%-(sinaisin[}) (17).

Deoarece (sina + sinf) poate lua valoarea maxima egald cu 2, valoarea
maxima a puterii de separare a unei retele de difracfie este:

A 2s
(A_X)mn —T (18).

De exemplu, In cazul unei retele de difractie cu latimea egala cu 150mm
(care este o valoare foarte mare, apropiata de valoarea limta), puterea
rle separare maxim3 este egald cu 600000, in cazul unei lungimi de
nnda A = 500nm.
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Anexd

1. Relatii matematice utile

ix +e—ix
COsSX =

sinx = -
2

e™ =cosx +i-sinx
e ™ =cosx —i-sinx

) ) . a+b
sina+sinb=2 sin 5 -COS

) ) a+b
stna-sinb=2-cos

a+b a-b
cosa+cosb=2-cos 5 -COS 5

a-b

. a+b .
cosa—cosb=-2-sin -sin

sinacosb = —;—[sin(a +b)+sin(a - h)]
cosacosb = %[cos(a +b)+cos(a— h)]

. : |

sinasinb = —Z—[cos(a ~b)-cos(a + b)]
cos(a - b)=cosa cosh+sina-sinb
cos(a +b)=cosa-cosb—sina-sinb
sinfa—b)=sina-cosh-sinb-cosa

(a-h)=
sin(a +b)=sina-cosb+sinb-cosb
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sin2x =2-sin X -cos X
cos2x = cos’ X —sin’ x

1 =cos’ x +sin’ x

sin3x =3sinx —4sin’ x
cos3x =4cos’ x —3cosx

sin(a £b)
tgattgh=—>— 7~
& & cosa-cosb
+
tg(airb =—t—ga_tgb
1+ tga-tgh
11_ sin x _1-cosx
g2 1+cosx sin x
1-tg2 X
COSX = i
1+tg? =
83
2-tg5
sinx = 2
1+tg’ =

2. Identitati vectoriale

A-B=A-B-cos(A,B)=AB, +A B +A, B, =scalar

. -

P
AxB=A-B-sin(A,B)-e={A, A
B

-

k
A, || = vector, de versor ¢
B7

Ax(BxC)=B.(A-T)-C (;‘\.ra)y
(38} Ex0)- 4.6} 6-5)-(5.5) 5.8
G« {9 E)=9(7 B)- v
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9.(7xE)=0

V.(WA)=A W9V A

Vx(‘}’;&): V¥ xA+¥VxA

V.(AxB)=B-(VxA)-A.(VxB)

Vx(AxB)=A.(V-B)-B.(V-A)+(B-¥) A-(A.V) B

ﬁ( )=(~ )E (*-5)-K+Rx(*x]§)+f3x(* Z\)

V(u+v)=Vu+Vv

V(uv)= uVv+vVu

V.iA+ §)= V.A+V-B

V(ui.)= A-Vu+ u(~ 5.)

Vx(.. +I§)=\7x.3.+f7xl§

S (uA)= Fun i+ ulix A)

3. Prefixele unitatilor de mésurd
Factorul de multiplicare  Prefixul Simbolul

10" exa E
10" peta P
10" tera T
10° giga G
10° mega M
10° kilo k
102 hecto h
10' deca da
10 deci d
102 centi c
10°? mili m
10° micro m
10° nano n
10" pico p
108 femto f
10 atto a

1A=0.1nm=10"m
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4. Constante utile

Denumirea constantei

Anexd

Valoarea constantei

Vileza luminii in vid:

Sarcina electrica fundamentala:
Numarul lui Faraday:

Constanla lui Planck:

Conslanta lui Planck redusa:
Unitatea atomica de masa:

Masa de repaus a electronului:
Masa de repaus a neudtronului:
Masa de repaus a protonului:
Magnetonul Bolr:

Magnetonul nuclear:

Momentil magnetic al electronuluii:
Momentul magnetic al protonutui:
Momenlul magnetic al neutronului:
Conslnta gravitationala:

Acceloralia gravitajionala la nivelul marii:

Prima raza Bohr:

Numarul lui Avogadro:

Constanta gazelor perfecte:
Constanta lui Boltzmann:
Permitivitatea electiica a vidului:
Permeabililalea magnelica a vidului:

Lungimea de unda a unui foton cu energia de

un eleclron-volt:
Impedanta vidului pentru undele
electromagnetice:

c=2.9979x10® m/s
e=1.60219x10"°C
N.e=96487 C/mol
h=6.625x10* Js
h=h/2n=1.054x10* Js
1u=1.66x10?" Kg
m,=9.1083x10*' K¢
m,=1.67474x10% Kg
m,=1.67243x107’ Kg
15=0.9273x10 % Am?
11y=0.5050x 102 Am?
1t,=1.001145,
1,=2.7928ny
M,=-1.9130p,,
y=6.7x10"" N m’/Kg?
9=9.8 m/s?
a,=0.5292x10"" m
N,=6.023x107* mol'
R=8.3144 Jmol 'K
k=1.380x102* J/K
£,-8.8542x10'2 F/m
1o=4nx107 H/m

1.24x10%m.

377Q

5. Factorii de transformare a unitatilor de energie

ev erg kcal/mol cm’ K u )
ev 1 1602x10" 23 0609 L 8 0657x10° _11605)(10‘ 3675x107
erg 6.242x10" 1 1.439x10" ] 5.034x10"™ ’7 244x10" 2.294x10"
kcal/mol | 4.3363x102 | 6.947x10'" an 1 3.4976x10? 5.0323x107 1 5936x10"
cm’! 12398x10* 1 986x10 " 2.8591x10° 1 143879 4 5563)(10:
K 8.617x10° 1380x10'" 1.9871x10"' | 6 9503x10" 1 3.1668x10° )
u 27.2107 4 359x10°" 6.2750x10° | 2 1947x10° 3.1578x10° 1

1KJ/moi=0.239Kcal/mol=10.36MeV=2.50GHz=83.5cm'=120K
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6. Spectrul electromagnetic

Anex3d

Denumirea radiatiel Ordin de marime  Ordin de mdrime a
electromagnetice (exemple) a freeventel lungimi| de unda
Radialia X de franare 107+ 10* Hz 10"*:10"m
Radialia gamma, y 1022+ 10*' Hz 10"-10"m
Radiatia X caracteristic3 10"+ 10" Hz 10"+ 10%m
Lumina ultravioleta 10" Hz 10" m
Albastrul lampii cu vapori Hg 4358 A
Verdele lampii cu vapori Hg 5461 A
Galbenul 1ampii cu vapori Hg 5770 A
Lumina rosie — laser He-Ne 6328 A
Infrarosu - radiatia solar3 10" Hz 10°m
(T=6000K)
Infrarosu - radialia la temp. 10" Hz 10°m
camerei (T=300K)
Infrarogu - radialie univers (T=3K) 10" Hz 10°m
Microunde 10°+ 10" Hz 102:-10'm
Radiounde in televiziune gi radio 107+ 10° Hz 10°+10'm
MF
Radiounde MA 105+ 10 Hz 102+ 10°m
Unde acustice 10'+ 10* Hz 10+ 10'm
(domeniul audio)
Pe scara logaritmica:
Domeniul logE (KJmot')  logv (Hz) logh  logh”" (cr’) |
+9 104 12pm 9
Radiatii X
+6 10" 9nm
uv 6
+3 10" 6pum
Vizbil
3
IR
0 1210"
IR indepartat Imm
0
Microunde -3 910°
Radiofrecven(a -6 6 10°
Audio -9 310° -3Km
-12 0 -6Mm
-15
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lH’m IO(I)pm IO}lm 400?m SOO?m lt}]m
RADIATI ¥ } uv  |viziBi] IR
LUMINA
RADIATI! X UNDE HERTIENE
|
Ipm 10pm  1mn 20nm so,llm lOOr'n 800||11 kaTJOkm
raze X raze X raze X .
dure ordinare moi ;’,:jd; unf;[frfl-g v scul::de RE
medii
lungi

7. Marimi electromagnetice principale gi unititile de

masura in S.I.

Mdrimea fizlca Unitatealin S..

Sarcina electrica, q: 1 C (coulomb)
Intensitatea campului electric, E: 1 Vim=1N/C
Potentlialul electric scalar, V. 1V (volt)
Capacitatea electrica, C: 1 F (farad)
Intensitatea curentului electric, I: 1 A (ampere)
Densitatea de curent, ] ; 1 A/m?
Rezisten{a electrica, R: 1 Q (ohm)
Rezistivitatea eleclrica, p: 10m
Inductia campului magnetic, B: 1T (tesla)
Inductanta, L: 1 H (henry)
Momentul electric, p : 1Cm
Polarizarea electrica, P : 1 C/m?
Inductia campului electric, D: 1 C/Im?
Momentul magnetic, m: 1 A/m?

- Magnetizarea, M: 1 A/m
Intensitatea.campului magnetic, ﬁ: 1 A/m

Fluxul magnetic, &,
Poteniialul magnetic vectorial, A :

-1 Wb (weber)

1Tm
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8. Alfabetul grecesc

alfa,
beta,
gamma,
delta,
epsilon,
reta,
ela,
teta,
jota,
kappa,
fambda,
miu,
niu,

xi,
omicron,
pi,
rho,
sigma,
tau,
iupsilon,
fi,

hi,

psi,
omega.

-

D3I IYM ;M= T

=]

>RT@TINTDT >

cmzZ

<=Mz
E€®XS8C " QA0V 40y >x

0 EXS
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