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Hace muchos arios, un nivio le pregunto a su padre:
Papd, ;Cudl es el numero mds grande que existe?

Su padre le respondio: ;Tu cudl crees que es?
Pensando un poco, aquel nivio contesto... -/Un millon!-
Su padre le pregunto ;Y si le sumas uno?

Elninio reflexiono sobre la vespuesta, pensando en cambiar el
numero, pero supo que la respuesta podria ser la misma.

Ese nivio fue consciente en ese preciso momento de la infinitud de
los numeros, que genero una curiosidad de tal magnitud en é[ que
le [levo, tras anios, a escribir esta tesis.

Esta tesis va dedicada a todos aquellos nivios con infinita
curiosidad, vy a todos aquellos padres, madres vy profesores que la
alimentan.
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Introduccion y motivacion

¢Por qué estudiar el infinito? Podria dar, y Yaméiltiples argumentos para que el
infinito sea el centro de este estudio, argumeatwsculares, basados en la presencia
del infinito como elemento subyacente a multipleeceptos; argumentos cognitivos,
basados en el estudio del desarrollo del pensamiemhano al pensar en el infinito; o
argumentos didacticos, basados en la necesidach deofiesor de fomentar en sus
alumnos una comprension completa de las matematycasn el conocimiento que
requiere para ello. Sin embargo, en esta introduc@nadiré también algunos de los

argumentos personales que me llevan a necesitatiaasb.

El infinito, como elemento matematico, es un cotwape habitualmente desafia la
cognicion de aquellos que reflexionan sobre él.uksconcepto susceptible de mil
interpretaciones, y quién piense en él profundaenpoede llegar a encontrar nuevas
formas de entenderlo que anteriormente ni sospacHab contextos de educacion
primaria, en los que es habitual que un alumnosgiemn el infinito como un “ndmero
grande”, la pregunta ¢y si sumo 1 al infinito, dodme da? puede hacer consciente al
alumno de que ese “numero grande” tiene una neuaaliferente a la de los "otros
nameros". En contextos de secundaria, la corregmanal biyectiva entre los naturales
y los pares desafia el principio holistico de Atiskes “el todo es mayor que sus
partes”, pudiendo hacer reflexionar a los estudmsbbre el significado de la palabra
“igual”. En la ensefianza universitaria de la titida de matematicas, el estudio de la
numerabilidad o no numerabilidad de conjuntos itds puede inducir la reflexion

sobre los “tamanos del infinito”.

Ademas, dada la naturaleza compleja del concepitiiptes pensadores, matematicos,
filésofos, y educadores, han hecho esfuerzos pmprnderlo y poner de relieve los
conflictos que genera, asi como dar solucion y iex@lbn a algunas de las
contradicciones que se producen. Un ejemplo deesstd ‘Hotel infinito de Hilbert’,
un ejemplo expresado en términos cuasi-realistaglefue a cada paso subyacen
diferentes concepciones del infinito y diferent@soaimaciones a la superacion de

dichas concepciones en pos de otras mas completas.

! Escribo este apartado en primera persona debipexrsonal del contenido del mismo.



Introduccién y Motivacion

Asi pues, el infinito es un ente matematico cantbiagenerador de conflictos y
desafiante. Es precisamente su naturaleza desaltaqtie me ha llevado a estudiarlo y
reflexionar sobre él desde mi etapa como alumno edecaciéon secundaria,
especialmente, desde que cierto profesor me planééaroblema del Hotel de Hilbert.
Actualmente, tras haber leido, pensado y estudihdiafinito, hasta el punto de creer
haber desarrollado una perspectiva actualista sglrdinito, a veces me sorprendo a
mi mismo afrontando intuitivamente de forma potelisia ejemplos como el de la
consideracion de la no numerabilidad de las paltell. Es un desafio comprender el
infinito por su propia naturaleza cambiante, y egdasafio que aporta, mas que en su
superacion, en su proceso de abordaje, una conmersnplia tanto de las
matematicas, como de su naturaleza, y de la nanaralel aprendizaje y la ensefianza
del infinito. Esa consciencia de que el desafiogymone la comprension del infinito ha

supuesto una fuente de aprendizaje y satisfaccemeleitmotivde esta tesis.

El infinito, y su comprension, es el interés quellesd a comenzar este estudio, pero es
la investigacion colaborativa, en el seno del grd@danvestigacion de la Universidad de
Huelva, la que me lleva a profundizar en el conaamo profesional como contexto
para el estudio de la comprension del infinito. désel seno de ese grupo, en las
discusiones con otros investigadores, y en reusiale investigacion nacionales e
internacionales, donde he desarrollado la compbardgl conocimiento profesional del
infinito que me ha permitido finalizar esta invgatiion. En cierto momento del
transcurso de esta investigacion, comprendi queorbcimiento del infinito se ha

tratado de forma tradicional generando investigasodel tipo: "¢cuanto sabe un
profesor?”. En esta investigacion pretendo camigrfoco, desarrollando una
investigacibn acerca de "como conoce el infinito profesor'. Esto implica
posicionarse en la naturaleza del conocimientopdefesor, y en el significado que
“conocer un concepto de forma profesional” tiengraPesto, nos planteamos como
inquietud de esta investigacion la siguiente: ¢ amdcimiento sobre el infinito puede
movilizar un profesor de Secundaria y Bachillerdd@®de nuestra perspectiva, conocer
el infinito de forma profesional, ergo para la éi@®a en el caso del profesor, significa
conocer el infinito de aquellas formas que le pueskr Gtiles para la ensefianza de las
matematicas escolares. Alcanzar esa percepciéridbauso de los logros de esta
investigacién, ya que supone abrir un campo dediestan el que esta investigacion es

el primer paso de un camino que espero continudmseproximos afos. Asimismo, ha
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supuesto para mi un aliciente saber que no exigestigacion previa especificamente
sobre el infinito desde la perspectiva que en ieststigacion hemos tomatjdo cual
la hace mas desafiante, pero asegura la originhlige creo ha de tener una tesis

doctoral.

Esta memoria constara de cuatro grandes capitilda, uno de los cuales mostrara una
parte de esta investigacion. El primero de lostalgs es el dedicado al marco tedrico,
donde haré un recorrido por la nocion de conocitoigerofesional, y en el que
profundizaré en los diferentes modelos de conocitniedel profesor, mostrando
algunos elementos especialmente potentes, asi aoogirando algunas de las
debilidades de los modelos que han llevado al gdgpmvestigacion al que pertenezco
a desarrollar un nuevo modelo, que abordaremospesteer capitulo. En el marco
tedrico también abundaré sobre la nocion de imfinmostrando algunos de los los
elementos mas significativos de la teoria desatallhasta la fecha, y mostrando la
presencia del infinito en el curriculo de Educaci®ecundaria Obligatoria y
Bachillerato. Posteriormente, en el marco metodotggmostraré los fundamentos
tedricos que sustentan la metodologia de invesfigeseguida, asi como el enfoque
metodoldgico, para posteriormente fundamentar l@snentos de obtencion de
informacion usados en esta investigacion. En ektecapitulo, relativo al analisis de
datos, mostraré las 10 categorias emergentes lie andlisis, con sus correspondientes
sub-categorias, que constituyen la mirada que ieststigacion nos ha permitido
aportar al objeto de estudio. Finalmente, en eltglpde discusion y conclusiones,
mostraré la relacion entre las categorias emergentel modelo de conocimiento
profesional usado, aportando tanto contenido cormspectiva a la investigaciéon sobre
el conocimiento profesional del infinito, complertedo por reflexiones sobre las

limitaciones del estudio y sobre mi mismo como égeonnductor de esta investigacion.

? Aunque si acerca de limites, tanto en funcionesocsumesiones.
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Capitulo 1: Marco Teorico




Marco Tedrico

Introduccion al Marco Teodrico

Este capitulo esta dedicado a presentar las ba@gsas usadas y desarrolladas durante
esta investigacion, que han provisto al investigagda familiaridad con el contenido a
investigar. En un primer bloque, abordaremos laagmode conocimiento profesional,
con base en los trabajos desarrollados por Clirf05), fundamentados en Ponte
(1994), para pasar posteriormente a un recorrido giferentes modelos de
conocimiento profesional que se han tenido en eugaita organizar la reflexion acerca
de la naturaleza del conocimiento profesional. Ibosdelos se han seleccionado
teniendo en cuenta las diferentes aportacionedgce cada uno a la construccion del
modelo de conocimiento profesional que mostrareems! siguiente bloque. Durante
este recorrido, no solo mostraremos el conteniddodepropios modelos, sino que
también se analizaran criticamente los construetirscos expuestos, dando sentido al

hecho de proponer un nuevo modelo de conocimiaofesional.

En el segundo bloque, conceptualmente inmerso epriglero, desarrollaremos el
modelo de conocimiento especializado del profesomdtematicas usado durante esta
investigacién, mostrando las diferentes naturalezas del conenimi que este
contempla, para posteriormente hacer una brewexréfi sobre las acciones sustentadas
por el conocimiento abordado. Este modelo ha sedamlollado en el seno del grupo de
investigacion en didactica de las matematicas dénigersidad de Huelva de forma
coetanea y correlacionada con esta tesis, porddagonostrado aqui es la interpretacion
del autor de esta investigacion del propio modejoe, estando cercana a la
conceptualizacion desarrollada por el grupo coroplebsiblemente pueda no coincidir
en algunos matices de la conceptualizacién ‘estaddamodelo, ya que las creencias
sobre la naturaleza de las matematicas, su ensefjamgrendizaje, y el infinito, que

sustentan la practica investigadora del autor cooun esta interpretacion.

En un dltimo bloque, abordaremos el concepto mateman el que esta enfocada esta
investigacion, el infinito. En este bloque mostmane algunas de las
conceptualizaciones que han surgido a lo largoaddidtoria, relacionandolas con
diferentes investigaciones sobre la cognicién dihito, para asi mostrar a la vez los
elementos que conforman el sustento teo6rico de ieststigacion. Asimismo, se

evidencian diferentes formas de pensamientos adisalas por el ser humano en torno

% Aunque no es el objetivo de este documento mastig&nesis del mismo.
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al concepto. Una vez hecho esto, se hard una devisbbre antecedentes en la
investigaciéon en los que el infinito y el conocintie del profesor se hayan visto
relacionados, analizando diversas publicacionesa pawostrar la necesidad de
profundizar en el concepto desde la dptica del cdomento del profesor. Finalmente
haremos un recorrido por la matematica escoladeeciando los diferentes cursos, y

conceptos en los que el infinito tiene un papetpriaente.



Marco Tedrico

Conocimiento profesional

Bajo el término “conocimiento profesional”, desdeaenbito de la investigacion en
didactica, han surgido diferentes constructos deérique intentan explicar su
naturaleza, su estructura, su organizacion, ydosofes influyen en el desarrollo del
saber, capacidades, y actitudes que un docente ggogego a la hora de pretender
conseguir que sus alumnos alcancen ciertas metagjladas desde diferentes
organizadores (curriculo, estandares nacionalg¢stiviis de una unidad didactica). Mas
alla, no tanto el conocimiento profesional enisio €1 como debe ser la ensefianza, qué
fines tiene, y qué debe aportar, ha sido objetdisieusion largo tiempo, y el objetivo

final de la investigacion en educacion matematieade nuestra perspectiva.

En este trabajo, comenzaremos revisando qué emetimiento profesional, para asi
poseer una base solida sobre la que podamos funtamed trabajo aqui realizado
sobre el tema. Para ello, nos aproximaremos desgerspectiva que aporta Schon
(1983), en la que se defiende que el conocimierdfegional parte de la reflexion. Este
“conocimiento profesional”, caracterizado de forganeral, es particularizado por
Climent (2005) para el profesor de matematicas phque caracteriza su conocimiento

coma

Situado y contextualizad&stas dos caracteristicas emanan de la consiglerac
del profesor como una entidad dentro de una coradnidke practica, en la que el
profesor desarrolla su conocimiento, adaptandasesiente o inconscientemente) a su
contexto. Asi, el aprendizaje y el conocimiento plelfesor serian contemplados no
como procesos individuales, sino participados y pamidos socialmente por los

miembros de la comunidad (Climent 2005, p. 76).

Social e individual:Aunque, como hemos dicho antes, el conocimiento de
profesor se desarrolla en un contexto, tambiéreessario considerar al profesor como
entidad (parcialmente) autbnoma en cuanto a susiaees, y por tanto, en cuanto al
conocimiento que del profesor pone en juego al toaiahas decisiones. Este
conocimiento, asi como el proceso de toma de deesise basa en multiples factores,
desde las propias concepciones y creencias coraimes sociales (Ponte 1994), como
en el contexto en el que el propio docente dedarsalactividad.
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Personal: Climent (2005) propone, siguiendo a varios autorgae el
conocimiento profesional del profesor es diferatgkede otro profesor, ya que depende
de sus concepciones, valores y actitudes y reapggperiencia, no solo como profesor,
sino también todo el conjunto de experiencias quierte al profesor en un individuo
dentro de la sociedad en que vive. En resumenecgiér este aspecto, pone el énfasis
en el elevado margen de individualizacién que pasmelas caracteristicas propias que

le imprime el profesor (p. 77).

Dinamico: Esta caracteristica es la base de lo que se ha dadllamar
“desarrollo profesional”. No tiene sentido pensaiue profesor cuyo conocimiento sea
invariante al tiempo, a la experiencia, profesionaldital, a las interacciones con sus
alumnos y con otros profesores, o al cambio deestmtde ensefianza derivado del
cambio de legislacién educativa. En resumen, elepon existe como entidad en un
mundo en constante cambio, por lo que ha de adaptase adapta, a las circunstancias
que le rodean para desarrollar su profesion loadésuadamente posible, en base a su

sistema de conocimiento, creencias, concepcionastgs.

Integrado y complejo:Es dificil pensar en un profesor que posea una
jerarquizacién consciente de sus conocimientosaee kb su origen o naturaleza, por lo
que es natural afirmar que dicho conocimiento ésgmado. Asimismo, dada la gran
cantidad de fuentes, contextos, y tipologias quedeutener dicho conocimiento,
afirmamos que es complejo. Sin embargo, es neoeaalarar que esto no entra en
contradiccion con el esfuerzo analitico que sentatédhacer desde el ambito de la
investigacion por conceptualizar modelos que pamitcomprender al profesor en
mayor profundidad, a través de los diferentes nosdetopuestos, ya que estos modelos
pretenden determinar los diferentes tipos de comeaito, o los contextos en los que se
activan, teniendo siempre presente que el esfumnatitico es propio de la labor del
investigador, y no se pretende llevar al profesouna parcelacion de su propio

conocimiento.

Parcialmente tacito:Siguiendo a Schon (1983), los profesionales coempes
normalmente saben mas de lo que alcanzan a decpoly,tanto, exhiben un
conocimiento desde la préactica, la mayor partecdal es tacito (p.10). Esta reflexidon
lleva a reflexionar sobre la consciencia del prof@® su propio conocimiento. Estamos

de acuerdo con Schén en que un profesor no nememarie ha de ser consciente del
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conocimiento que usa en un determinado momentoe@ivargo, dicho conocimiento
existe, ya que le lleva a tomar decisiones qu@&odeoseerlo, hubieran sido diferentes o

simplemente no hubiera podido tomar.

Préactico: Tras la discusion que hace Climent (2005) acertaidrificado del
conocimiento profesional, entendemos (o elegimdsneier) que el conocimiento del
profesor es practico en tanto en cuanto que esnwceniento que usa (en el sentido de
Schoenfeld, 2010) en su préactica profesional. peaal relevancia es la reflexion de
Ponte (1994), que entiende que el conocimientecepiahal es conocimientn accion
basado sobre conocimiento tedrico y reflexion sdarexperiencia (Ponte 1994, en
Climent 2005).

Critico: Finalmente, aceptando la afirmacion de Ponte, sdgumue el
conocimiento del profesor esta basado en la réftegobre la experiencia, entendemos
que dicho proceso reflexivo conllevara un procesaaudtocritica, en la que el propio
profesor valorara la efectividad de su forma deadefiar su propia profesion, en pos

de una mejora.

Esta caracterizacion aporta diferentes aspectos mpoemos considerar en el
conocimiento profesional, con los que coincidimdengamente, y en los que nos
fundamentaremos para siguientes reflexiones. Sipaegn, tenemos la necesidad de
buscar una definicion operativa para dicho conaaima, para o que nos remitimos a la

definicion ofrecida por Schoenfeld (2010):

“Yo defino el conocimiento de un individuo comariormacion que tiene disponible
para usar para resolver problemas, alcanzar metagsjesarrollar cualquier tarea.
iNoOtese que, de acuerdo a esta definicion, el comeato no ha de ser necesariamente
correcto!” (Schoenfeld, 2010, p. 25)

Asi, una vez caracterizado y definido, basandonodaerevision de la literatura
concerniente al tema, el significado del conocinagmofesional en el que nos basamos
para desarrollar esta investigacion, pasaremosex lia recorrido sobre algunos de los
diferentes modelos de caracterizacién del conoditoidel profesdr(en particular del
de matematicas), para desembocar en el modeloomsétaira el marco tedrico de esta

investigacion.

*No se trataran todos los modelos existentes, splellas que tienen especial interés para MTSK.

10



Conocimiento Especializado del Profesor de Materaatacerca del Infinito

Modelos de conocimiento del profesor de matematicaShulman

Para hablar de los modelos de conocimiento prafakidel profesor, particularizando
en el de matematicas, no podemos sino comenzda agortacion de Shulman. En su
publicacion de 1986 propuso que el conocimiento patefesor, entendido desde un
especial énfasis en el contenido a explicar, sel@uwrscomponer en tres grandes
componentes: Conocimiento del ContenidBulfject Matter KnowledgeSMK),
Conocimiento Didactico del Contenidé#®ddagogical Content Knowledg@CK), vy

Conocimiento CurricularGurricular Knowledge CK).

La primera componente, el SMK, se define corfeocantidad y la organizacion del
conocimiento per se en la mente del profeg@hulman 1986, p. 9), para lo que se
proponian diferentes formas para representarlooclas taxonomias de Bloom, o la
idea de Schwab (1978) de conocimiento substantsiatgctico, en la que separaba por
una parte el conocimiento de las diferentes forerasas que el conocimiento de la
materia se organiza para dar sentido a los difeseiendmenos (o que nos acerca a la
idea de fenomenologia propuesta por Freudenthall®®3) y, por otra, el
conocimiento, tanto de las reglas de sintaxis detenido como de las formas de
establecer la veracidad en el propio contenidongsieesta una componente de gran

importancia en el ambito de las mateméticas, coanermos mas adelante).

La segunda componente, el PCK, es una de las granmieribuciones reconocidas a
Shulman por los investigadores en didactica. Esiemponente se basa en el
conocimiento de las formas de comunicacion delesodo, en cuanto dds formas de
representacion mas utiles, las analogias mas pa@deoasi como los ejemplos,
expresiones, etc.(Shulman 1986, p.9) que hacen el contenido enkeiibtuchos
trabajos han abundado en la naturaleza de esteiooanto, y algunos como Cochran,
King y DeRuiter (1991) lo han hecho desde la petsge del conocimiento del
profesor de disciplinas cientificas, definiéndolomo “la forma en la que los
profesores relacionan su conocimiento pedagdgiao s1o conocimiento de la materia
gue explicanEsta definicién incluye cuatro componentes: conamito de la materia,
conocimiento de los estudiantes, conocimiento de dontextos ambientales, y
conocimiento pedagoégicoDe esta definicion se puede extraer la idea ée=ejRCK es
el conocimiento pedagogico ‘aplicado’ a la matesto entra en conflicto con la idea
shulmaniana del PCK comarhalgama de pedagogia y contenigdehtendida como la
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interseccion entre contenido y pedagogia (Shuln®8v,1p.15), ya que establece un
cierto orden de prelacién, en el que se poseeaeriocimiento pedagdgico, sobre el
que, a través de la reflexion, se establecen phatizaciones para las diferentes
disciplinas objeto de docencia. Siguiendo estaalide reflexion, Veal y MaKinster

(1999) hacen un recorrido a lo largo de diferemtaisajos sobre el PCK, con especial
interés por las taxonomias desarrolladas para aaxfgli En particular, nos parece
especialmente relevante la interpretacion que hdektnabajo de Cochran, et al. (1991)
caracterizando graficamente los diferentes nivedéesonocimiento del profesor (Figura

1), que, observados desde una perspectiva geesgalematizan como:

Context I Churri culum
Assessment
Errriromm ent 3 ociocul tiralism
) Pedagogy
Mature of Science Classroom Management

KNOWLEDGE OF STUDENT:S

CONMTENT KENOLWEDGE

Figura 1. Niveles de conocimiento del profesor (WelslaKinster, 1999)

Desde esta perspectiva, las diferentes caractassibbre las que influyen el PCK y el
conocimiento de los estudiantes son parcialmeatsversales a estos, teniendo entidad
propia per se, independiente de estas dos commsndfdta conceptualizacion implica
que ‘un profesor de ciencias en secundaria desarroll@@uocimiento del contenido y
aprende sobre las diferencias entre los estudiantéentras integra las demas
componentes” (Veal & MakKinster, p.12). Esta vision adquiere $#mt cuando
pensamos en el proceso habitual de formacion dddosntes en Espafia, donde este
recibe una formacion inicial basada casi exclusesaten en el contenido que sera objeto
de docencia posteriormente, totalmente desprovig® tintes pedagdgicos.
Posteriormente, los profesores realizan un curspréparacion para la docencia que,
dependiendo del programa en el que se hayan forrdadara de 3 a 9 meses, donde se
les instruye en aspectos pedagodgicos generalesgntiun primer contacto con el aula.

Posteriormente, tras superar una prueba de cooteni la exposicibn de una
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programacion docente con sus correspondientes desddidacticas, el profesor se
enfrenta al aula, de donde aprende, a través pmpaa experiencia con sus alumnos,
como puede integrar el contenido, las considerasiopedagodgicas, y el propio

aprendizaje de sus alumnos.

Respecto del conocimiento curricular, Shulman lénédecomo el conocimiento del
“rango completo de programas disefiados para la 8asga de asignaturas y topicos
concretos en cierto nivellShulman 1986, p.8). Asi, incluye el conocimietéb propio
curriculo, y de los diferentes materiales que @@ &8 proponen para la ensefianza, asi
como los diferentes tratamientos que se puedera dara materia para organizarla y

secuenciarla, o las diferentes formas de evalugigpuestas en el mismo.

El esfuerzo topolégico de Bromme

Pasando a los modelos propios del conocimient@gésor de matematicas, una de
las primeras propuestas, basada en los trabajhulman, es la de Bromme (1994), en
la que pretende establecer Uta@pologia del conocimiento profesional del profiés(p.
73). En ella, considera cinco dominios, relaciosactin los propuestos por Shulman. El
primero de los dominios es el conocimiento del eoitlo sobre las matematicas como
disciplina, que abarcdo que el profesor aprende durante sus estudiosteniendo
[...] proposiciones, reglas, formas matematicas daspe y métodos'(p.74). En
resumen, es el conocimiento de la matematica diisaip aquella que podemos
encontrar en manuales de formacién de matematiEbsegundo dominio es el
conocimiento de la matematica escolar. Nos pare@mente interesante esta
diferenciacion que establece Bromme, ya que es®bdgie"los contenidos de la
ensefianza no son simplemente las bases propedéulicda materia“(p.74). Esta
apreciacion pone de relieve la necesidad de difaeha matematica escolar de la
disciplinar como objetos diferentes en la realidadolar. En particular, nos parece muy
evocador el ejemplo del autor para mostrar dichzesidad, diferenciando entre las
matematicas y las "mates". En tercer lugar, apagesabdominio de la filosofia de la
matematica escolar, en el que son nucleo fundaindsdaideas acerca de los
fundamentos epistemoldgicos de la matematica, asiocdel aprendizaje de las
matematicas, o las relaciones entre la matematateag disciplinas. El cuarto dominio
es el del conocimiento pedagdgico entendido a ual meneral, independiente de la

materia que se aborde, incluyendo por ejemplonhta@ones generales sobre como
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mantener un ambiente de trabajo por grupo y conw lemneficia al desarrollo de la
clase. Este dominio tiene cierto reflejo en el tide los propuestos por Bromme, al
que llama conocimiento pedagdgico especifico dedteria, en el que aborda aquellas
especificidades de la ensefianza de la materiardpigpautor especifica quéeste
campo de conocimiento [...] consta de conocimientegmado generado mezclando
conocimiento pedagdgico y la propia experiencia glelfesor con la materia(p.75).
Por tanto es un subdominio donde la propia nazamatke la materia tiene un gran
impacto, como por ejemplo al secuenciar varios eptus en matematicas, donde es
necesario integrar el conocimiento pedagdgico @am, ejemplo, el propio proceso
histdrico de construcciéon del concepto.

Este modelo nos parece de especial interés parngede los primeros referidos a la
propia matematica, con ejemplos de la misma, adelmg®r establecer de forma clara
un modelo en el que el conocimiento pedagdégicetmamtido integrado dentro de la

materia, y no como intersecciones de conocimiet¢odiferente naturaleza.

La escuela de Michigan: MKT

Sobre la base de los trabajos de Shulman, el gdepovestigacion en educacién
matematica de la Universidad de Michigan propus®@®8 el modelo denominado
"Conocimiento Matematico para la Ensefian2dKT (Ball, Thames & Phelps, 2008).
Este modelo supuso un avance sustancial en la piratigacion del conocimiento
profesional del profesor de matematicas, ya queociasfondo a su conceptualizacion
existe cierto afan reivindicador de la necesidaduda formacion para aquellos que
seran docentes 'diferente’ de la mera formaciociptiisar. Este modelo parte de la
separaciéon propuesta por Shulman entre conocimigeltaontenido y conocimiento
didactico del contenido. En lo relativo al cono@nto del contenido, propone tres

subdominios:

El conocimiento comdn del contenido (CCK): Estedsubinio se define comolds
conocimientos y habilidades matematicas usadosafderla ensefianzgBall, et al.
2008, p. 399). Este es, retomando la idea de dBoacion anterior, el contenido que
cualquier persona formada en matematicas puedeempdsematematica disciplinar.
Desde la 6ptica de qué necesita saber un profescpdtenido, es innegable dliene
gue ser capaz de hacer lo que encarga a sus alunpa399), aunque como mostraron
Stein, Baxter y Leinhardt (1990), no solo ha deepo®stos conocimientos, ya que, en

14



Conocimiento Especializado del Profesor de Materaatacerca del Infinito

el caso de su estudio, una concepcion de funci@mocoegla de calculo’, lleva a
dificultades, tanto derivadas de la ensefianza atenla propia conceptualizacion que
induce a los alumnos. Es por esto que Ball y coltmyres proponen el siguiente

subdominio.

El conocimiento especializado del contenido (SCIsta idea es reconocida
ampliamente como la gran aportacion del modelo MRE&nsar en una forma de
entender la matematica exclusiva a la labor defepor implica una llamada de
atencion a autoridades educativas para hacer ggpgimecesidad de la implicacion de
especialistas en educacion matematica en el prodesimrmacion. Asi pues en la
publicacion de 2008 este subdominio se define cehtmmplementario al anterior, es
decir, los conocimientos y habilidades exclusivesla ensefianza. En los trabajos
consultados, mas que una caracterizacion del sub@gmse propone un conjunto de

situaciones en las que esté involucrado:

Presentar ideas matematicas
Responder a las cuestiones de los alumnos de (g&’q
Encontrar ejemplos para abordar un elemento maitaméat
especifico
Reconocer qué esta involucrado en el uso de ciertas
representaciones
Conectar un topico con otros de afios futuros aiants
Explicar las metas y propositos matematicos a dosgs
Evaluar y adaptar el contenido de libros de texto
Modificar tareas para hacerlas méas sencillas odifigsltosas
Evaluar la validez de las afirmaciones de los alhsnn
Dar o evaluar explicaciones mateméaticas
Elegir y desarrollar definiciones usables
Usar el lenguaje y la notacion matematicos y enitgu uso
Hacer preguntas matematicas productivas
Seleccionar representaciones con propositos cascret

Inspeccionar equivalencias

Figura 2: Tareas Mateméticas de la EnsefianzaéBall, 2008, p. 400)

Estas tareas son claramente propias de la activmtatesional del profesor de
matematicas, y, aunque requieren también conociosetle otras naturalezas, tiene

sentido pensar que existe como trasfondo un acvertocimiento exclusivo del profesor
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de matemaéticas (por ser profesor y por impartirematicas). Una nocidn que organiza
este subdominio es la de “desempaquétadiel contenido (Ma, 1999). Se entiende que
uno de los objetivos del profesor es que el aludhesarrolle capacidad para trabajar
con cierta destreza el contenido disciplinar, plEraque el profesor tendra que

comprender los diferentes aspectos que confornaro diontenido, para usarlo como
mas convenga a las necesidades de cada alumnmpdegeetando el contenido escolar

en unidades sobre las que el profesor pueda estaliea profunda reflexion.

Conocimiento del Horizonte Matematico (HCK): Estpologia de conocimiento,
definido en primera instancia comita conciencia de como estan distribuidos los
contenidos a lo largo del curriculo'(p.403), ha dado Ilugar a multitud de
investigaciones sobre su naturaleza. Son interesérg trabajos de Fernandez (2011) y
Fernandez, Figueiras, Deulofeu y Martinez (2010J, lps aportaciones respecto a la
clasificacion de los tipos de conexiones que puestablecer entre elementos de un
mismo concepto (intraconceptuales), entre difesenstceptos (interconceptuales), y
derivadas de un proceso de evolucion del contemidto largo de los cursos
(temporales). Ball y Bass (2009) describieron elkKHEmo cierto tipo de vision
matematica necesaria para la ensefianza, algo oeaaara imagen mental del territorio
matematico en el que transcurrird la docencia ddkepor. En el CERME 8, Jakobsen,
Thames y Ribeiro (2013) presentaron una reconckgauedn del subdominio, tras una
profunda critica a los trabajos realizados en t@hmismo, ya queiel problema de
definir el HCK deriva de una sobreabundancia deafoeas de inadecuada claridad y
consenso, especialmente en cuanto a la relaciém@# con la ensefianzap.3055).
Por tanto, para dar respuesta a esta sobreabuaddecmetaforas, disefiaron una
definicion del HCK que evita el uso de dicho reourgbitualmente literario, que

ademas incorpora la eliminacion del curriculo dedanicion:

“El Conocimiento del Horizonte Matematico (HCK) ema orientacion hacia y
familiaridad con la disciplina que contribuye a &nsefianza de la materia escolar,
proveyendo a los profesores de un sentido acercadd® el contenido abordado esta
situado en y conectado con el territorio disciplir@ercano” (Jakobsen et al., 2013,
p.3058)

® Traduccion libre del término inglés 'unpacking'
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Nos parece interesante recalcar, de cara al refmdon que posteriormente
propondremos, que esta vision de la amplitud ddatddo matematico que el profesor
necesita tiene caracter prospectivo sobre el cmterya que los propios autores
afirman que“nuestra vision es que los profesores necesitantratamiento de las
matematicas avanzadas adaptado a las demandas éatamion y guia de la
ensefianza que desarrollafJakobsen et al., 2013, p.3062). Por tanto, est@osninio,
como antes afirmamos, queda definido en funciéncdebcimiento avanzafaue

posee el profesor respecto del contenido.

Pasando ahora al conocimiento didactico del coddgnse proponen otros tres
subdominios, con el foco en la ensefanza, los iestie$, y el curriculo,

respectivamente, que desarrollaremos en lo que:sigu

Conocimiento del Contenido y los Estudiantes (KE&X)nsiderar el conocimiento que
el profesor posee acerca de sus estudiantes paatecel dentro de un modelo de
conocimiento profesional y, de hecho, una concépaon muy cercana a lo
propuesto para el modelo MKT se puede encontrdositrabajos de Shulman (1986,
1987). Sin embargo, este subdominio no ha sidoritlest través de una definicién
intrinseca, sino de una descripcién de la natumatkt mismoes conocimiento que
combina conocer acerca de los estudiantes y conlasematematicas’(Ball et al.,
2008, p. 401). Posteriormente, en multitud de josbae han ejemplificado situaciones
en las que dicho conocimiento se pone en juego KillgBall & Schilling, 2008; Bas,
Didis, Erbas, Cetinkaya, Cakiroglu &Alacaci, 208eele, 2013), sin ahondar en una

propia definicion intrinseca.

Conocimiento de la Enseflanza del Contenido (KCE}e Bubdominio, definido en
términos parecidos al anteridcombina conocimiento de la ensefianza y conocimient
de matematicas(Ball et al, 2008, p. 401). Este subdominio esta conceptualizatire

la base de la necesidad de conocer matematicaslipafer, gestionar, y evaluar tareas,
secuencias y dinAmicas de aprendizaje en el contkxtla clase de matematicas. Se
hace especial hincapié en el conocimiento de reswremo los bloques en base diez

para ayudar a los alumnos a comprender los progeaslgeritmos de sustraccion.

® intimamente ligado a un grado mayor de complejidad
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Finalmente, el Conocimiento Curricular, que no expenta cambio ninguno desde la
propuesta de Shulman, se conserva como parterageiceenta dentro de las tipologias

de conocimiento del profesor de matematicas.

El Knowledge Quartet, el conocimiento contextualizdo en acciones

El conocimiento del profesor no tiene sentido stemno conocimiento de “uso”, es
decir, una persona que atesorara infinidad de emmEtto, de multiples naturalezas,
abarcando el espectro completo de aquello que Rudeccesitar como profesor, pero
qgue en la practica no usara dicho conocimientojahalificil pensar que ese
conocimiento no usado pudiera denominarse conogtmiatil en la ensefianza. La
perspectiva que aportan Rowland, Turner, Thwaitddugkstep (2009) es la de un
modelo que categoriza el conocimiento en cuatrodga componentes (conexiones,
fundamentos, transformacién y contingencia), sdtsecuales hace un analisis acerca
de qué situaciones suelen hacer que el profes@apen juego conocimiento de estas

cuatro componentes, en las que profundizaremas gne sigue.

Fundamentos: Es la primera componente propuesta, aflemas tiene sentido
considerar como tal ya que los propios autoresnafirque las otras tres se apoyan en
esta. Esta constituida por los diferentes sabgnendidos en etapas académicas, tanto
de formacion disciplinar (en matematicas), comdatsacion docente (en cursos de
pedagogia durante la formacion como profesor, on@o). Estos saberes alimentan,
segun Rowland et al. (2009), al resto de subdomir8n embargo, los propios autores
afirman que este conocimiento no tiene por qué ngenen juego en la ensefanza, sino
qgue tiene sentido como la coleccién de saberesefjyarofesor atesora. Las tres

componentes clave de este subdominio son:

* El conocimiento y comprensién de las matematissse
* El conocimiento de la pedagogia ligada a la matiemat
» Creencias sobre las matematicas, incluidas las\cieee sobre qué y como

debe aprenderse en matematicas

Asi, este es el conocimiento que podriamos denartactivable” a la hora de llevar a
cabo una accién de ensefianza. Los propios autecesacen que este subdominio
posee una naturaleza ciertamente diferente yaagdderencia del resto, este no hace

referencia al “conocimiento en accion”.
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Transformacién: El propio Shulman definié el PCKmmoel conocimiento que permite
transformar el conocimiento académico en usablesd®eesta idea, Rowland y
colaboradores desarrollan este subdominio de tanation, cuyos elementos
centrales son los mismos que Shulman (1986) prapommo caracterizadores de su
PCK: Analogias, ilustraciones, ejemplos, explicae®y demostraciones. Esta idea de
transformacioén del contenido para hacerlo expleakl encuentra muy cercana a la idea
francesa de Transposicion Didactica (Chevallard, 1991), el conjunto de
transformaciones adaptativas que van a convertiohjeto, que este autor denomina
objeto de saber, en un objeto de ensefianza. Lpsoprautores del modelo reconocen
que este subdominio hace referent nucleo de lo que significa ensefiar una
materia” (Rowland et aJ.2009, p.30)

Conexion: La labor del profesor no consiste en mekar episodios aislados de
docencia en sesiones, ni en desarrollar difereatgidades en una misma clase sin
relacion entre ellas, sino que la eleccion de mlades, o la secuenciacion de clases,
responde a un conocimiento del contenido integradouna estructura matematica
conectada, coherente, sobre la que el profesadelgcié conocimientos activar y cuales
no. Este subdominio alude directamente a esa duigiact y coherencia matematica, y
en su expresion en las acciones de ensefianza. iRbwlaolaboradores afirman que
este subdominiorio se limita a la conectividad del contenido matéooden la mente
del profesor y su ensefianza en el aula, sino gelayia la secuenciacion de tépicos en
la instruccion dentro de las lecciones y entrera@smas, incluyendo la ordenacion de
tareas y ejercicids(Rowland et al. 2009, p.31). Asi pues, este sulidip alude a una
vision de la tarea del profesor como concatenad@éracciones conectadas, ya sea
matematicamente (en el sentido de las conexiondsed®andez et al., 2010), o por

coherencia dentro del aula.

Contingencia: Este subdominio hace referencia aitaaciones fortuitas, no previstas,
en las que el profesor se encuentra con una pregleun alumno, o en las que el
propio discurrir de la sesién de clase le hace idesy de su planificacién. Estas
situaciones contingentes ponen a prueba el coneximidel profesor, activando aquel
que es necesario para afrontar la situacion. Asgste subdominio no se habla de un
conocimiento de naturaleza “especial”, sino dealgacidad del profesor para activarlo

en situaciones no esperadas.
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Davis y Simmt, una vision basada en la ciencia da tomplejidad

En 2006, Brent Davis y Elaine Simmt, propusierona wisién alternativa del
conocimiento profesional del profesor de matematibasada en l@omplexity Scienge
teoria que da significado a multiples sistemas deyop (Davis & Simmt, 2006
proponen ejemplos propios de la biologia). Estadese basa, a grandes rasgos, en la
interaccion entre agentes autbnomos que conforregnefios grupos, que a su vez
interaccionan entre si, para, de esta forma, llegaiguientes unidades de orden
superior, hasta llegar a los organizadores cestalas estructuras establecidas por los

agentes gubernamentales.

En su propuesta tedrica dMathematics for TeachingMfT), categorizan en dos
grandes grupos los cuatro focos que proponen.ifBleprgrupo es el de la8ategorias

de conocimientqestables), constituida por los objetos matemsiticdas estructuras
curriculares. El segundo grupo es el de Ilaategorias de conocimiento en
transformacién (dinamicas), constituidas por la colectividad aela y la comprension
subjetiva (personal). El criterio usadno es la diferencia entre el producto y el
proceso, sino entre los aspectos relativamentebestadel conocimiento matematico y
las cualidades ciertamente mas volatiles que swostiedicha estabilidatl. Asi, “el
conocimiento de las matematicas establecidas muede diferenciar del conocimiento
de cdmo se establecen las matematicd3dvis & Simmt, 2006, p. 298). Esta teoria
aboga por una categorizacion en el potencial deindimiento del profesor, desde el
conocimiento matematico escolar que reciben erosudcion, que desemboca en un
conocimiento profundo y reflexivo del curriculosteel conocimiento de lo que sucede
en su aula, comprendiendo a su alumnado como dragta finalmente comprender los
procesos de reflexion de cada alumno. Una indicagi@ resulta realmente interesante,
en términos de desarrollo profesional, y de lalagemporal a la que este sucede, es la
gue hacen sobre la escala temporal a la que sutaslgansformaciones significativas
de este conocimiento. Mientras que las categodtbles varian a través de los afios,
las dinamicas pueden verse modificados en el wassae una clase, o0 en la propia

conversacion con un alumno.

" Traduccién libre
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Analisis critico de los modelos anteriores. Fortaias y debilidades

Antes de comenzar con este apartado, creemos neceseonocer que todos los
modelos anteriormente citados, que seran objetaritiea durante las siguientes
paginas, han aportado, de una manera u otra, ¢dotanla reflexion realizada para
desarrollar el modelo que posteriormente se pra@oriel mero hecho de reflexionar
sobre un modelo, comprenderlo, analizar episodae & éptica que propone para
comprenderlo mejor, desarrolla la sensibilidaditadde quien reflexiona, ademas de
hacer consciente al propio investigador de dife@®@aispectos que otros investigadores
han considerado de importancia en el conocimiemtfegpional del profesor de
matematicas. Asi, aunquedminamos a hombros de gigantes€n este apartado
desnudaremos los modelos, buscando aquellos elesnente los estructuran y
sostienen, revisando su coherencia, y su adecuaciduestras concepciones como
investigadores, para dar sentido a nuestro prapicego de construccion de un modelo,
gue comenzara de forma explicita en posterioregamus, pese a que todo lo escrito
hasta el momento forma parte, implicitamente, dsin.

Modelo topoldgico de Bromme

Comenzando por el modelo de Bromme (1994), noscearauy interesante la
profundidad con la que aborda el contenido matem&in si, ya que este esta presente a
lo largo de todo el modelo. Desde la matematicaiplisar, hasta el conocimiento
pedagogico ligado a la materia, sélo el subdomigfierido al conocimiento pedagdgico
general carece de consideraciones matematicas.isihsimes el Unico modelo que
considera, de forma explicita, la filosofia de latematica, ligada a los aspectos
epistemoldgicos de la misma, siendo este un el@meigortante a considerar, ya que
da un matiz contextual al profesor como tal, no@onero conocedor de la matematica.
Sin embargo, este modelo carece de una vision réégor ligada a la accién del
mismo, es decir, caracteriza de forma profundaoetenido que el profesor puede

conocer, pero no aborda el uso de dicho conocimient

Conocimiento Matematico para la Enseianza (MKT)

Pasando ahora al modelo propuesto en la UniversiiadMichigan, hay dos
subdominios que nos parecen realmente innovadaores eonceptualizacion respecto a
modelos anteriores, como son el conocimiento eslmmio del contenido y el

conocimiento del horizonte matematico. El primeecetios, el SCK, pone de relieve la
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diferencia existente entre las matematicas que ceomim profesor y las que conoce
cualquier otro profesional. Esta diferenciaciéne eas la base de la separacién entre
CCK y SCK, supone un reconocimiento de la labolodesspecialistas en didactica de
las matematicas en la formacion de los profesoreagstros de matematicas, ya que se
entiende que sélo aquellos que posean las clavesepgendérel contenido escolar
podran permitir que sus alumnos construyan un dimeento del mismo aplicado a la
ensefianza. Esta consideracion tiene, por constguien impacto en el disefio de
propuestas de formacion inicial. Asimismo, de aarambito de la investigacion, la
consideracion de categorias tedricas del SCK pravewestigador de una sensibilidad
tedrica (Glaser y Strauss, 1967) que le permitaptender en mayor profundidad los
conocimientos que un profesor activa 0 puede actieacara a la ensefianza de un
determinado contenido. Sin embargo, esta visiOraalizada del contenido genera
problemas de delimitacion con otros subdominios. fMmer lugar ¢Qué es
especializado y qué no? Diferenciar entre ambodasummios instda buscar, dada una
demostracion del profesor de poseer cierto conecitai sobre el contenido, alguna
profesion en cuya formacion se incluyeran cursosnugematicas en los que se
contemplara dicho conocimiento. En ciertos casofa@s intuir que no existe dicha
profesién, por ejemplo al justificar un profesorusb de un algoritmo alternativo, asi
como su validez. Sin embargo, en otros casos, jpompdo al introducir un profesor en
el aula la derivada mediante su construccion mdtea@roveniente del limite las
sucesivas secantes a un punto, promoviendo un chpagn conceptual, el profesor
recurre a una construccion “clasica” de la deriyvape se hace en diferentes cursos de
matematicas (independientemente de la profesiom guke den acceso), sabiendo
justificar la eleccién de la misma dentro de sucadeion matematica en este contexto
de ensefianza. ¢El conocimiento que subyace enasstees comun o especializado? El
profesor puede dar argumentos desde su conocimgaitocontenido basado en sus
diferentes experiencias de ensefianza, y, justdicasarias posibles construcciones de
la nocion de derivada, elige esta por ser la gampeve un aprendizaje mas acorde con
su concepcion de como debe ser el aprendizajes Bstbargumentos suficientes como

para hablar de un conocimiento especializado dadkpor. Sin embargo, como hemos

8 Entender considerado en un sentido amplio. Noefiere exclusivamente al entendimiento del
contenido en si (saber por qué funciona matemasotenun determinado algoritmo), sino a saber
reformularlo de diferentes formas que le permitamgrender las producciones de hipotéticos alumnos,
asi como, por ejemplo, a entender los razonamienematicos que llevan a errores habituales, y la
fuente de dichos errores.

° Al menos al investigador que escribe este document
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dicho antes, es un conocimiento que, por ejempl@rquitecto podria poséérde cara

al disefio de la fachada de un edificio de paredgdanas. Siguiendo con el tema de los
problemas de definicién, Flores, Escudero y Car(il013), desarrollan una discusion
muy interesante sobre un ejemplo propuesto en au&lkep, Ball, Lewis y Thames
(2009) de un ejemplo de una actividad en la quenseiliza el SCK del profesor,
llegando a la conclusién de que el SCK puede llegabarcar conocimientos de
diferentes tipologias, tanto relativos al conocimtoede los estudiantes (KCS), como
incluso al conocimiento comun (CCK), con lo quecsavierte en una nocion poco

operativa de cara al analisis de episodios de.clase

En lo que concierne al conocimiento del horizontetematico, entendemos que la
propuesta de profundizar en el conocimiento delesar no se limita a lo que conoce
en relacion con la clase concreta que esta impddijesino que abarca la prospectiva
del contenido en cursos posteriores, o en sucesivekes de complejidad posteriotes
Esta vision se hace muy clara en Zazkis y Mamaold 12, en el que estas dos autoras
proponen las posibles respuestas de una profesamaregunta sobre cuantos triangulos
pueden considerarse en un pentagono con las diagatibujadas, llegando a plantear
una de ellas en el contexto de la teoria de grigiosembargo, en esta propuesta, segun
la respuesta que desarrollaron Figueras, Ribea;llo, Fernandez y Deulofeu (2011)
al articulo de Zazkis y Mamolo, es necesario caraidun limite en lo avanzado del
conocimiento abordado en el HCK. La matemética seta para resolver el problema
de los triangulos en el pentagono responde a umplepdad y un nivel conceptual en
el que la profesora no necesariamente deberiafestaada. Asi pues, encontramos una
de las primeras dificultades que genera este subdmnnel limite del mismo. De igual
manera, esta vision prospectiva limita la visiére e tiene sobre el contenido, si
entendemos que el profesor puede conocer un entghonismo (mas o menos
amplio), al aludir la definicion del HCK al futurdel contenido (en el curriculo o
matematicamente), solo estariamos consideranditad nel entorntf. Esto elimina la
vision de la matematica avanzada desde un punisideelemental propuesta por Klein
(1908), del que podemos encontrar un ejemplo entddoiContreras y Carrillo (2013),

en el que un profesor recurre al trabajo con foaws numéricas para abordar contenido

20 al menos haber poseido en su formacién.

* Dependiente o independientemente de si el cuoriesta presente o no en esta prospectiva, el profes
puede comprender “complejizaciones” del contenidtematico.

'2 Entendiendo el entorno como un circulo, dicha dnitalo responderia al semicirculo referido al futur
del contenido.
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relativo a derivadas, en expresiones algebraicagplejas fraccionarias. Esa vision
elemental del contenido avanzado no tiene cabidk etision prospectiva del HCK,

limitando la utilidad analitica del subdominio yrganto del modelo.

La gran potencialidad del MKT, en contraste comeldelo del Bromme de 1994, es
que es un modelo ligado a la observacion del poofess el aula, es decir, es un modelo
del profesor en la accion. Asi, la perspectiva t&#gar por el MKT no responde a las
necesidades de un modelo dedicado puramente avéatigacion tedrica, sino que

deriva de la voluntad del grupo de Michigan de @amlel conocimiento matematico
para la ensefianza de los profesores del sistenttaaduestadounidense (practice-
based approach, Thames y Van Zoest, 2013). Ediesta han desarrollado multiples
items para evaluar dicho conocimiento (Hill, Sahgl & Ball, 2004). Por tanto,

consideramos que, desde el ambito de la invesfiga@xiste la necesidad de un
modelo, ya sea nuevo o una redefinicion del MKTrapetectar el conocimiento, que

solvente los problemas de delimitacion de este toddérico.

Finalmente, creemos necesario comentar un aspeetoapuede ser considerado sino
como una limitacion. MKT permite comprender el condento del profesor de
cualquier contenido, independientemente de si diplafesor es de matematicas,
historia, quimica, o filosofia. Las categorias queponen, en lo relativo al PCK
consisten en considerar estudiantes, docenciaricelar, cosa que podria hacerse para
cualquier otra disciplina. En la categoria del SM& considera el conocimiento comun,
especializado y del horizorfey esta misma diferenciacién podria hacerse elquiea
otra materia, ya que considerar el conocimientoajres profesionales pudieran poseer,
frente al exclusivo del profesor, y la proyecci@h contenido en cursos posteriores, no
es algo intrinseco a la ensefianza. Por tanto, delmale Conocimiento Matematico
para la Ensefianza’bien podria entenderse corfdonocimiento Disciplinar para la
Ensefianza’” Esto, desde el punto de vista de este investigadpone alejarse de la
naturaleza propia de la matematica en el mismo mtor#e considerar la génesis del
modelo, y aunque posteriormente los autores ejéogpliy desarrollan el modelo para
el caso del profesor de matematicas, bien podrderto hecho para otros casos. Sin

embargo, incidiendo en ideas anteriores, cabeaasae de cara a poner de relevancia

'3 Entendido como la proyeccién del contenido enasifsturos.
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del formador de profesores como especialista eactimhs especificas, el modelo es

una gran aportacion.

Cuarteto de Conocimiento (KQ)

El modelo propuesto por Rowland et al. (2009) rexeqe adecuado para el analisis de
las situaciones en las que se movilizan conocirmsede diferentes naturalezas. Asi,
consideramos dos grandes nucleos de aportaciohesodelo: El primero de ellos, la
categorizacion que aporta, en las categorias teesem el modelo, para las situaciones
en las que se activa el conocimiento del profdsnorsegundo lugar, el subdominio de
contingencia, en el que se contemplan los momeasrides que el profesor activa su
conocimiento de forma no prevista. Considerar tiacion nos parece un contexto de
investigacion privilegiado para indagar en el camiento que pone en juego el
profesor, los factores que influyen en dichas sitirees, y todo lo que envuelve a dicho

momento.

La limitacion que observamos en el KQ deriva depmapia potencialidad. Al ser un
buen modelo para detectar las situaciones en lassgumoviliza el conocimiento del
profesor, el propio modelo estd mas cerca de senagelo para la “clasificacion” y
deteccién de dichas situaciones, que para consildepaopia naturaleza de las mismas.
Asi, esas situaciones, evidenciadas en los 20 @$digopuestdd por los autores,
refieren a los diferentes momentos del aula o alifasentes acciones del profesor en
las que subyacen ciertos conocimientos que el gooiesg no al propio conocimiento
en si, por lo que no creemos que sea un modeloneata de conocimiento, al menos
bajo la perspectiva de conocimiento en la que nosordgramos. Asimismo,
encontramos que la caracterizacion de los subdosimiie proponen Rowland y sus
colaboradores no es disjunta, ya que, por ejemnpk,conocimientos usados para
realizar unaransformaciéndel contenido, pueden ser cercanos a los queriritpa
conectarlos conocimientos que ya poseen sus alumnos soquie pretende el profesor
que desarrollen, para lo que el profesor posibléenasara conocimiento relativo a la
fundamentacionianto didactica (en la forma de presentar dichasformacion) como

matematica (en el contenido a presentar).

14 Los 18 propuestos originalmente, mas los 2 adatésnpropuestos por Rowland, Turner y Thwaites
(2013).
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Mathematics for Teaching (MfT)

El modelo presentado por Davis y Simmt (2006), jetsua discusion, junto a MKT vy
KQ en la reunién del PME de Thessalonika, nos gapetente para estudiar no tanto el
conocimiento del profesor de matematicas como shrello profesional del propio
profesor. El contenido del modelo propuesto esarerca la practica del profesor,
teniendo en cuenta a su vez el conocimiento qupradesor posee. Asimismo, la
diferenciacion entre conocimiento estable y din@msupone una de las grandes
aportaciones de un modelo que, en su propia cameacion, reconoce la posibilidad
de alteracién del conocimiento, existiendo conoeirtos mas susceptibles de cambio y
menos. El gran problema de este modelo es la Hdadwue supone comprenderlo
plenamente, ya que esto requeriria una comprensmidfunda de la“Complexity
Science’ teoria habitualmente usada en contextos ciendifte naturaleza distinta al
contexto en el que se realiza esta investigacidda(@ica de las matematicas), siendo
esta teoria dificil de abarcar, dada su profundidadhplejidad y amplitud, por lo que se

evitd su uso en esta investigacion.

La vision integradora de Schoenfeld

Alan Schoenfeld (2010), en su libro “How we thinktopone una vision diferente del
profesor, no exclusivamente centrada en su conenimi en el que desarrolla una
teorizacion (y posterior comprobacion en la pragtide aquellas componentes que
estan implicadas en su proceso de toma de dedsidre la propuesta tedrica de

Schoenfeld, el modelo RG& aparecen tres grandes componentes:

e Las metas aquellos objetivos que el profesor se planteys@ente o
inconscientemente. Estas metas poseen multiplestesisticas, segun plantea
el autor, en términos de cuan alcanzables soni decssita sub-metas, o del
momento en el que pueden alcanzarse, consideraeths ra corto, medio 0
largo plazo (siguiendo a Lampert, 2001).

e Los recursos en los que se hace un especial hincapié en elcinientd®.
Schoenfeld hace una discusion sobre los tipos decamiento del profesor,

que separa cuatro categorias:

!> Resources, Orientations and Goals, en idioma ltaste Recursos, Orientaciones y Metas.
' En la reflexion de Schoenfeld sobre los recursesporta la definicién de conocimiento anteriori@en
citada.
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Hechos entendidos como elementos de conocimiento aislqade no
necesariamente han de estar fundamentados, comejgroplo, saber
gue la longitud de la circunferencia es 2 veceadib por pi.
Conocimiento procedimentab saber hacer, relativo al como aplicar
algoritmos, reglas, en general, formas estandatzdd proceder, mas o
menos complejas.

Conocimiento Conceptualrelativo al saber por qué y cémo las
relaciones matematicas establecidas son valida®.oPar ejemplo,
conocer las propiedades de los numeros y ser cdpademostrar
relaciones entre ellos recurriendo a otras propiesldormaria parte de
esta categoria.

Estrategias de resolucion de problemasta componente no podia sino
estar presente en un trabajo de Schoenfeld, cusa lab estado muy
relacionada con este tema a lo largo de su trayacpoofesiondl’
Conocer las distintas estrategias para resolveslgamas debe formar
parte del conocimiento del profesor, segun esteratanto para tratar

con el contenido, como para tratar con los alumnos

Las orientaciones donde estan incluidos los gustos, las creendas,
concepciones, las preferencias y las actitudesees, las caracteristicas mas
personales del profesor, gtaan forma a la priorizacion de las metas que se
establecen para tratar con situaciones y a la pgacion del conocimiento
usado en cada situacion, al servicio de dichas siefp. 29). Pensando en la
caracterizacion anterior del conocimiento profeaipnes la componente

relacionada con la caracteristarsonaldel mismo.

Al ser el conocimiento del profesor el foco de dstas, estariamos encuadrados en el
ambito de los recursos, pero entendemos que tamdona de decisiones como el propio
conocimiento del profesor no se pueden considegparthhmentos estancos e
impermeables, por lo que, coincidiendo con el pr&ghoenfeld, aceptamos que existe
una fuerte interrelacién tanto entneetas, recursoy orientaciones como entre las
propias componentes del conocimiento del profeadag que nos centraremos en los

siguientes apartados.

" Reconociendo el mismo que comenzé a interesarsefeducacion Matematica por este tema.
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Elementos comunes a las diferentes propuestas texas

Desde la aportacion de Shulman, un elemento contadas, o casi todos los modelos
considerados, es la consideracion, implicita oieita) de la separacion entre SMK y
PCK. Tanto el modelo MKT de Ball y colaboradoremno en el Knowledge Quartet de
Rowland y colaboradores, son ejemplos de separamipficita (MKT), o implicita
(KQ), siendo el modelo de Bromme un ejemplo también forma explicita de
considerar el conocimiento matematico por un lad@lypedagdgico relativo al

contenido por otro.

Asimismo, entre los dos modelos mas recientes, MKKQ, encontramos otros
aspectos comunes en los que nos parece muy intergrmer la mirada. El primero de
ellos procede de los elementos a los que prestaecias atencibn ambos modelos.
Estos focos de atencion, atendiendo a las desmngei que ambos grupos de
investigadores hacen de sus respectivos modeloslosoque figuran en la siguiente
tabla (Alumnos, transformacién del contenido, comdento escolarizado, etc.),

mostrandose en qué elementos del modelo estamp@sse

MKT KQ
Alumnos KCS Fundamentos, Transformacion
Transformacion del KCT Transformacion
contenido
Conocimiento SCK Transformacion
‘escolarizado’
Contenido Matematicg CCK Fundamentos
Disciplinar
Vision global de la HCK Conexiones
matematica
Profesor en accion Génesis del modelo Génesis del modelo,
Contingencia

Figura 3: Elementos del conocimiento profesiorgadios a subdominios de MKT y KQ.

Quedan evidenciados los puntos comunes a los diésrenodelos. Algunos aspectos,
como la consideracion del papel de los alumnos lecomocimiento del profesor,

creemos que son aceptados en la comunidad inwdstiyale forma generalizada

'8 De hecho, abundan las investigaciones sobre m=epos cognitivos de los alumnos en relacién con
diferentes conceptos, y si sucediera, como creguesiebiera hacerlo, el proceso de transferensidgede
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Otros aspectos, como los del proceso de transfadmaiel contenido matematico
disciplinar hacia el contenido matematico escadatiz asi como los propios contenidos
en sus diferentes estadios pre y pos transformasudnespecialmente relevantes, por la
consideracion a la que inducen ambos modelos, eléagjorma de conocer el contenido
de un profesor puede y debe ser diferente de lmafoen la que lo conoce un
matematico, o cualquier especialista formado ermaticas.

Respecto a la imagen global de la matemética, ae una de las ideas méas potentes
en MKT, aunque poco desarrollada en KQ. De iguainfo que en matematicas se
consideran propiedades globales de los entes métemée.g. la continuidad uniforme
de funciones), y propiedades locales (e.g. la comad puntual), a la hora de
considerar el contenido matematico a tratar ensas#n, tema, problema o ejercicio,
un profesor puede tener en mente futuros episcehoks que los alumnos puedan
necesitarlo, ya sea en una version idéntica a éatian en ese momento, 0 en una
version transformada o complejizada. Esta visionlade necesidades futuras de los
alumnos responde a la idea de conexion del comtdérathdo en un momento con otros

contenidos.

Finalmente, ambos son modelos que consideran fdsmroen accion. El KQ, en tanto
en cuanto que su gran potencialidad es a la hocameterizar y detectar las acciones
que movilizan conocimiento, siendo de especial vegleia el subdominio de
contingencia, al ser estas situaciones una opdddnpara ver el conocimiento que el
profesor activa en momentos inesperados, es dsciseguimos la definicion de
conocimiento dada por Schoenfeld (2010), para uér @pnocimiento posee activable
para responder a las necesidades de su aula. EIMEd de la observacion de aula, y
una de las intenciones que existen en su conceaci@in es la de evaluar o medir el
conocimiento que poseen los profesores para lafiansa de las matematicas (Hill,
Schilling & Ball, 2004; Hill, Rowan & Ball, 2005)Por tanto, es un modelo que
considera al profesor en accion y, mas aun, alaonento que el profesor pone en

juego en la accion, obviando la dimension tacith{® 1983) del mismo.

el dmbito de la investigacidon al ambito escolaeeanos que los profesores deberian ser uno de los
principales receptores. Asi, las investigacionésesel conocimiento de los alumnos, tendrian ingpaat
el proceso educativo.
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Las concepciones

Existen multitud de trabajos que abordan el estdditas concepciones del profesorado
(e.g. Thompson 1992; Schoenfeld 1992; Pehkoner¥;1@8nte 1994; Carrillo 1998;
Contreras 1999; Krainer, Gofree & Berger, 1999), len que se ofrecen diversas
definiciones del término concepcidn/creenti®e especial interés nos parece el trabajo
de Furinghetti y Pehkonen (2002), en el que se hiza discusion acerca de los
diferentes significados del término concepcion, stoendo las diferentes definiciones
aportadas desde la literatura investigativa aitacarde expertos en el campo, llegando
a sugerir las siguientes conclusiones para postsrimvestigaciones, algunas de las
cuales aceptamos y tendremos en cuenta para ehprdsbajo:

[...]al tratar con concepciones y términos relacionages recomendable:
-Considerar dos tipos de conocimiento, (objefiwosubjetivo)
- Considerar concepciones como pertenecientesral@miento subjetivo

- Incluir factores afectivos en los sistemas deepogas, diferenciando concepciones

afectivas y cognitivas en caso de ser necesario

- Considerar diferentes grados de estabilidad endancepciones, y aceptar que estan

sujetas a cambio.

- Considerar el contexto y las metas de la invesiign en la que se abordan las

concepciones
(Furinghetti & Pehkonen, 2002, p.54)

Atendiendo a estas recomendaciones, y de acuestmtidio de esta investigacion, nos
parece especialmente relevante la definicion dempson (1992) del término

concepcion:

“La concepcion de un profesor de la naturaleza de matematicas puede ser vista
como las creencias, conceptos, significados, reghagdgenes mentales y preferencias,
conscientes o inconscientes, concernientes a leipliisa matematica” (Thompson,
1992, p.132).

9 En espafiol concepcién y creencia se usan indisignte bajo el mismo significado, salvo sutiles
diferencias tedricas sobre las que reflexionaresnds que sigue
%0 Entendido como conocimiento intersubjetivo, acéptaor una comunidad.
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Esto nos lleva a la diferenciacion entre concepgiéanocimiento, que ha sido también
objeto de discusion en términos incluso psicolégigdiloséficos. Podriamos entender
el conocimiento como creencia justificada, defibmcclasica derivada del pensamiento
platonico que entendemos no aportaria la riqueeadgseamos en este estudio, ya que
no es uno de los objetivos determinar el gradoudsficacion que posee el profesor
acerca de su conocimiento. Por tanto, usaremoddfsiciones de Ponte (1994) de

creencia, concepcion y conocimiento, tal y comassn en Contreras (1999):

Creencias: verdades personales e incontrovertibetenidas por cada uno, derivadas

desde la experiencia o desde la fantasia, teniemaocomponente evaluativa fuerte.

Concepciones: Marcos organizativos que soportan ceptos, que tienen

esencialmente una naturaleza cognitiva.

Conocimiento: Amplia red de conceptos, imageneabhjlilades inteligentes poseidas

por los seres humanos. Concepciones y creenciapasta del conocimiento
(Contreras 1999, p. 21)

Estas definiciones son funcionales y, en gran naeditesponden a la esencia de lo
sugerido por Furinghetti y Pekhonen. Sin embargmoadiendo con estos dos autores,
no creemos que las creencias no estén sujetas Eotamor lo que creemos que el
término ‘incontrovertibles” debe ser eliminado. De igual manera, entendemedagu

creencias pueden ser tanto sustentadas individo#memo socialmente, quedando la

definicion de creencia descrita de la siguientenfor

Creencia: verdades personales, sostenidas indivalsacialmente, creadas desde la
experiencia o la fantasia, teniendo una comporeaieativa fuerte.

Asi, es necesario destacar el esfuerzo que duehrdesarrollo de esta investigacion
hemos realizado para, junto al grupo SIDM, desamrotlefiniciones acerca de

conocimiento, creencias y concepciones, trabajo sgu@uede encontrar en Montes,
Flores-Medrano, Carmona, Huitrado y Flores (20ddhde se desarrolla gran parte del
enfoque epistemoldgico que subyace a esta invesiigaEn este trabajo optamos
finalmente por considerar que, aunque entendemesegpuede pretender diferenciar

entre conocimiento, creencia y concepcion, es réenge considerar definiciones que,

2L Aunque puedan ser resistentes al mismo.
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aungue tedricamente estén sujetas a una criticadiata, en un ambito practico

resulten utiles.

Haciendo ahora la proyecciébn de estos conceptoge s@sta investigacion,
consideraremos tres categorias en las concepajoieese abordaran, en las que existen

resultados aportados por otros investigadores @ueampatibles con la definicion:

» Concepciones sobre la matematica
« Creencia&’ sobre la ensefianza y aprendizaje de la matematica

» Concepciones sobre el infinito

Es necesario explicitar que somos conscientes ddagudos primeras categorias han
sido estudiadas conjuntamente en multiples estudigsinos desde una perspectiva
tedrica (Thompson, 1992; Goldin, 2002), con hinéapi el fundamento epistemolbgico
de dichas concepciones y la definicion de las nmss{Raringhetti & Pehkonen, 2002) y
especialmente, en lo que a la bibliografia condalte refiere, ligados al conocimiento
del profesor (Carrillo 1998; Contreras 1999, Clrr& Contreras, 1995; Ponte 1994;
Llinares & Sanchez 1990; Contreras, Carrillo & Glimy, 1999), siendo la resolucién de
problemas el eje vertebrador de muchos de estbajtsa Asi, se han desarrollado
constructos tedricos para articular las distinfaddgias de concepciones ,tanto sobre la
matematica como sobre la ensefianza y aprendizaja désma. Sin embargo, las
concepciones sobre el infinito difieren, al menogreri, de las dos categorias
anteriores, ya que se refieren a una nocion maiesnéin esta linea podemos encontrar
los trabajos seminales de Fischbein, Tirosh y H&839), asi como de Sierpinska
(1987) y Belmonte (2009), donde se ahondan enetifes caracterizaciones de la
forma de conocer el infinito. Especialmente enrabajo de Belmonte y Sierra (2011),
se recogen los diferentes modelos intuitivos quieaseidentificado, desde los trabajos
iniciales de Fischbein y colaboradores, hasta las mecientes del propio Belmonte
(2009), en relacion con los tipos de razonamiegtesse hacen sobre el infinito (en los

que ahondaremos posteriormefite)

2 Que responden también a la nocién de concepcigpupsta por Thompson (1992), pero usando una
terminologia diferente, respondiendo a la propuestajada en el trabajo de Carrillo (1998).

% Siendo coherentes con la naturaleza de la cognanbre el infinito, el apartado sobre concepciones
del infinito deberia seguir a los de concepcionesrgencias sobre la matematica y su ensefianza y
aprendizaje. Sin embargo, buscando la comodidala éectura y la coherencia tedrica en cuanto a la
fundamentacion del objeto de estudio, se localiearéa seccion dedicada a la reflexion tedricaesabr
infinito.
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Las concepciones sobre la Matematica, y su enseégnaprendizaje

Para este contenido, usaremos en todo momentadasigstas de Carrillo (1998) y

Contreras (1999) sobre las tendencias didacticatasy concepciones sobre la

Matematica, estando la de Contreras enfocada estducion de problemas. Por tanto,
consideraremos las tres formas de concebir la ndaiganque ellos proponen, basadas
en los trabajos de Ernest (1989, 1991), aunquerddadas en mayor profundidad, y

dotadas de un modelo de categorias y descriptOegsl{o & Contreras, 1994, 1995):

Platonica: Se entiende la matemética como un cuerpo de cuiertio preexistente

dotado de una estructura légica, lo que le otorgacaracter objetivo, absoluto,
universal, libre de valores y abstracto. El projdsie la creacion de conocimiento
matematico es el acceso a los aspectos desconat@dasmisma, independientemente

de sus posteriores aplicaciones (Carrillo 1998)p.7

Instrumentalista: Se entiende la matematica como un conjunto de tegd, de
marcado caracter utilitario, cuya veracidad y exista no estan sujetas a discusion. El
propoésito de la creacion de conocimiento matemagksu uso en otras disciplinas,
especialmente a través de la creacién de algoriques permitan el avance de las
diferentes disciplinas (Carrillo 1998, p.72).

Resolucién de ProblemadEsta concepcion se basa en la idea de que elefitad
matematica es comprender el proceso de construdeida misma, desarrollando las
capacidades mentales del resolutor. Como entidad;oacibe la matematica como
conocimiento sometido a revision constante depeisligel contexto. Se entiende que
la matematica se construye por interaccién so@afa dar respuesta a problemas
sociales, culturales, econémicos (Carrillo 199383p.

De igual forma, de cara a considerar las tendendidscticas del profesor,
consideraremos las cuatro tendencias que ambosesauteflejan en sus trabajos

doctoralesTradicional, Tecnolédgica, Espontaneistdnvestigativa.

Entendemos que las concepciones sobre la matemtitas creencias sobre su
ensefianza y aprendizaje, son en este trabajo unemie contextualizador del
conocimiento. Al indagar en el conocimiento del fpsor, el hecho de haber
reflexionado sobre sus creencias y concepcionexiamhente nos permitira que la

comprension a la que lleguemos del conocimient@uo#kesor sea mucho mas amplia,
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ya que, como podra verse en la secciéon dedicaaladlibis, estas concepciones dotaran
de coherencia a la imagen del profesor objetostable de caso.

MTSK: Un traje hecho a medida

En el seno del Seminario de Investigacion en Didaaie la Matematica (SIDM),
constituido en la Universidad de Huelva, tras urayeictoria de trabajo sobre
concepcion&d, posteriormente desarroffo y finalmente conocimiento profesioffaly
con vistas a sentirnos mas identificados con elaleode conocimiento profesional
usado en el desarrollo de nuestras investigaciodesidimos hacer una revision
profunda de los distintos modelos de conocimientafegional que nos permitiera
redefinir las categorias en términos de conocirie® matematicas, de forma
coherente y consistente. Para ello intentamos md#sar definiciones de cada
subdominio que pudieran incluir distintos ejemplies dudosa clasificacion en el
modelo original de Ball et al. (2008). Sin embartjegé un momento en el que las
categorias definidas para el MKT no resultabarsfeatiorias, ya que existian ejemplos
inclasificables, o ejemplos cuya clasificacion enswbdominio u otro dependian en
gran medida de la subjetividad del investigadoestos efectos, y teniendo en mente
las macro-componentes de Shulifarse redefinieron los subdominios relativos al
Conocimiento Didactico del Contenido (KCS en KMLF KCC en KMLS?®),
incluyendo aspectos no considerados desde nueshin mle vista en los trabajos
relativos al MKT, asi como eliminando otros alejgde! interés de la especificidad del
profesor de matematicas, y se reestructuro loivelal Conocimiento de la Materia,
haciéndolo mas acorde al hecho de que el objetowdstigacion sea el profesor de
matematicas. Por tanto, se consideraron las diesdormas que tiene un profesor de
conocer la matematigeer se,incluyendo en esta matematica la cientifica, toles y la
didactica (Tossavainen & Pehkonen, 2013). El nontdue se dio al modelo fue
“Conocimiento Especializado del Profesor de Materaat (MTSK segun sus siglas

anglofonas).

La idea fundamental que subyace a los cambiostrueagaciones, y redefiniciones

realizadas es la de que un profesor de matematiea, llevar a cabo una buena

24 E.g. Carrillo, 1998, Contreras 1999.

% E.g. Climent 2005, Mufioz-Catalan 2007.

%5 E.g. Sosa 2010, Ribeiro 2011.

%" Con las que nos sentimos cuasi-plenamente ideadifis por ahora.

28 \er paginas siguientes para el desarrollo delerodo de los subdominios.

34



Conocimiento Especializado del Profesor de Materaatacerca del Infinito

practica, necesita conocer las matematicas desdifes formas, asi como las diferentes
interacciones que puedan tener tanto los alumnosocél mismo con la propia
matematica durante el desarrollo de una clase. Goopwsito inicial se hicieron varios

planteamientos que dirigieron todo el desarrollonaedelo:

1° El conocimiento especializado del profesor déematicas es aquel que el
profesor necesita y usa para explicar matematicaislg naturaleza de la propia
ensefianza de las matematicas (excluyendo por taonsideraciones pedagodgicas
generales no vinculadas a la materia). La espeac@din radica en su uso profesional.
Asi, un fisico especialista en campos electromagrghecesitara la integracion como
parte de su conocimiento profesional especializadim no por ello el conocimiento de
la integracion en matematicas deja de ser conoptmiespecializado en el profesor de

matematicas.

2° El modelo a desarrollar es un modelo de conecitoiy, por tanto, no se
consideraran acciones en los subdominios, sin@mba@miento que sustentan dichas
acciones. De igual manera, en el desarrollo déacaercion de ensefianza, puede existir
conocimiento de diferentes subdominios, por setinlis los tipos de reflexiones

establecidos o los objetos sobre los que se estalaleeflexion.

3° La observacidon no es suficiente para accedeoracimiento del profesor.
Coincidiendo con el argumento de Baxter y Leder(2&01) respecto al PCK, creemos
que el conocimiento que el profesor pone en jueggora clase no tiene por qué ser
todo el conocimiento del que dispdhepor ejemplo al ejemplificar, los ejemplos que
use no nos muestran todo su banco personal delegmmo que puede también elegir
conscientemente no usar algunos de los ejemples practica docente. Segun su tesis,
el PCK es parcialmente interno (coincidiendo comdd¢ 1983), con lo que para
acceder a dicho conocimiento, el esfuerzo habradegarrollarse en diferentes
aproximaciones metodolégicas, como entrevistas,sticuerios, simulaciones de

episodios de aula, foros de discusioén, etc.

4° Las creencias de los investigadores sobre lamddica, la ensefianza y la
investigacion en educacion matematica influyen lecoastructo teérico desarrollado
(Schoenfeld, 1992).

29 Respondiendo a la nocién de Schén compartida fiore6t de que el conocimiento profesional es
parcialmente tacito.
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5° Las creencias y concepciones del profesor daleseiianza, aprendizaje, la
matematica, o sobre los conceptos e ideas matematio forman parte de su
conocimiento, pero si son una parte del profeserpmpede afectar tanto a su practica
como al tipo de reflexiones que haga sobre la natiea) su ensefianza, su aprendizaje,
0 sobre el propio proceso de ensefianza-aprendRajeello, las consideramos dentro
del MTSK.

El hecho de ser un modelo creado siguiendo loscipios que como grupo
compartimos, y que este investigador secunda, $omod#ivo del aparentemente
informal titulo de este apartado del marco tedrM®SK esta disefiado por un grupo
que entiende el conocimiento del profesor de maieasadesde una perspectiva que ha
plasmado en la conceptualizacion del modelo. ASISKI no puede ser sino 'un traje

hecho a medida’ para los integrantes del SIDM.

La estructura de este apartado y, mas aun, dele@cidén de la conceptualizacion del
contenido de los subdominios del modelo presendactntinuacion comenzara por una
parte tedrica, a la que seguirad un breve apartade que se justificara el uso que un
profesor puede hacer del conocimiento contemplado estos subdominios.
Mostraremos en la descripcion de los subdominiosato las definiciones teoricas de
los mismos, sino también ejemplos de su contettidsados en el trabajo desarrollado
en el SIDM orientado al desarrollo de categoriastat por su utilidad en este trabajo,
cuyo papel es alimentar laensibilidad teorica(Glasser & Strauss, 1967) del
investigador, como para que el lector sea conscidet contenido de los propios

subdominios y comprenda la posterior discusioredaltados.

Conocimiento matematico (MK)

Pasamos por tanto a describir las distintas commeseen las que entendemos y
percibimos que se divide el conocimiento espe@édbzdel profesor de matematicas.
Empezando por las componentes relativas al conestmidel contenido, creemos en
primer lugar necesario explicitar y justificar uantbio, a primera vista terminolégico,
pero que refleja en gran parte lo expuesto en ihepr planteamiento expuesto
anteriormente. Lo que Shulman llamaba conocimieeiocontenido;'Subject Matter

Knowledge’, pasaremos a llamarlo Conocimiento Matematico (MK,su acronimo

inglés), ya que entendemos que el enunciado dar@hutespondia al conocimiento

para la ensefianza de una materia genérica cuaguien nuestro caso identificaremos
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conocimiento relativo a categorias que, en alguwas®s, posiblemente solo tengan

sentido en el caso del conocimiento de las mateasati

Conocimiento de los Tépicos (KoT)

El primer subdominio que consideraremos es el “Coniento de los Temas”.
Entendemos que un profesor necesita conocer aggedioexplica, de forma que es
inevitable incluir el conocimiento de las matenmggidormales en este subdominio.
Estas matematicas son aquellas que transmite a akumnos, en forma de
procedimientos o fundamentos tedricos, o aquellas explora en pos de adquirir un
conocimiento de mayor profundidad que le sea utilsa docencia. Sin embargo,
conocer matematicas como profesional de la ensaefialesde nuestra perspectiva,
requiere una imagen mucho mas amplia de esta lifisciplo solo es necesario conocer
el cuerpo matematico aséptico y normalmente desgtualizado que encontramos en
los libros que los matematicos escriben para mdieosa sino también la
fenomenologia (Freudenthal, 1983; Rico, 1996) y dmmificados de los conceptos
abordados. Por ejemplo, una idea como la de variablacionada con el infinito,
alejado en principio de los contextos habitualesladealumnos, puede encontrarse
reflejado fenomenologicamente en el tiempo, elrcdeo o las propias estaciones
(Gardiner, 1985, 2002), ya que en el momento equel el alumno adquiere una
conciencia de la linealidad del tiempo, puede plarse la pregunta de ¢ Cuando acaba?,
dotando de un sentido real a una idea de infini® subyace al proceso de generacién
infinita de nimeros que se aborda desde los pren&iios en la escuela, analogia a la
que el profesor podria recurrir a modo de expl@a&n contexto realista. Respecto a
los significados, la idea de limite de sucesiorieset innegablemente asociado el
infinito, relativo a la idea de iteracién. Sin emdi® esa iteracion infinita puede tener
como limite un punto, con lo que el proceso comaiie seria de aproximacion, frente a
una tendencia a “infinito”, cuyo significado tiende asociarse con el alejamiento.
Explorando como un profesor puede conocer las nd#iess, y uniendo el
conocimiento de la fenomenologia y de los fundaogntonsideramos una nueva
categoria de contenido, como es la de los ejemitbsejemplo es una de las
herramientas que posee el profesor para explieanyniendo a su conocimiento de los
fundamentos teoricos, de los procedimientos, yet&to en cuenta fenomenologias

cercanas a los alumnos, y significados comprerssfiide los mismos, no es extrafo ver
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gue un profesor, para explicar un concepto concreiga uso de un ejemplo que le

parezca que muestra, de forma especialmente elaspecto que desea comunicar.
¢, Qué permite este conocimiento?

Pasando ahora al terreno de las acciones, estecico@nto permite al profesor
desenvolverse con el contenido que aborda en sigadle una forma desahogada,
siendo consciente de los aspectos matematicosuggensy pueden surgir durante la
explicacion de una sesion, pero también teniéndmiosuenta en la fase de preparacion
de la clase, a la hora de seleccionar actividazles, el momento en el que, después de
la clase, decida evaluar el desarrollo de la misteagomo su propia préctica. De igual
manera, por ejemplo permite responder a las dersatelaonocimiento de sus alumnos
cuando estos resuelven un problema por un algoulistmto del explicado en clase, o
por alguna concatenacién de razonamientos no ‘@stgnya que el conocimiento
profundo de la materia le permitira hallar los reemmientos matematicos que subyacen

a dicho algoritmo, o reconocer la coherencia dewfgementos dados por los alumnos.

Conocimiento de la Estructura de las MateméaticasSi)

De igual manera que en matematicas existen prapgsdacales, validas en entornos de
puntos, y propiedades globales, para las que sesiteectener en cuenta el
comportamiento del objeto considerado desde unapeetiva mas general, el
conocimiento de matematicas de un profesor puedeelseelativo a las distintas
dimensiones 'locales' que entendemos que se poadeer de un tépico matematico, o
puede tener una visidn superior, de conjunto, denoccestan distribuidas las
matematicas. Esta categoria esta relacionada, tesgie con el HCK considerado por
Ball y Bass (2009), pero excluye el elemento culaicestructurador, para considerar la
estructura de las matematicas que el profesor pps@ee! interno y personal, estando
condicionado por su formacion, su proceso de apajed las conexiones que ha
establecido entre conceptos, incluso posiblememtly largo de los afios, por sus
experiencias matematicas como docente. En resteh&$M es el constructo personal
que el profesor desarrolla sobre la forma en qténesecuenciados y conectados los
topicos matematicos en las matematicas, tantoifiteast como escolares. En esta linea,
la idea de Felix Klein de matematicas avanzadadedes punto de vista elemental y
matematica elemental desde un punto de vista astape&puesta por Jeremy Kilpatrick

en una conferencia en Huelva (2012), constituyedentos ejemplos mas potentes que
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podemos encontrar, basandose en poseer una pas@eaha altura diferente respecto
al elemento considerado, y pudiendo tener unarvid@global de la organizacion del

mismo.

De igual forma, los procesos de complejizacion mpéificacion del contenido
matematico que pueda hacer un profesor, esto gdicax un contenido siendo
consciente, e incluso explicitando su proyeccidarfuen el curso, o en otros cursos, asi
como explicitar la conexion del topico abordado elnmomento con elementos
anteriores del mismo curso o cursos anteriorescqunezcan los alumnos, mostrarian
este tipo de conocimiento de una forma directaalilgante, esta conexion puede no
estar relacionada con el posible contenido de @wosos, sino con la potencialidad de
explotacion de la nocion matematica que el profpeasara que tiene dicha nocion. Por
ejemplo, cuando se aborda a finales de secundamstiuctura de los nameros, sin
necesariamente tocar los conceptos de cuerpo ¢o,aeil profesor puede estar
considerando que seria posible usarlos, con lodiglea conexion responderia a la

esencia de lo contenido en este subdominio.

En una comunicacion en el CERME 7, Kuntze, LernMumphy, Kurz-Milcke, Siller, y
Windbourne (2011) introdujeron la nocién ‘@erandes Ideas en matematicas y en la

instruccion matematicas’caracterizadas como:

* Ideas que pudieran tener un gran potencial materodila hora de alentar un
aprendizaje que permitiera una comprension conaptu

« Ideas que tuvieran una gran relevancia a la horacdestruir metaconocimiento
sobre mateméticas como ciencia.

» |deas que apoyen las habilidades de comunicar emtido las matematicas y
proveer argumentos matematicos

* Ideas que deberian fomentar los procesos de réfiexie los profesores,
conectadas con disefios instruccionales ricos y topatades de aprendizaje
que activen la cognicion de los alumnos, asi camsddeas relacionadas con el

acompafiamiento y el sustento de los procesos cmdizaje.
(p. 2718)

De estas ideas, muy generales, nos interesan asjgeke responden a los tres primeros

puntos, relacionados con aspectos del MK, y nootael PCK, al menos de forma
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directa. Estas grandes ideas que existen en madamgtque dan sustento a la propia
matematica para permitir que se pueda articulaonstcuir constituyen la esencia
estructurante de la misffa Asi, ideas como la de “estructura algebraica’yacu
definicion no va mas alla de ser un conjunto coa sarie de operaciones, son el
sustento de multitud de tépicos matematicos conupagranillo, ideal, dominio de
integridad, etc. Por tanto, se puede considerantadn de estructura algebraica como
un elemento estructurador de la propia matemabeaigual forma, Kuntze et al.,

"3 relacionada con la importancia

(2011) citan como gran idea‘@liar con el infinito
de la exploracion de fenémenos ligados al infinkstrategias para mantener la
generalidad, o patrones o estructuras que abaecanfihitud, habitualmente en si
mismos. Estas grandes ideas en matematicas, aemquoeauchos casos no tienen la
entidad de “concepto”, si que se les puede tratarieztos aspectos como si lo fueran,
por lo que las categorias que usamos para el Kedert cierto uso en el caso de las
grandes ideas. Asi, el conocimiento de la fenonugrialde una de est@&andes Ideas
tiene cabida en el modelo, aunque no solo en éediin conceptefenomenologia del
concepto, sino también al revés, dado un concepyo soporte fenomenoldgico, es
decir, sunoumenogFreudenthal, 1983; Puig, 1996), esta en una igiea el profesor
puede encontrar dicho soporte, como pudiera sucateun profesor que al considerar
el limite, la derivada, las sucesiones, o la caoidizd, pudiera argumentar como el
infinito subyace a todos ellos. De esta formagcktggorias relativas a fundamentos del
concepto, o sus posibles significado tienen sergata dotar a laGrandes Ideagsle

cierta solidez matematica y epistemoldgica.
¢ Para qué sirve este conocimiento?

Una vez mas en el terreno de las acciones, e melugl de las intenciones, un profesor
puede hacer uso de sus conocimientos estructyratasser consciente él mismo de en
qué punto esta del desarrollo de la construccitremetica, para poder, por ejemplo,
definir una serie de etapas, o puntos conceptuadedps que quiera pasar para que sus
alumnos construyan el concepto que se plantee aijetivo. De igual forma, puede
explicitar esa idea estructurada por etapas panaritir a sus estudiantes la proyeccion
que tienen sus explicaciones para su propia camcshru de los contenidos del curso.

Asimismo, creemos que este conocimiento le perafitentar con mayor solvencia

30 Al menos, desde la forma de entender la matemdicautor.
31 Traduccion libre del inglésDrealing with infinity”.
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situaciones de contingencia (Rowland et al., 20@®),poder reconocer posibles
conexiones establecidas por un alumno, 0 usarrsp$ap conexiones para responder a

situaciones matematicas inesperadas.

Conocimiento de la Practica Matematica (KPM)

Saber matematicas para ensefiar no implica solareabé matematicas en el sentido
de saber reproducir las matematicas que se conaign, que, desde nuestra
perspectiva, hay que saber hacer matematicas. difetancia entre construir el cuerpo
de conocimiento por reproduccion de razonamiermosa@dos que ir un paso mas alla,
y saber cOmo y por qué esos razonamientos sorosaldusarlos en los contextos que
se usan es adecuado. Esta idea, que nace de ldetao®n del HCK ligado a la
practica (Ball & Bass, 2009) y de los trabajos ddl B McDiarmird (1990), Schwab
(1978) o Rowland y Turner (2009), acerca del cam@mito sintactico, supone
considerar que un profesor ha de saber razonagay,afn, conocer distintos tipos de
razonamientos y saber en qué contextos unos sonangmiados que otros. Este
conocimiento sintactico de las matematicas puederghrse cuando un profesor, al
trabajar con conjuntos numerables infinitos, reewrla induccion para probar cierta
propiedad. Es posible que las use porque sepasguprepiedad en concreto requiere
una demostracion que ha memorizado, caso en el@pedriamos hablar de este tipo
de conocimient, pero también es posible que ese profesor usalladion en dicha
propiedad, sepa que, como el conjunto es infinitougnerable, una aproximacion al
razonamiento sobre dichos conjuntos que suele efaltados bastante buenos es la
induccion. De igual manera, el conocimiento de wofgsor de distintos heuristicos
usados en resolucién de problemas, que pueden faabedo parte de su instruccion
(Billstein, Libeskind & Lott, 2009), serda un conogento que también encontremos

dentro de esta componente.

Ademas, se consideran dos grandes tipologias €Doebcimiento de la Practica
Matematica, el conocimiento general, y el ligadtbpico. Un ejemplo de conocimiento
ligado al tépico es el anteriormente comentado esdérinduccion y los conjuntos
infinitos numerables, donde tiene sentido consrdenatipo de razonamiento asociado
especificamente a un tépico concreto. De igual marmxiste un tipo de conocimiento

sobre matematicas usado independientemente dedmionabordado, como pudiera ser,

%2 Al menos, no con la profundidad que nos gustaria.
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por ejemplo, saber el significado de una condiciécesaria y una condicién suficiente.
Este conocimiento, usado para trabajar genéricam@mimatematicas, es necesario en
el profesor, e incluso nos atreveriamos a decirsgui& adecuado comunicarselo a los
estudiantes, ya que provee de estructuras l6geagemmsamiento que pueden mejorar su
entendimiento de fendbmenos cotidianos. En estadillinea, Brodie (2010) argumenta
gue el razonamiento matematico responde a trediamues centrales a la actividad

matematica:

¢, Qué es lo que es verda(Bodie 2010, p. 58) Antes de demostrar la veracaauna
afirmacion, es posible conjeturar dicha veracididahi el razonamiento habitual en los
estudiantesun ejemplo demuestra(Chazan, 1993), por lo que el profesor debera no
s6lo conocer los razonamientos, sino tener cienaibilidad a la hora de intuir a priori
la veracidad o no de un razonamiento dado por wdi@ste, o de un razonamiento que

surja en el discurrir de la actividad docente.

¢, Como puedo estar segyae la veracidad] (Brodie 2010, p.59) Aqui entran en juego
los tipos de demostracion y estrategias de aboragemostraciones que un profesor
pudiera conocer para asegurar la veracidad de funzaeaion. Asi, la demostracién va
mas alla de la ejemplificacién en un caso concretyarca todos los casos posibles que
un enunciado pueda contener. La propia autoraanghicejemplo en el que sus alumnos
entienden la demostracion como una forma de aparsna la resolucion de un

conjunto de problemas, y no cédmo la confirmaciotadeeracidad del enunciado.

¢ Por qué es verdadBrodie 2010, p. 59) No solo es necesario saberegiste un tipo
de demostracién que ratifica la veracidad de um@&ndo, sino también cémo funciona
ese tipo de demostracion. Asi, el hecho de entesidasstento 16gico de cada uno de

los tipos de demostracion se encontraria englobado relativo a esta pregunta.

Finalmente, entendemos que la idea mtéctica va mas alla del conocimiento
meramente sintactico o relacionado con este, yaayubién existen también practicas
propias de la matematica escolar, como la resailud& problemas (entendida como
forma de construir problemas), o la modelizacibhuifB& Leiss, 2007). Sin embargo,
no se han desarrollado investigaciones que ahoenléa naturaleza de estasicticas

en relacion al MTSK, con lo que no abundaremodian.e

¢, Para qué sirve este conocimiento?
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Basandonos en algunos de los ejemplos de Ball .e{2808) de conocimiento
especializado, observamos que este conocimiente@dpaen aquellos casos en los que
el profesor necesitaba detectar el tipo de razagramique los estudiantes usaban para
resolver algun problema. De esta forma, el conamitoi sobre matematicas puede
permitir abordar muchos de los problemas de comspiende los estudiantes, por
ejemplo no saber detectar el sentido de una ingifinay considerar que en general
siempre se da la doble implicacion, y si un prafescapaz de comprender, a nivel
matematico, la légica que subyace a una declarai@onn estudiante donde aparezca
este tipo de afirmacién, sera capaz de tomar medmaa conseguir que dicho
estudiante comprenda de forma completa la ideaudeuga condicidbn necesaria no

implica que también sea suficiente.

Igualmente, aunque menos habitual, el profesor @ukstidir ensefiar razonamiento
matematico, para, por ejemplaar sentido a y en la actividad matematicéBrodie,

2010, p. 59), no solo para proveer a los estudsadéeesa conciencia y sensibilidad
sobre cémo establecer la verdad en matematicas paita que le encuentren sentido a

la necesidad de hacerlo.

Conocimiento didactico del Contenido (PCK)

Una vez consideradas las distintas componentesivesdaal Conocimiento del
Contenido, pasaremos a desarrollar las componeunieson necesarias considerar si
pensamos en que el profesor es un transmisor dendésmaticas, entendido este
proceso de transmisién desde la propia tendendictita de cada profesor (Carrillo,
1998). La teoria clasica sobre la comunicaciéreaendg que existen varios elementos en
todo proceso comunicativo: El mensaje, las matessitien este caso, cuyo
conocimiento ya abordamos en lo relativo al MKresdeptor, el alumno en este caso,
cuyas posibles interacciones con el contenido mtementendemos que forman parte
del conocimiento que ha de tener un profesor, as@mpara impartir clase, que
conforman el primer subdominio que abordaremos sta macro-componente; y el
canal, la forma de transmisién de los conocimientagematico$, la forma de inducir

a los alumnos a desarrollar ellos mismos el coniecitn matematico guiados por el

% No afirmamos con esto que el proceso de ensefietza estar basado en una pura transmision de
conocimiento, ligado a la tendencia tradicionahosgue desde la perspectiva del conocimiento del
profesor, existe un proceso comunicativo en eledim es la adquisicion o desarrollo del alumnaude
serie de conocimientos poseidos por el profesor.
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profesor, si nos situamos en una tendencia mastigaéva, asi como los posibles
materiales y recursos que permiten que dicha caracidn sea mas efectiva, que
estaran incluidos en el segundo subdominio querdsaemos. Asimismo, podemos
considerar el codigo como aquellos aspectos ligadda verbalizacion que usa el
profesor, consideraciones cuya relevancia veremas analisis de los datos. De igual
forma, existe un campo de necesaria consideracigmw son las influencias exterfis

que recibe el profesor para guiar, mejorar o cood& su practica docente,
contemplados en un tercer subdominio referido &hadicguias o “estandares”

considerados por el profesor.

Conocimiento de las Caracteristicas del AprendizajeMatematicas (KFLM)

Un profesor, como parte de un proceso comunicatiie tener en cuenta a sus
alumnos, ya que son los necesarios interlocutanestendra en su aula. Por tanto, es
necesario que comprenda las multiples dimensioresothpresion y relacién con el
concepto que sus alumnos pudieran establecerpams sus capacidades y falta de las
mismas respecto al uso y comprension del concefsd. saber como aprende
matematicas un estudiante, cémo se desarrollagnioidn del concepto abordado, es
una de las dimensiones que mas directamente podagids que se incluyen en este
subdominio, ya que entendemos que un profesor gebeer como adquiriran sus
alumnos aquellos conocimientos que les ensefieliesiegorganizar las sesiones en que
desarrollara dichos conocimientos de forma quepetralizaje de sus estudiantes sea
optimo. De igual manera, conocer las dificultadase gese estudiante pudiera
experimentar, asi como los obstaculos que pudraangrarse, y los errores que pudiera
cometer, son algunas de las formas mas directasodecer como el estudiante
interactia con las matematicas. Sin embargo, efegwo también puede tener
conocimiento de qué ideas previas tienen los emtteB acerca de las ideas
matematicas que se van a desarrollar en clase)quawno es un conocimiento sobre la
interaccion del alumno con el concepto en el momedetsu adquisicion en el aula, si
qgue puede influir en esta adquisicién. Pensandmwis’o en cdmo los estudiantes
puedan interactuar con conceptos concretos o c®mmiatematicas en general, la
consideracion de la dimension afectiva de estaaot@n es, aunque un campo poco

estudiado, una categoria que tiene sentido estadiaste subdominio. Finalmente, el

% Siguiendo la analogia anterior sobre la comunicgcesto forma parte del contexto, aunque no lo
abarca completamente.
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profesor debe entender a sus alumnos, para potlear aan consecuencia a lo que
observe y obtenga de ellos durante el proceso doativo, para lo que necesitara
entender el lenguaje y el vocabulario usado porestgdiantes, que en algunos casos,

posiblemente refleje parte de su proceso de adgunisiiel conocimiento.

Este subdominio podra ser detectado habitualmeatdodna simultanea con los

relativos al MK, ya que para detectar, por ejempjo¢ errores comete un alumno
durante la realizacion de un problema, previamehterofesor habra solucionado el

problema, o simplemente analizado paso a pasaedéuon del estudiante, para lo que
necesitara el conocimiento matematico que le parimicer esta resolucion. En otro
caso, también frecuente en el proceso de docdaateccion de ejemplos, entendemos
que aparte de saber qué matematicas estan invdiscren aquello que se quiere
ejemplificar, implica detectar qué se necesita auoar, usualmente para remarcar un
aspecto del contenido matematico, para que elloctgor, el alumno, adquiera una

mayor destreza o comprension de aquello que etgoopretende que aprenda.
¢, Para qué sirve este conocimiento?

Este conocimiento, ademas de lo anteriormente itlesen relacion con la mejora de la
comunicacién en el aula, entendemos que permitgraiesor adquirir una mayor
consciencia del contexto en el que se desarroltbbseancia, y por tanto, pueda abordar
la tematica de una forma mas personalizada, yamio.tajustada a las necesidades de
su interlocutor, en funcidn del contexto en que aumnos se sitien como aprendices
de los elementos matematicos seleccionados. Es, deciprofesor que conozca o
prevea como sus alumnos van a desarrollar su @ativen relacion al concepto
abordado (en todas las dimensiones anteriormestide), podra preparar las clases
consciente de esto, intentando adaptar aquelloggieza transmitir a la manera mas
adecuada para conseguir una buena transmision.ishsanconocer las caracteristicas
del pensamiento de sus estudiantes dara al prafaadiamiliaridad con los procesos de

aprendizaje que le permitirdn comprender situaci@oatingentes con mayor soltura.

Conocimiento de la Ensefianza de las Mateméaticas (RM

Este subdominio parece solaparse, en un princguio,el modelo general, ya que la
especializacion del conocimiento del profesor déematicas radica en que su labor es

ensefiar matematicas, y por tanto, este subdomaner@ que podria englobar todo el
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modelo. Sin embargo, si pensamos desde el pumtistdede la comunicacion, la idea
gue fundamenta este subdominio es remarcar labdaalgs que posee el profesor para
la seleccidn y el uso de distintos canales comtinas asi como la conciencia de cOmo
y cuando usarlos. Dichos canales pueden variamtualeza enormemente, pudiendo
ser, por ejemplo, las distintas estrategias, al meeceptual o metodoldgico, que un
profesor conozca o tenga a su disposicion parbataje de cada concepto. ElI motivo
de la eleccion de una estrategia u otra puede sebyen otros subdominios, por
ejemplo en el KFLM, si elige en funcidén de su a@deodn para el grupo de estudiantes
al que imparte clase, o en el KSM, si cree queadadirategia induce una estructuracion
de las matematicas que cree la mas adecuada @Paplej explicar antes derivada que
integral o viceversa). Asi, aparte de las estrategue pudiera conocer el profesor,
también existen elementos externos a la propidaae| profesor per se, como son los
distintos recursos y materiales que se pueden pesar fomentar la construccién o
facilitar la comprension de algin concepto. En eatapo, la geometria posee muchos
recursos distintos, con potencialidades distingagiis el concepto que se desee tratar.
Asi, no solo se trata de conocer el recurso y sgierse relaciona con algun contenido
concreto, sino también cédmo usarlo, en qué topiensiona mejor y por qué, como
pueden los estudiantes usarlo o conocer las limartas del recurso, son algunas de las
posibles dimensiones que un profesor podria y éeloenocer para poder afirmar que
posee un buen conocimiento del recurso. Asimisthejemco de diferentes tipos de
verbalizacion de posible eleccibn en su docencrabiégn forma parte de este
subdominio. Finalmente, el conocimiento de las agueh la ensefianza es un tema de
reciente abordaje (Sosa, 2010), pero creemos quiandicacion del profesor de como
interactuar con sus alumnos, asi como saber coogaag sus estudiantes en su trabajo
con un contenido concreto o saber cuando hacetleagdo no, responde a un tipo de
conocimiento intimamente ligado con la labor delesde de matematicas que debe ser

considerado en este subdominio.
¢, Para qué sirve este conocimiento?

En la linea de lo anteriormente descrito, entendenue poseer mas variedad de
recursos, estrategias, o tipos de ayudas dispeng@amitira al profesor responder de
una forma adecuada y 6ptima en funcion de los regisntos de la situacion. De esta
manera, un profesor novel, por ejemplo, dispondea uthas estrategias basadas

probablemente en su formacion académica, mientrasug profesor con una dilatada
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experiencia habra desarrollado estrategias masiex@ su tendencia didactica, asi
como segun su forma de entender como se fomentmadorma mas adecuada el

aprendizaje de las matematicas.

Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje Mad&oos (KMLS)

Este subdominio contempla aquellos conocimientas ppsee el profesor sobre los
condicionantes que influyen en su ensefianza dmdésmaticas cuya fuente no es su
propia construccion de conocimiento. Entendemosocestandar de aprendizaje un
indicador, externo al profesor, que indica el nidel conocimiento matematico (en
cantidad y profundidad), que debe poseer un aluennan determinado momento de su
escolarizacion. Entendemos tres grandes categariaste subdominio: el conocimiento
de los contenidos ensefiables en un curso deteromiehadonocimiento del grado de
desarrollo conceptual esperable en un alumno encuso determinado, y el
conocimiento de la organizacion y secuenciacionlade contenidos de un curso.
Hacemos referencia en todo momento al curso, aubigmepodria tenerse una vision
méas amplia y hablar de etapa educativa, ciclo etaca incluso a lo largo de toda la
escolarizacion obligatoria. Asi, el mas claro ejemge estos condicionantes es el
propio curriculo nacional del pais, que el profesmmocé”. Este subdominio supone
una extension en contenido del conocimiento cuarcde Shulman (1986), y de Ball,
et al. (2008), ya que el foco de edfoss exclusivamente el curriculo afirmando que

dicho conocimiento curricular esta:

“representado por la totalidad de programas diseffagara la ensefianza de
asignaturas y topicos concretos en un nivel deteadn, la variedad de materiales
instruccionales disponibles en relacidon a dichasgmaaturas y topicos, y el
conjunto de caracteristicas que sirven como indmaes y contraindicaciones
para el uso de un curriculum especial o un matedaterminado en unas

circunstancias concretagShulman 1987, p. 10).

Asi, este subdominio aporta la ampliacion del fdebpropio subdominio, ampliando
las consideraciones que permite, de tipo exclusvaencurricular, a consideraciones

sobre lo esperable en el conocimiento de un altennm cierto momento.

% O al menos debe conocer.
% Se hace referencia exclusivamente a Shulman, gaetjmodelo MKT no afiade contenido a este
subdominio mas alla de incluirlo en el PCK.
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¢, Qué permite este conocimiento?

Este es el conocimiento usado para decidir la aabé@u, por ejemplo, de un recurso o
grado de complejidad de un concepto, a un deteduigarso escolar, en funcion del
grado de desarrollo esperable en los conocimientbabilidades esperados en los
alumnos, de lo que los documentos curriculareseoopiian, o de la conveniencia o no

de su abordaje en la secuencia organizativa deinso.c

Las concepciones

En el modelo propuesto se abordan las concepciofesscreencias del profesor como
constructos cognitivos del profesor que tienent@ignpacto en su actividad docente,
en cuanto a que permean el conocimiento. Asi, poddrablar tanto de concepciones
sobre la matematica (Carrillo, 1997; Contreras )96f&encias sobre la ensefanza y
aprendizaje de la misma (Carrillo, 1997; Contrer@88), o incluso de concepciones
sobre los propios conceptos matematicos, como @amr el trabajo de Sierpinska
(1987) sobre las como diferentes concepciones acget infinito influyen en las
concepciones acerca del limite. Asi, usaremos e@letnode categorias propuesto en
Carrillo y Contreras (1995) para dar una descripadperficial de las concepciones y
creencias del profesor objeto del estudio de casmodo de contextualizacion del
mismo como docente, y reflexiones emergentes @dlajp de Sierpinska para las
concepciones sobre el infinito. En este trabam clancepciones sobre la matematica y
su ensefianza y aprendizaje seran un elemento guygenuita obtener una imagen mas
completa del profesor, en términos de aumentagnaibilidad del investigador sobre el
investigado. No es, por tanto, parte de este estyofundizar en las concepciones
como parte del MTSK. Aunque consideramos dichaalithe investigacion sumamente
interesante y un campo fértil, no haremos una paacion en esta componente del
MTSK.
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El infinito, revision tedrica

Esta seccion del marco tedrico estara dedicadastran@lgunos de los elementos que
consideramos mas relevantes de cara a la compnetsionfinito como concepto, que
nos han permitido desarrollar la sensibilidad tsbtsada en el analisis y discusion de
los resultados. Comenzaremos por profundizar ediskincion clasica entre los dos
tipos fundamentales de comprension del infinitocéemprension de tipo potencial,
ligada al proceso infinito, y la comprension detgctual, ligada a la consideracion del
infinito como propiedad. Esa distincion, y el prezehistérico que ha conducido a la
misma se ve reflejada en el siguiente punto quiesarrollara, en el que haremos una
aproximacion didactico historica a las considenaes establecidas por el hombre
acerca del concepto, integrando el desarrollo Mistédel concepto con las
investigaciones de los Ultimos cuarenta afios adgdran aspectos cognitivos sobre el
infinito. A continuacion, profundizaremos en lostearedentes en investigacion en
didactica acerca del infinito, con un foco profureoel conocimiento del profesor del
infinito, que nos permiten mostrar, en gran medidajovedoso de esta investigacion.
Finalizaremos con un recorrido a lo largo del auld espafiol, concretado en las etapas
de Secundaria y Bachillerato por curso, en posldatificar aquellos conceptos en los

gue pueden emerger consideraciones ligadas aitnfin

Infinito actual y potencial

Antes de hacer la aproximacion historica que cresemgcesaria para esta seccion,
comentaremos las dos formas mas extendidas deccaayrdel infinito que se han
detectado y estudiado. El infinito, y especialmdageprocesos que desembocan en la

consideracion de la infinitud de un conjunto, pueblservarse desde dos perspectivas:

La perspectiva procesual (infinito potencial): lpgigneras aproximaciones al infinito se
hacen en la escuela primaria, en la generacionidesrms consecutivos, donde dado
cualquier nimero existe otro mayor. Sin embargda gsopiedad global no es
visualizada directamente, sino que el aprendiz fiadiando numeros hasta ser
consciente de que dicho proceso no acaba. Dengarara ocurre con las sucesiones en
secundaria, que suponen una generalizacion del aatrior. Al pensar en una
sucesion, el alumno puede considerar que va “afidali@imeros”. Esta perspectiva

esta ligada a una vision del infinito ligada alpooproceso que implica la existencia
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del infinito. Lakoff y Nufiez (2000) establecen wetuencia de conceptualizacién de
procesos infinitos, denominada Metafora Basicalaii@hito, MBI (Lakoff & Nufiez,
2000, p.158), en la que estudian el desarrollo ¢éetmple la cognicion sobre el infinito.
En el caso procesual, o en su terminologia, easa de los procesos continuados como
procesos iterativos, el alumno no solo no lleganaginar el proceso como unién de
todos sus pasos, sino simplemente cada paso ynha fidle generar el siguiente. Asi, la
concepcion resultante del infinito es la que elitdaatura de investigacion se denomina
“potencial”’, nomenclatura proveniente de los trabajle Aristoteles en torno a las
paradojas de Zenon de Elea. Belmonte (2009) haceesuimen de los principales
aspectos que caracterizaron el pensamiento griegdamentalmente en base a las
reflexiones de Aristételes y Platon, en término$ a@@mento mediante suma y la

disminucion mediante division:

Aumento (mediante sumas) Disminucion (mediante digion)
- Siempre queda algo fuera - Siempre queda algo dentro
- No existe el mas grande - No existe el mas pequefio (para

- La linea puede construirsenagnitudes).
indefinidamente pero no existe la lineaNo existe la parte mas pequefa de la
infinita linea, puede dividirse indefinidamente.

- No existe el nUmero mas grande

Figura 4: Aspectos del pensamiento griego sobirdipito (Belmonte (2009), p.8)

Esta concepcidn potencialista del infinito no puattidbuirse exclusivamente a la época
griega, sino que estuvo muy vigente hasta los jwabde Bolzano (1951) sobre las
Paradojas del infinito Este tipo de concepciones potencialistas siggente en el
pensamiento de multiples estudiantes y maestrgsRea-Fuentes 2013, Arnon, Weller
& Dubinsky, 2013, Sierpinska 1987). En cuanto a tegistros verbales, existen
estudios que afirman que el uso de verbos deitiperfectivd’ (Belmonte, 2009), o
formas en gerundio, muestran una cognicion detgsieal centrarse dichos verbos en

las caracteristicas procesuales de las acciones.

La perspectiva global o en acto (infinito actublita forma mas refinada de pensar en el
infinito deriva de la consideracion del proceso ptato sin considerar la iteratividad

37 Que designan acciones o procesos que no requieeeculminacion para que la accién o proceso tenga
lugar, siendo estos procesos habitualmente corgtigim iterativos, e.g. andar, leer, seguir, cominu
(Montes, 2011).
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del mismo, sino en su totalidad. Desde una perispeajada al &mbito escolar, la MBI
de Lakoff y Nufiez determina que dicha conceptuailiraactual equivale a considerar
el “dltimo” elemento de un proceso como parte ydpio del mismo. Esta perspectiva
requiere pensar en el infinito como una propiedadud conjunto, requiriendo esta
forma de entender el infinitabandonar los procesos constructivos de los cotgan
[...] concibiendo los conjuntos como un todo, sinesetad de pensar en cada elemento
por separado”(Moreno & Waldegg, 1991, p. 214-215), siendo Botzal primero en
formalizar una propuesta (que la comunidad matea&tsi al completo acepto), en la
que la perspectiva actual del infinito fuera eldoEormalmente, la teoria matematica
gue sustenta una consideracién actual del infinéne dada por los trabajos de Cantor,
en los que estudid el cardinal de los conjuntosy Yromparacion, para determinar el
“tamafo” de los infinitos, estableciendo la teat@&alos nameros transfinitos (Cantor,
1895, 1915; estudiada desde una perspectiva diddamti Penalva, 1996). Asi, entender
el infinito de esta forma actual requiere una visimducho mas global del proceso
infinito, entendiendo dicho proceso como una fodealescribir todos los elementos de
un conjunto, pasando entonces a considerar sinedid#id y, por ejemplo, en el caso de
las sucesiones, en vez de pensar en el limiteapenslos puntos de acumulacion del
conjunto, de manera que al considerar la clauslrmigmo, incluiriamos el limite en el
conjunto, en vez de la postura potencialista deatiercandose a’. En cuanto a los
registros verbales, en este caso es habitual eleiserbos de tipperfectivd® (Lakoff

& Nufiez, 2000), que suelen conllevar la finalizadi®l proceso, sea esto posible o no.

Breve aproximacion didactico-histérica a la reflexbn sobre el infinito

El infinito ha sido estudiado y pensado por la huoitk@ad desde la antigua Grecia hasta
nuestros dias. El apartado anterior muestra unee beaplicacion de los términos
“actual” y “potencial’, ampliamente reconocidos plar comunidad didactica. Sin
embargo, para comprender el desafio que ha suppestodiferentes pensadores el
concepto, creemos necesario hacer una breve ammoi¥imhistdrica a la nocion de
infinito, ampliando la anteriormente realizada eontés (2011), ya que entendemos
que esta revision historica aportdeh reflejo del pensamiento incipiente de cualquier

individuo en mas de dos mil afnos de creacion deidess actuales sobre este

% Que designan acciones o procesos que requiermzatcsu culminacién para tener sentido como tales,
e.g. saltar, disparar, concluir, terminar, llegdarir, cerrar (Montes, 2011).
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concepto”(Belmonte 2009, p3). Asi, en este apartado haremos un recorriddado

de la historia identificando los diferentes punttesve del desarrollo de la nocién de
infinito, comparandolas con las investigacionesirdile cognitiva que nos permitan
identificar dicha evolucion en el pensamiento humadotando de ejemplos los

diferentes patrones cognitivos.

La evolucién de la forma de entender el conceptanfirito ha sido estudiada por
diferentes autores, y en particular Moreno y WaldétP91) desarrollan un estudio
historico-critico, asumiendo que esta perspectiveedp aportar elementos a la
construccion de conocimiento. Estos autores seratergn los puntos clave de la
construccion del significado del constructo matéeoatinfinito”, asi como Belmonte

(2009), que asume que una perspectiva genéticaldasa la historia puede darnos
informacion sobre el pensamiento de los estudiasiggiendo los principios de Pdlya.
Los puntos inicial y final que ellos establecen sbpensamiento griego y Cantor. En
este apartado abarcaremos de forma resumida eapasgetrecogiendo como el
pensamiento humano se desarrolld6 desde la asatideidinfinito a lo desconocido

hasta una consideracion actual, pasando por ardasepotencialistas, y las

consideraciones con implicaciones sociales quécgdn sobre el infinito a lo largo de

ciertos periodos historicos.

En la Grecia clasica, desde una perspectiva litigajda palabra infinito se definia
como apeiron El significado de esta palabra era el contraritinaitado”, contrario
hasta el punto de ser un vocablo usado de formargiya, referida a la falta de
definicion y orden en un ente:

“Apeiron era una palabra negativa y a menudo petiwea El caos original del cual se
form6 el mundo fue apeiron. Una linea arbitrariardiola era apeiron. Un pafiuelo
sucio arrugado era apeiron. Asi que apeiron no igaba Unicamente infinitamente
largo, sino también totalmente desordenado, irdminte complejo, sujeto a ninguna
determinacion finita.[...] En palabras de Aristoteleq,...] siendo infinito una
privacion, no una perfeccion(Rucker, 1995, citado en Roa-Fuentes, 2013, p.3)

Esta concepcion del infinito, ligada a la indefiéic del mismo, ha sido estudiada por
multiples investigadores, determinando lo que Belimqy Sierra (2010) definen como

modelo intuitivo indefinido secundario, caractedi@aapor asociar la naturaleza del

% para un analisis profundo de la evolucién histddel infinito, consultar esta publicacion, pp.7.-3
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infinito a la indefinicién, habitualmente preseme respuestas de estudiantes del tipo
“los niumeros no acaban, porque son infinitos o p@roqno sabemos cuantos hay”
(Belmonte & Sierra, 2010). Esto es acorde al aisaijise se hace de la interpretacion de
Anaximandro, que entiende el infinito como incogriole o insondable.
Méas tarde llegé Aristételes, cuyas reflexiones eolal infinito dominaron y
condicionaron el pensamiento humano sobre el tofidurante siglos. Aristételes esta
de acuerdo con la perspectiva anterior, asociamdimitado a lo incognoscible, pero
atribuye al infinito la naturalezmagotablede conjuntos de objetos, suponiendo esto
una primera aproximacion a una definicién del cptele infinito. Aristoteles afirma:
El infinito no es aquello fuera de lo cual no hasda, sino aquello fuera de lo cual
siempre hay algoAsi, el conjunto de los niumeros naturales esitofiporque no se
puede completar la enumeracidde sus elementos; se trata denfimito potencia) un
infinito en potencia y no en acto, un infinito gne existe en la realidad, pero que
podria existir si el tiempo no transcurriera (Bett&2009, p.3). Esta mirada al infinito
esta directamente ligada a la vision potencialndisimo, siendo para este pensador el
infinito un proceso sin final o una mirada sobrejle se va afiadiendo al conjunto. Otra
implicacion de esta forma de pensamiento es el &odcotado-finito/no acotado-
infinito” (Belmonte & Sierra, 2010), derivado densiderar la infinitud asociada a “no
saber cuando acaba”, dotando de consideraciora faitntervalos acotados [0,1) e
infinita a los no acotados, [&), siendo imposible establecer su compardéion
Aristételes considera, de igual modo, que el perea@m humano sobre el infinito se
asienta sobre cinco aspectos:

- En el tiempo, pues es infinito.

- En la divisibn de magnitudes, pues los matematieosbién hacen uso del

infinito.
- Si hay generacion y destruccion incesante es sdique aquello desde lo cual

las cosas llegan a ser es infinito.

** De hecho, se define ‘conjunto numerable' como aguelposee un subconjunto que puede ponerse en
correspondencia biyectiva con el conjunto de lomends naturales. De esta definicion se deriva el
Teorema de Cantor Un conjunto que contiene a un subconjunto nunter@hfinito) es necesariamente
infinito.

Cabe destacar que Cantor asocia numerable a ipfasf el conjunto {1,2}, no seria numerable bajo |
terminologia de Cantor, sino finito. Este teorejuato a los axiomas de la teoria de conjuntosahes
afirmar que el infinito de tipo numerable es el MpExjuefio’ de los infinitos posibles, cuyo cardsel
denomina Aleph-0, siendo el primero de los nimeérassfinitos, en los que abundaremos en una nota
posterior.

* Debido a la diferente naturaleza atribuida a losmois.
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- Porque lo infinito encuentra siempre su limite égoade manera que si una
cosa esta siempre necesariamente limitada por @néonces no podra haber
limites udltimos.

- Porque al no encontrar nunca término en nuestrcspamento, se piensa que no
s6lo el numero es infinito, sino que también lo EEmagnitudes matematicas
y lo que esta fuera del cielo.

(Belmonte 2009, p.6)

Asi, siendo coherente con los principios Aristotidi Euclides formula su quinto
postulado en suslementossiendo la siguiente una de sus reformulaciones:

Son rectas paralelas las que, estando en el midamoy siendo prolongadas
indefinidamente en ambos sentidos, no se encuentrara otra en ninguno de ellos
(definicion 23, libro 1)

Euclides evita la palabra “infinito”, conscientertesnparece, para evitar el actualismo
qgue derivaria de usarla. Seguimos en un procestegacion del infinito actual que
duraria hasta el siglo XVIIl. En general, en la €aeclasica, el vocablo infinito tenia,
siguiendo a Moreno y Waldegg (1991), tres usos: €ommmbre, ligado a aspectos
mitoldégicos, teoldgicos o metafisicos; como adjgtivescribiendo lo absoluto, el
Universo, el Ser, el espacio o el tiempo, habitealt® usado para negar su existencia; y
como adverbio, usado para dar sentido a accionesgmfasis en la accion, el proceso,
dando lugar a la concepcion potencial del infiit®12).

Esta perspectiva aristotélica de la época claseac@responde con una forma
evolucionada del modelo de indefinicion anteriorteasitado, en este caso el indefinido
primario (Belmonte & Sierra, 2010), en el que laeocaia de finitud implica la
imposibilidad de realizar calculos y consideracgmebre el objeto en cuestion. En
general, se niega la posibilidad de hacer congsidmsres finitistas sobre objetos
infinitos por ser de diferente naturaleza, pero s hace esfuerzo en plantear
consideraciones infinitistas.

Ya en la edad media, con el auge de la religidlogambitos cultos, el infinito volvié a
asociarse a aspectos negatilegando Boecio a hablar de lo ilimitado como urieen
maligno, no sostenido por principio alguno, huidigempre a cualquier definicion
(Belmonte 2009, p.8), pese a considerarse en aspdbsofico-religiosos y
metafisicos a Dios como el Unico poseedor de lactaristica actual del infinito. Sin
embargo algunos autores esbozaron argumentos queerig@n una comprension actual,

como ibn-Qurra, que afirma que “hay un numero itdin sin llegar a definir dicho
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namero, pero llegando a establecer la equipotemti@ pares e impares. Dicho trabajo
no tuvo un fin fructifero, ya que consider6 queihat) doble de naturales que de pares,
negando la posibilidad de poner en tela de juidigrencipio euclidiano base del
razonamiento holistico “el todo es mayor que sutepa

Posteriormente llegé Galileo, el pensador renaseEntque ya hace consideraciones de
indole actual de forma explicita, en contraposicdtas ideas euclidianas, al hacer
corresponder a un segmento otro de mayor tamafioosgrando la correspondencia
biunivoca entre ellos. Esta construccion entrabeoaiflicto con el principio euclidiano
anteriormente citado. De igual manera, enunciateespondencia entre naturales y sus
cuadrados, llegando a la conclusion de que elifafito es susceptible de comparacion,
y por tanto no se le puede dotar de una aritmééinael sentido finitista). La postura
contraria a esta era bastante aceptada en agugotieeflejando un modelo intuitivo
denominado infinito-infinito por Fischbein, et ql1979), o de aplanamiento (Falk,
1994), caracterizado por la equivalencia de to@as clantidades infinitas, pero ya
aceptando la infinitud de las mismas. Este modeleesreflejado en respuestas del tipo
“son iguales, porque como ambos son infinit@”comparar dos elementos con dicha
caracteristica. Posteriormente, Descartes regresanaa perspectiva mas clasica,
diferenciando entre infinito e indefinido, siend@® el Unico ente infinito (y siéndolo
de una forma actual), y correspondiendo la indefini a las‘cosas a las que carecen
por todas partes de fin y de limites”

Posteriormente, con la llegada de la mateméaticaecmagl surgen multitud de autores,
como Cauchy, Newton y Leibniz, Dedekind, Wallis|#mo y Cantor entre otros, que
ya abordan el infinito de forma explicita, consateto el infinito per se, convirtiéndolo
en un elemento de reflexion, y desposeyéndolo pototfinalmente del caracter
negativo deapeiron siendo algo sobre lo que aun necesitando conssei podia
nombrar y apreciar.

Fueron principalmente Leibniz y Newton los que dnon una de las mayores
aportaciones a la matematica clasica, el calcdératicial, cuya esencia radicaba en la
no consideracion del infinito, que desembocaba ercalculo practico, aunque no
exento de paradojas, ya que garantizaban la egiatde lo infinitamente grande y lo
infinitamente pequefio (infinitesimales) en acto, pgr tanto convertian a los

infinitesimales en elementos no sujetos al asi m@medo principio de Arquimedes o
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propiedad arquimediaffa ya que el producto de un ndmero “finito” por un
infinitesimal sigue produciendo un infinitesifffal La no consciencia de que estos
infinitésimos no siguen el principio de ArquimedkEsiva en una concepcion sobre el
infinito reflejada en el “modelo de divergencia’gBionte y Sierra, 2010), en el que es
habitual que los alumnos consideren que la sumzadidades finitas da un resultado
infinito. Sin embargo, obviar la naturaleza delriiib que subyacia a estos principios
permiti6 un considerable avance en el desarrolloladenatematica formal. Como
anécdota es interesante considerar la competica@mqyida por la Academia de Berlin
con el fin de aclarar la naturaleza del infinitanmconcepto, resultando vencedor una
defensa en pos del regreso al infinito aristotélicente a una que promovia el infinito
actual, apoyada por Leibniz.

Dando ahora un salto temporal amplio, pasamos gib SXIX, donde Cauchy y
Weierstrass obviaron los infinitesimales y propumigoensar en términos de relaciones
entre cantidades pequefias aunque finitas, que qu@ente podrian hacerse tan
pequefias como se deseara. Esto lleva a argumategmssantes, como que un poligono
nunca sera un circulo (en agtpero un poligono puede estar tan cerca como hesee
del circulo. Esta afirmacién refleja en realidad wemplificacion de la definicion de
limite propuesta por Cauchy, habitualmente utilizamhra formalizar la nocién de

limite.

* El principio de Arquimedes, o propiedad arquimedide las estructuras algebraicas, afirma que dos
elementos no nulos son siempre comparables, nagsigtfinitesimal ninguno respecto del otro. Un
ejemplo habitual es en el contexto de los nimerales: Sy es un nimero real arbitrarioxy0 entonces
existe un entero positivotal quenx>y.
Desde una perspectiva Euclidiana, se propone slesitp resultado en el libro 10 de dtigmentos
Dadas dos magnitudes no iguales, si de una de eflaistraida una cantidad mayor que su mitad, y de
lo que resta se sustrae una cantidad mayor queidny se repite este proceso de forma continuada,
quedara una magnitud que serd menor que las dédatz, 2004, p.59). Este resultado (dependiente de
definiciones previas) da lugar al método de exhaasc
* Bajo los principios del andlisis estandar, se djee una funcién es un infinitésimo en un puntelsi
limite de dicha funcion cuando tiende al puntoce®. Asi, los infinitésimos poseen tres propiedade

- El conjunto de los infinitésimos es cerrado@&suma.

- El conjunto de los infinitésimos es cerrado kpreducto.

- El conjunto de los infinitésimos es cerrado kepreducto por funciones acotadas (que incluyen

constantes).
Notese que los infinitésimos no estan sujetosmdpiedad arquimediana de las estructuras algetsraic
ya que al multiplicar un infinitésimo por cualqui@imero natural, el resultado es equivalente algno.
En el analisis no estandar (Robinson, 1966), sdgudefinir los infinitésimos como nimeros, defosd
como numeros tales que, para todo nimero enteiitubkel inverso de dicho numero es mayor que el
infinitésimo. Dado que la aproximacion que se usaSecundaria y Bachillerato es la estandar, no
consideramos necesario ampliar en dicho constraectdviamolo (2009), puede encontrarse una revisién
mas a fondo acerca de los infinitésimos, desde supbi@pectivas.
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Finalmente, Bolzano, en su publicacidmas paradojas del infinito(1851), propuso
considerar el infinito como un atributo o propiedde una coleccidn o conjunto,
eliminando su uso adverbial. Por tanto se pasaatihde “el infinito” a “conjuntos
infinitos”. Sin embargo, sigue aceptando el axiateaEuclides, de forma que pese a
considerar cierta la biyeccion entre [0,5] y [0,1#pumentaba que ambos conjuntos no
eran equinumerables, afirmando que la relaciénegado condicionaba dicha
equinumerabilidad (Moreno & Waldegg, 1991, p. 215y gran aportaciéon fue
considerar las relaciones biyectivas entre congini® diferentes tamafos, pese a sus
conclusiones que no llegaron a excluir las relasoparte-todo como criterio de
comparacion (o equipotenéfh El trabajo de Bolzano fue completamente refinpdo
Cantor, y su teoria de los nimeros transfififtosuya intencién era considerar los
conjuntos infinitos como instrumento para analighrdominio de funciones que
pudieran ser representadas, llegando a definiomjunto derivado de otro como el
conjunto de puntos de acumulacion (Moreno & Waldd@91; Penalva, 1996; Jahnke,
2001). La aportacion de Cantor resulté en la phdéad de comparar un conjunto con
algun subconjunto propio (Cantor 1877, citado errédvio & Waldegg 1991, p. 217),
definiendo dos tipos de conjuntos infinitos, losneuables (aquellos equipotentes a los
naturales), y los no numerables. De su considerasidrgen vinculos entre la
continuidad y la no numerabilidad. Finalmente, Gaodia llegar a afirmar que se
podia introducir un infinitopropio, perfectamente determinado, y actual por ende,

resultante de la consideracion del cardinal dedrguntos. Respecto a lo infinitamente

“4 Se dice que dos conjuntos son coordinables o ewguifes si existe una biyeccién entre ellos. Balzan
definia una 'multitud infinita’ como aquella degiae cualquier 'multitud finita' podia ser subcotjuen
un sentido cardinal (Moreno y Waldegg, 1991). Elgiw Bolzano consideraba que habia dos posibles
criterios de comparacion entre conjuntos para aebar su infinitud:

- La correspondencia uno a uno (biyeccidn)

- Ser uno parte de otro.
El énfasis en la correspondencia uno a uno de Bolequiere hallar la biyeccion entre ambos coofsint
hecho habitualmente no trivial.
%5 Los numeros transfinitos, o nimeros 'Aleph’, repngan el cardinal de los conjuntos infinitos.
Anteriormente mostramos la definicion de Aleph-Gnooel cardinal de los naturales. Cantor (1932)
propuso el siguiente resultado, que permite retei@l cardinal del conjunto de los niUmeros nagsral
con el de los reales:
Hipotesis del Continua El cardinal del conjunto de los niimeros realea“4&"-°. Si unimos esto a los
axiomas de Zermelo-Fraenkel junto al axioma decédec(ZFC), se puede determinar que Aleph-1 es el
cardinal de los nimeros reales (Godel en 1940 haod&6, y Cohen en 1963 demostré la independencia
del resultado de ZFC).
Este resultado, y los que de él se derivan, supgrarmucho este estudio, pero entendemos necesario
explicitar que estamos familiarizados con el mish@gho que nos permitio afrontar las entrevistaseto
profesor con garantias de conocer los elementognndéicos envueltos en la discusion. Puede
encontrarse una revision histdrica y matematicapteta en Penalva (1996). Asimismo, Penalva (1998)
establece consideraciones propias de la concersogin de diferentes sujetos acerca de los numeros
transfinitos usando mapas conceptuales como hamsannetodoldgica.
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pequefio, Cantor llega a afirmar que “desde el pdetwista del analisis puramente
aritmético, no hay magnitudes infinitamente peqee8mo magnitudes variables que
devienen en pequeias” (citado en Belmonte, 20092).El objetivo final de Cantor
era demostrar la asi llamada hipétesis del contipasada en que un conjunto podia ser
numerable o bien equipotente a R. Estas propuestassideradas actualmente la
formalizacién precisa de la nocion de infinito,fneron plenamente aceptadas; algunos
matematicos como Kronecker atribuian a Cantor sasgdbuibles a lo maligno o
satanico.

Asi, desde las primeras consideraciones relatitagpeairon hasta los esfuerzos
analiticos de Cantor, y posteriores refinamientashumanidad ha pensado en el
infinito, aceptandolo o rechazandolo, tanto al prapfinito como a las consideraciones
innovadoras sobre él. Estas actitudes, tanto ladsecas al desarrollo conceptual,
como las derivadas de aspectos relativos al anaiticudinal, hacia el infinito y al
desarrollo en su conceptualizacion, entendemos mueden ser de interesante

consideracion a la hora de comprender al profesor.

Antecedentes en la investigacion en didactica

En el ambito de los estudios en el campo de dikae la matematica relativo al
infinito, pueden encontrarse multiples referenciae.especial relevancia nos parece la

clasificaciéon hecha por Penalva (1996), que dieidéres grupos las contribuciones:

1. Investigaciones de corte psicodidactico, endas se pretende estudiar la
comprension del concepto de infinito.

2. Investigaciones relativas a aspectos comuniogfivfocalizando en los
obstaculos didacticos generados a través de loxgmus de ensefianza debido al

lenguaje, la forma de presentacion, o la secuem@made contenidos.

3. Investigaciones relativas al aprendizaje de woatgs infinitos, detectando

errores y dificultades, especialmente relacionacims el infinito actual.
(Penalva, 1996, p.36)

En este estudio entendemos la necesidad de analialasificacion de Penalva,

incluyendo una cuarta categoria:
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4. Investigaciones relativas a la enseflanza detemo de infinito y el
conocimiento profesional que sustenta dicha enzefi&il foco en estas investigaciones
no son los estudiantes que reciben la ensefanmalasnpropios profesores que la
imparten, especialmente el conocimiento que pongueygo. Esta categoria difiere de
la segunda en la naturaleza del foco, siendo dgcdr®cimiento, mas que aspectos

derivados de la comunicacion.

Tanto en el trabajo desarrollado por Penalva (199600 en el de Belmonte (2009), asi
como en D’Amore (1997), se recogen amplias revesobpibliograficas acerca de las
diferentes investigaciones acerca del infinitoafx@das en los tres primeros aspectos,
centrandose eminentemente la primera autora eeldtvo al tema de su disertacion,
los nimeros transfinitos, haciendo el segundo corrielo muy amplio sobre diferentes
estudios de diversa indole acerca del aprendizejelgsarrollo de la nocion de infinito,
y consistiendo el tercero en una revision biblifiged propiamente dicha mas
relacionada con el andlisis matematico en genésil.pues, entendemos que no es
necesario en este documento escribir una nuevsige\bibliografica, aunque si hacer
que el lector sea consciente de haberla realizBdo.tanto, el punto en el que si
abordaremos una revision de la literatura de imyastbn previa sera el cuarto,
relacionado con las investigaciones relativasentefianza del concepto de infinito y el

conocimiento profesional que las sustenta

Conocimiento profesional del infinito. Estado delta

Para abordar este punto, seguimos un proceso d@&orevde actas de congresos
internacionales (PME, PME-NA, CERME, ICME, RELMEIBEM,...), busqueda en
revistas indexadas en JCR, y repositorios de tExitorales, buscando toda referencia
que contuviera la palabra clave "infinito", y cut@matica tuviera relacion con el
profesorado. Ademas, la revision de literaturatinedaa aspectos cognitivos del infinito
brind6 también algunas referencias interesanteser8bargo, podemos concluir que las
investigaciones sobre el conocimiento de los povéss acerca del infinito no son
especialmente abundantes, y mucho menos las qe&demn a los profesores como
enseflantes y no como meros aprendices en los gpeesgpone un conocimiento

mayor.

Asi, encontramos publicaciones en las que se cemasid los profesores como

potenciales conocedores del infinito, y en basdchodconocimiento, se hace una

59



Marco Tedrico

reflexion sobre sus percepciones acerca del comemiondel infinito y su naturaleza
(Kattou, Michael, Kontoyianni, Christou & Philippp@009). La dualidad discutida en
este estudio es la anteriormente analizada en M&ige historica acerca de la
potencialidad o actualidad del infinito, en la qaeiravés de algunas preguntas se
abordan los errores conceptuales derivados dedmyasiel infinito un proceso o un
objeto, contextualizada la discusion en la compénage cardinales de conjuntos, y en
la discusién de la igualdad 0.999...=1. Asi, coingiden Singer y Voica (2003) en que

Los profesores dan respuestas contradictorias ahmarar los mismos conjuntos
representados de diferentes maneras, no reconoezigud diferentes respuestas [a una
misma pregunta sobre un mismo objeto] no son abégraen matematicakéttou et
al., 2009, p. 1778)

Esta afirmacion nos da informacion de como el itdimos permite abordar contextos
para que aflore conocimiento de subdominios cuymervdo en si no es el propio
infinito, sino la Practica Matematicaque suele conllevar el trabajo con el infinito.
También concluye, en relacion con los errores quuedes, qUESI estos errores son
reproducidos durante la ensefianza, entonces losresrde los alumnos sobre el
concepto de infinito se empoderaran, tornandosed#icultades muy dificiles de
superar(Kattou, et al., 2010, p.1779), dando una reladidacta entre el conocimiento
del profesor y su efecto en los alumnos.

Encontramos también estudios en los que se propdirgmicas instruccionales
reflexionando sobre la naturaleza de la acciorpd#esor en dichas dinamicas (Tall &
Schwarzenberger, 1978). En el estudio citado, emcreto, la propuesta de los
investigadores nace de situarse a si mismos en @€ mprofesores, con lo que, aunque
no podriamos considerarla una publicacion sobreaonento del profesor, si alimenta
a dicho campo, ya que observamos como dos expentda ensefianza del infinito
disefian aproximaciones para trabajar los nimercsdies y el limite, con énfasis en
la igualdad 0.999...=1, las fracciones y los numeroacionales, los limites, las
sucesiones y las series. Encontramos en la perspedé estos dos profesores-
investigadores un amplio conocimiento de la formajee sus estudiantes aprenden de
los conflictos cognitivos que surgen a la hora 8era@ar el infinito y elementos
relacionados. Ademas, estos dos investigadoresdinten una variable muy interesante
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y a su vez poco explorada sobre el traspaso dadaguridades del profesor a sus
alumnos:

“Los profesores no ayudan en la situacifiite abordaje del conceptdi
muestran claramente que se sienten inseguros sebmgroceso del limite, y asi
traspasan sus miedos a sus alumnos. Problemas rssitieates como este conducen a
mayores dificultades posteriormente, obstaculizaadacluso bloqueando totalmente
su comprension posteriol(Tall & Schwarzenberger, 1978, p. 2)

Este tipo de estudios, en los que se proponen diadnmstruccionales y se reflexiona
sobre el papel del profesor como gestor de las agsson muy interesantes de cara a
reflexionar sobre la naturaleza del conocimiente ga profesor puede necesitar al
abordar conceptos relacionados con el infinitoleaula.

Otra linea de investigacion seguida esta ligadenaiderar a los profesores aprendices
“avanzados”, centrando el interés en el desard#lda cognicion de los profesores en
relacion a diferentes situaciones en las que ieev el infinito, con argumentos
basados en la cognicion del infinito. Asi, Yoppymughs y Lindaman (2011), abordan
la relacion 0.999...=1 con profesores de primarigezmicio, buscando las definiciones
personales de cada profesor de la validez de diglzdad, e introduciendo la nocién
de “disonancia cognitiva”, introducida por primesz por Festinger (1957), en la que
se sugiere quda incomodidad causada por inconsistencias l6gicasontradicciones
motiva a un individuo a modificar sus creenciagraarlas mas a lo que sucede en la
realidad” (Festinger 1957, citado en Yopp et al., 2011). Mosmos la utilidad de esta
nocion en el analisis, donde observaremos comooétgor sujeto del estudio de caso
se ve inmerso en un proceso de ‘disonancia coghif¥tros estudios se centran en la
construccion del conjunto de las partes de los nosneaturales (Stenger, Weller,
Arnon, Dubinsky & Vidakovic, 2005), y entre algunestudiantes, toman un profesor,
al que se establece como ejemplo de aprendiz catpmocimiento profundo y mas
razonado del proceso de construccion de las pdeidss naturales. EI marco tedrico
que usan estos autores es la teoria APOS (Astadd, €996; Arnon, et al., 2014)), en
la que, desde las primeras publicaciones, se hemohatentos por abordar nociones
relativas al analisis matematico intimamente ligadan el infinito, dando un papel
importante al profesor, disefiando esquemas teédebsprendizaje de las derivadas
(Gavilan, 2005), o abordando dificultades asociaaés igualdad 0.999...=1 (Weller,
Arnon & Dubinsky, 2009). Estas investigaciones pesmiten acceder a dos aspectos

diferentes del conocimiento del profesor. El primde estos aspectos esta enfocado a
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como el profesor disefia secuencias de ensefianadgmaentar el aprendizaje de sus
alumnos, con lo que nos permite reflexionar aceecda habilidad del profesor en el
disefio de dichas experiencias, asi como acercau dergcimiento mas 0 menos
profundo de las caracteristicas del aprendizajgudealumnos. El segundo nos permite
aproximarnos al efecto que ciertos grados de camsjine del infinito pueden tener en
posibles respuestas del profesor a preguntastasigate matematicas. Sin embargo,
como hemos afirmado anteriormente, en estas igaeshnes se considera a los
profesores como sujetos en los que se presupogenatimiento mas avanzado de la
nocién de infinito, no como profesores en el sentld sujetos que necesiten conocer el
infinito de cara a la ensefianza de conceptos ogladdbs con el mismo. No afirmamos
con esto que un profesor no necesite poseer urcicoiento profundo del infinito, sino
que, aparte de dicho conocimiento, debe conodgfieito de otra forma, esto es, como
un elemento que forma parte de la matemética essoigto a consideraciones de tipo
didactico.

Adicionalmente, existen investigaciones centradaslas alumnos y sus errores
habituales, en las que se reflexiona sobre el gpoofe su papel al discutir el infinito en
el aula, llegando a afirmar quéa mayoria de los nifios de primaria estan muy
interesados por el infinito, y disfrutan discutienél concepto, si el profesor esta
preparado para ello”’(Pehkonen, Hannula, Maijala &Soro, 2006). Esto lfes tanto

a considerar la necesidad y adecuacion de considkfiafinito en el conocimiento
profesional, que veremos en el siguiente apartedmo a los aspectos emocionales
derivados del abordaje del infinito en el aula, goneabordaremos en este trabajo, pero
que consideramos interesantes para futuras ineegiiges. Hasta este punto, no se ha
mostrado ninguna referencia en la que el foco dedies sea el profesor en si,
considerando su conocimiento diferente, en su aleza y no solo en su profundidad,
al de sus estudiantes. Sin embargo, encontramdé®lkan y Hodnik-Cade¢ (2011) la

siguiente reflexion:

“Al ser los profesores y los estudiantes univarsits (futuros profesores),
elementos clave en la formacion de conceptos métoeaen los nifios, queriamos
explorar los fundamentos de su comprension delemocde infinito. Creemos que es
importante que los profesores tengan una compransibaustiva de los conceptos que
imparten a sus alumnogKolar & Hodnik-Cadeg, 2011, p.1).
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Esta reflexion supone ampliar la perspectiva acdecgué estudiar del conocimiento
del profesor acerca del infinito. Al hablar de ex$tavidad, los autores no entran en
mayor descripcion, pero desde nuestra perspeatiteapretaremos dicha comprension
exhaustiva como no solo la relativa a lo matematsioo a todo lo que envuelve el

concepto de infinito para su ensefianza en ef%ula

Siguiendo la linea del conocimiento profesional idéhito, durante el desarrollo de
esta tesis, se publico un documento (Montes, @agilRibeiro, 2014) cuyo objetivo
implicito es dar al conocimiento que los profesgreseen del infinito la misma entidad
y profundidad que se ha dado histéricamente al @omnento que estos poseen acerca
de topicos matematicos explicitos en el curricélsi, se explicita la necesidad de
abordar el infinito desde una perspectiva mucho anggia y profunda que en multitud
de estudios realizados hasta la fecha. En otrondecto, finalmente no aceptado, se
aborda la posibilidad de analizar discusiones dterahtes maestros desde el modelo
de conocimiento profesional en el que se desaredla investigacion, dando una

caracterizacion del mismo infinito como parte delacimiento profesional:

“Proponemos caracterizar el infinito, desde la pgaestiva del conocimiento
profesional, como una entidad objeto de reflexiomeatematicas y didacticas,
personales y colectivas, construida socialmenteleambito escolar y que surge de la
consideracion de diferentes situaciones y concapeitematicos tales como el limite, la
densidad, el cardinal de un conjunto, la generadi@numeros, la generalizacion, la
periodicidad, o secuenciacion de las estacionegleafio, entre muchos otros, como

elemento comun a estos, entendidos como objetaisseééianza y aprendizaje”

Esta definicion supone un reconocimiento de la sidad de mantener una perspectiva
relativista, propia del paradigma en el que seasdgta investigacion, asi como la
necesidad de estudiar como los significados detequin no son preexistentes, sino
desarrollados en contextos sociales por cada pmfdesde su etapa de formacién
inicial hasta la de formacién permanente, pudiéadasse modificados en cualquier
momento de su vida profesional, surgiendo de logexbos matematicos que dan pie a

la construccion de estos significados.

¢ E| estudio de Kolar y Hodnik-Cadec tiene lugarEsiovenia, donde estos autores afirman que el
infinito se hace explicito a los alumnos, y potdéaiene sentido hablar de su “explicacién”. Sirbango,

en otros contextos, podemos aceptar que el inffoitma parte de lo que envuelve a otros conceptos,
por lo tanto tendrd también sentido conocerlo, pesgie no se transmita de forma explicita a los
alumnos.
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El infinito en la matematica escolar

En este trabajo estamos considerando el infinitoccel foco conceptual sobre el que
recae nuestro interés. Como elemento propio dealemética escolar, entendemos el
infinito como un interconcepto, definido por Gambokigueiras (2014) comona red
coordinada y coherente, que recoge el conjunto ade definiciones concretas que
forman la estructuraasociada al concept@p. 339). Asi, esta definicion del infinito
como red estructurada, entronca con la consideragéitro del modelo MTSK del
contenido que es conocido por el profesor comcepietla estructura matematica. Asi,
en las siguientes paginas mostraremos algunosderidmenos matematicos que dotan

de contenido a dicha red estructurada, con elaeferdel curriculo espafiol.

Ahora bien, creemos que merece la pena pregunteesegse interés legitimo? Somos
conscientes de que el infinito no es explicito emwericulo espafol, y en general,
tampoco lo es en otros paises (e.g. estandaresNMIi@TM o curriculo portugués). Para
ello vamos a hacer un recorrido a través del auoicespafnol, de Educacion
Secundaria, analizando la presencia transversalirdiglito en diferentes tépicos
matematicos, algunos de forma mas evidente y admdorma mas abstrusa. En
cualquier caso, este es un apartado cuyo foco solesel conocimiento del profesor,
sino también el de un posible alumno, ya que sialumno pudiera desarrollar
argumentos en los que estuviera o pudiera estdicadp el infinito en torno a algun
tépico, entendemos que un profesor podria o delpeei@er dichos argumentos, asi
como saber abordarlos, con lo que tendria sentdsiderar ese conocimiento como

parte de su conocimiento profesional sobre elitafin

Pasemos pues, a hacer un andlisis del curriculadenen la localizacion de los
elementos susceptibles de abordar la nocion detmfiEn este analisis curricular, nos
centraremos en el Real Decreto 161/20G®r el que se establecen las ensefianzas
minimas correspondiente a la Educacion Secundabiggd@oria, asi como al Real
Decreto 1467/2007 por el que se establece la éstaudel bachillerato y se fijan sus
ensefianzas minimas, ambos en las secciones cowlespes a la materia de

matematica®. Ambos andlisis se haran especialmente en cuatis eontenidos de

" Se eligi6 este documento curricular por ser el egtaba vigente durante la visualizacion de lasesla
del profesor y las entrevistas, pese a la posteritada en vigor de la LOMCE.

8 paginas 750 a 760 en el R.D.161/2006; 4544%18Mpara la modalidad de ciencia y tecnologia en el
R. D. 1467/2007; y 45474 a 45477 para la modaldtkadiencias sociales en el R. D. 1467/2007.
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ambas etapas, buscando posibles relaciones quadsggm hallar con el infinito, con
mayor o menor grado de profundidad en dichas wias. El analisis se desarrollara
por cada uno de los bloques de contenido, primerS8eatundaria y posteriormente de
Bachillerato, mostrando en primer lugar una tabta dos contenidos extraidos
directamente del Real Decreto correspondiente,idegle un analisis acerca de cémo
dichos contenidos pueden generar situaciones egukase involucre el infinito. Este
analisis deriva, en gran medida, de la sensibildieldautor al contemplar un contexto
matematico y ver su potencial para el abordajendigiito. Por tanto, no implica que la
revision, pese a ser exhaustiva, abarque todopdsibles contextos en que aparece,
sino una coleccidn de contenidos representativogaeée cada blogque. Cabe destacar
que para Secundaria analizamos todos los bloquepmtenido excepto el primero,
relativo a los contenidos comunes, por abordar bkigue contenidos de caracter
actitudinal, mostrandose el andlisis desarrollamobtoques de contenido, mientras que
en Bachillerato se hara por curso y modalidad. Gaam@os, pues, por el segundo de

los bloques de contenido de Secundaria, el relaties niameros:

Blogue 2: NUmeros
1°E.S.O. 2°E.S.O. 3°E.S.O. 4°E.S.O.| 4°E.S.O. Opcion B
Opcién A
Necesidad de los Uso de la NUmeros Proporcionalid| Reconocimiento de
ndmeros negativos notacién decimales y ad directa e ndmeros que no
para expresar estadgs cientifica para fracciones. inversa. pueden expresarse
y cambios. representar | Transformaciones en forma de
ndmeros de decimal a Intervalos. fraccion. Numeros
Fracciones y grandes. fraccion. Significados y irracionales.
decimales. Diferentes diferentes
significados y usos de Raices Célculo formas de Representacion de
las fracciones. cuadradas. aproximado y expresion. nameros en la recta
redondeo. real. Intervalos.
Numeros decimales| Relaciones entre Representacid
Relaciones entre fracciones, Representaciones n de ndmeros Significado y
fracciones y decimales y en la recta reales en la | diferentes formas de
decimales. tantos por numeérica recta numeérica expresar un
ciento. intervalo.
Razon y proporcion.
Identificacién y uso | Proporcionalida Interpretacion y usd
en situaciones de laj  d directa e de los nimeros
vida cotidiana de | inversa. Andlisis reales en diferentes
magnitudes de tablas. contextos eligiendo
directamente la notacién y
proporcionales. aproximacién
adecuadas en cada
caso.

Figura 5: Contenidos relacionados con el infinitaeébloque de ‘Numeros’ en Secundaria
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Vemos en la figura 5 la amplia presencia de losréiftes conjuntos numéricos en el
bloque numérico. Las fracciones, nimeros decimgles relacion son un contexto
donde habitualmente surgen preguntas relacionamalamaturaleza de dicha relacion,
como el caso de la igualdad 0.999... y 1, o la proptaraleza infinita de los decimales
de un numero periddico, asi como la idea de lasita$ fracciones equivalentes a una
dada. Asimismo, otro contenido fundamental en Saeu®, presente en este bloque, es
el de razon y proporcion, cuya relacion con elnitdi puede darse al comparar dos
cantidades directa 0 inversamente proporcionalessityarse, desde una vision
procesual, en el efecto que causaria un increnoedéeremento reiterado de una de las
magnitudes en la otra. Posteriormente, ya a pad¢ir tercer curso, vemos que
comienzan a contemplarse las representacionesrenté primero de nimeros enteros
y racionales y posteriormente reales, de diferenteseros, que llevan implicitas las
nociones de continuidad y divisibilidad indefinidke intervalos. Estos intervalos
constituyen otro nucleo a abordar durante todeglisdo ciclo de Secundaria (3° y 49),
cuya naturaleza continua, acotada o no, discrata,aentre otras, pueden dar pie a
multiples preguntas cuyo sustento esté en la camakegacion del infinito usada.
Finalmente, los procesos aproximativos explicitaoas 4° de E.S.O., en la opcién B,
pueden generar curiosidad acerca de cuanto se ppealdmar el redondeo al nimero,

reflejando una vision potencial del proceso aprexivo.

Bloque 3: Algebra
1°E.S.O. 2°E.S.O. 3°E.S.O. 4° E.S.O. Opcién A ES.0. Opcién B
Empleo de Lenguaje Analisis de Manejo de expresiones Manejo de
letras para | algebraico paral  sucesiones literales para la expresiones
simbolizar generalizar numericas. obtencién de valores literales. Uso de
nameros propiedadesy| Progresiones | concretos en formulas y igualdades notables.
desconocidos  simbolizar geométricas y | ecuaciones en diferentes
y ndmeros relaciones. aritméticas. contextos. Uso de | Resolucion gréfica y
sin concretar igualdades notables algebraica de los
Significado de Sucesiones sistemas de
las ecuaciones y recurrentes. Lag  Resolucién gréafica y ecuaciones.
de sus progresiones algebraica de los
soluciones. como sistemas de ecuaciones$. Resolucion de
sucesiones inecuaciones.
recurrentes Interpretacion
grafica.

Figura 6: Contenidos relacionados con el infinitcebloque de 'Algebra’ en Secundaria

En este bloque, la presencia de la idea de infsuitiyace a varios nucleos conceptuales,

predominando uno sobre el resto, como son las d@emagiiones relativas a ecuaciones.
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Asi, vemos en el contenido sefialado para primesoclar idea de variable, usada para
representar un conjunto, habitualmente infinito, vddores que puede tomar dicha
variable. En los siguientes cursos vemos como daactones siguen apareciendo, ya
sea en cuanto a su resolucion, significado, o septacion grafica o algebraica, en los
que la idea de variable tiene un papel omnipresgntelya interpretacion puede estar
asociada a la idea de cudl de las infinitas pasiblduciones es la que cumple las
condiciones. Estas condiciones, en la resoluci@iiogr, vienen dadas en forma de
variedades geométricas, sobre cuya naturalezaéarsbipuede discutir con el sustento
gue brinda el infinito. Una variante de las ecuaef son las inecuaciones, cuyas
soluciones son habitualmente conjufitpdinitos o infinitos. En cuanto al uso de
expresiones y de igualdades notables, podemos temcaeflexiones acerca de la
generalidad de la validez de las mismas, existiesudwyacente el significado de la

expresion ‘para todo’.

Blogue 4. Geometria
1°E.S.O. 2°E.S.O. 3°E.S.O. 4° E.S.O. Opcign4° E.S.O. Opcion
A B

Andlisis de Ampliacion y Coordenadas Medida y calculo Razones

relaciones y reduccion de gréficas de longitudes, trigonométricas.
propiedades de figuras. (cartesianas) areasy

figuras en el volimenes. Medida de

plano: Poliedros y longitudes, areas y
Paralelismo y cuerpos de volimenes.
perpendicularidad revolucion
Naturaleza medible de los objetos abordados

Figura 7: Contenidos relacionados con el infinitaeébloque de ‘Geometria’ en Secundaria

En este bloque encontramos la posible presenciafil@to en dos érdenes distintos,
uno derivado de los propios contenidos, y otroadedturaleza epistemologica de los

objetos abordados en los contenidos.

En el primer caso, hay situaciones donde el imfiptiede estar presente, como el
paralelismo de dos rectas, la necesaria consideraciplicita de la densidad de los
nameros reales para generar cuerpos de revolueigrgoordenadas cartesianas y la

indefinicion de los ejes, o la medicion y calcuk medidas uni, bi o tridimensionales,

* En el caso méas habitual en contextos de EducaaénrBaria, son intervalos, pero en general, en
contextos de programacion lineal, son regionesl @smacio delimitadas por las condiciones impuestas
por las inecuaciones, de ahi el uso general dguntmi para denotarlas.
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gue generan situaciones interesantes de cara adeidn (por ejemplo al considerar
gue la suma infinita de objetos es finita). Asinisran las funciones trigopnométricas,
su periodicidad va asociada a la infinita repetice cierto intervalo, asi como al

resultado idéntico de las relaciones numeéricasideralas en ellos de forma repetida.

En el segundo caso, el caracter medible de lostasbjpuede generar también
situaciones en las que podria aflorar el infingo, preguntas como ¢cuanto mide un
punto? ¢qué grosor tiene una recta?, o en erromes s derivados del uso de lo que
informalmente se conoce como ‘teorema del punta@dt resultado evidentemente

incorrecto, que se sustenta en la pregunta antegitte formulada sobre el tamafio de

un punto.
Blogue 5: Funciones y Gréficas
1°E.S.O. 2°E.S.O. 3°E.S.O. 4° E.S.O. Opcign4° E.S.O. Opcién
A B
Coordenadas | Descripcion local| Aportaciones del La tasa de La tasa de

cartesianas.

Identificacion de
relaciones de
proporcionalidad
directa a partir
del andlisis de sU
tabla de valores.
Utilizacion del
contraejemplo
cuando las
situaciones no
sean
directamente
proporcionales.

Identificacion y
verbalizacion de
relaciones de
dependencia.

y global de
fenébmenos
presentados de

forma global.

Aportaciones del
estudio grafico al
andlisis de una
situacion:
crecimiento y
decrecimiento.
Continuidad y
discontinuidad.
Cortes con los
ejes. Maximos y
minimos relativos.

Obtencién de
relaciones de
proporcionalidad
directa e inversa 4
partir del analisis
de la tabla de
valores y su

gréfico.

L

Representacion

estudio grafico al
andlisis de una
situacion:
Dominio,
continuidad,
monotonia,
extremos, puntos
de corte.

Formulacién de
conjeturas sobre €
comportamiento
del fendbmeno que
representa una
grafica y su
expresion grafica.

Analisis y
comparacion de
situaciones de
dependencia
funcional dadas
mediante tablas y

enunciados.

variacion media
como medida de
una funcién en un
intervalo. Analisis
de distintas forma
de crecimiento en
tablas, graficas y
enunciados
verbales.

Estudio y
utilizacién de
otros modelos
funcionales no

lineales:
exponencial y

cuadratica.

variacion media
como medida de
una funcién en un
intervalo. Analisis
5 de distintas formas
de crecimiento en
tablas, graficas y
enunciados
verbales.

Funciones
definidas a trozos

Reconocimiento
de otros modelos
funcionales:
funciéon
cuadrética, de
proporcionalidad
inversa,
exponencial y
logaritmica

* Dadas 3 rectas cualesquiera, existe un punto guneebe cortan las tres, siempre que el puntolsea *

suficientemente grande’.
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grafica de de una|
situacion que Utilizacion de las
viene dada a partif distintas formas de
de una tabla de representar la

valores, de un ecuacion de la
enunciado o de recta.
una expresion

algebraica

sencilla.

Figura 8: Contenidos relacionados con el infiniteeebloque de ‘Funciones y Graficas’ en

Secundaria

El caso del bloque de ‘Funciones y Graficas’, esdgoa priori considerdbamos que
existiria una presencia mas abundante del infiviggndose esto confirmado al estar
ampliamente centrado en la representacion graéctumciones y el necesario estudio
de las caracteristicas de las propias funcionesada a su representacién, donde
destacan, por su intima y habitual relacion explicon el infinito, tanto el estudio de la
continuidad, como de la tasa de variacion medi& @gsemboca en el estudio de la
derivada). Este bloque no solo hace énfasis enreptasentacion, sino también (en
cuarto curso, modalidades A y B) en diversos tigesfunciones en los que los
comportamientos asintdticos son bastante caradoteds Asimismo, existen en este
bloque contenidos relativos a la relacion funciardte dos variables, incidiendo sobre
la comprension del significado de dicha relaciorépendencia funcional, que una vez
comprendida plenamente, puede dar pie a difergnéeos de desarrollo del concepto
funcion (Dubinsky, 1991), donde el infinito est&sente desde la consideracion de los
valores que pueden estar sujetos a la dependemd@ial, y la relaciébn que causa uno
en otro, hasta considerar los infinitos elementescdda conjunto y entender la
transformacion de un conjunto en otro. Posteriotmelos contenidos relativos al
establecimiento de conjeturas sobre el comportamiga una funcion dada una gréfica
o determinar el tipo de relacién de proporcionalidie una funciéon conlleva una
capacidad de generalizar y abstraer el comportamig® un objeto matematico que
puede llevar, en ciertos alumnos a cuestionarse ghlcomportamiento ‘en el infinito’.
Finalmente, la identificacion, y especialmente lerbalizacion de relaciones de
dependencia es un contexto constante a lo largodie la etapa, aunque figure solo
como contenido del primer curso. Esta verbalizagaede dar indicios del tipo de
comprension que los alumnos tienen del infinitoravés de sus expresiones sobre

diferentes conceptos como el limite.
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Blogue 6: Estadistica y probabilidad

1°E.S.O. 2°E.S.O. 3°E.S.O. 4° E.S.O. Opcign4° E.S.O. Opcién
A B
Formulacién de Atributos y Utilizacién del Utilizacién del
conjeturas sobre variables discretas  vocabulario vocabulario
experimentos y continuas adecuado para adecuado para
aleatorios describir y describir y
sencillos. cuantificar cuantificar

situaciones al azay situaciones al azaf
Figura 9: Contenidos relacionados con el infiniteeébloque de ‘Estadistica y probabilidad’ en

Secundaria

Este ultimo bloque de contenidos de Secundarianesde los habitualmente méas
obviados a la hora de la docendjgpero introduce algunos elementos que pueden
generar discusiones interesantes a la hora devalbdaraparicion, explicita o implicita,
del infinito. En primer lugar, la formulacion dengeturas sobre los posibles resultados
de experimentos sencillos, y el uso del vocabulgrara expresar situaciones
relacionadas con el azar, puede llegar a refleparcepciones ligadas al infinito,
habitualmente asociado en los primeros momentastdeaccion con dicho concepto
con lo desconocido, en el sentido de ‘apeiron’ lguetorgaban los griegos. Asimismo,
la consideracién de variables discretas y contirdegpie a su consideracion como
funciones, que generan respuestas y reflexionesi@mente comentados. Pasamos

ahora a considerar los contenidos de Bachillerat@@ada curso y modalidad:

Matematicas |. Modalidad Ciencia y Tecnologia

funciones.

Aritmética y Algebra Geometria Andlisis Estadistica y

Probabilidad
NUmeros reales Vectores libres| Funciones reales de variable
Intervalos y entornos. en el plano. real.
Ecuaciones de
Distancias en la recta real. la recta. Dominio, recorrido y
Posiciones extremos.
relativas . L,
Operaciones y composicién de

°! Dada la habitual organizacién de los cursos, ekique suele ser el Gltimo, y por cuestiones
temporales, se tiende a no abordar en las aulas.
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. . L Aproximacion al concepto de
Resolucién e interpretacion P p

gréfica de ecuaciones e limite de una funcion.

inecuaciones. Tendencia y continuidad.

Aproximacion al concepto de¢

derivada de una funcién

Figura 10: Contenidos relacionados con el infieitdViatematicas | de la modalidad de Ciencia

y Tecnologia

En este curso, aparece ya el elemento escolarqereehas explicito esta el concepto de
infinito, como es el limite de una funcién. No sekp, sino que dicho concepto se usa
para construir el de derivada, presente tambiéesen curso. Esto, junto al estudio de
funciones reales de variable real, y sus caratiterss conforman uno de los contextos
en los que el infinito puede aparecer, tanto ekalmmo implicitamente, a la hora de
tratar los alumnos con ellos. Pasando a contextsosobvios, la nocion de vector
‘libre’ conlleva la de variable, al estar la ‘libed’ del vector dada por el hecho de ser
un representante de la clase de equivalencia @s fod vectores con idéntico modulo,
direccion y sentido. En cuanto a las ecuacionek decta y sus posiciones relativas,
implican la idea de la recta como funcion real daable real, asi como la nocion de
paralelismo, que en virtud de reformulaciones dehtg postulado de Euclides, suele
tratarse informalmente como ‘rectas que se comtegl efinito’. En cuanto al bloque de
aritmética y algebra, los nimeros reales y susi@dagdes, asi como funciones definidas
sobre ellos pueden generar conflictos, preguntastuaciones relacionadas con su
densidad y completitud, conceptos sustentados gpadea de infinito, en el sentido
Cantoriano. Finalmente, en la resolucibn de indonas se pueden encontrar
habitualmente como soluciones conjuntos de dos rdimoees delimitados por un
conjunto de rectas, siendo por tanto posible ehdeate la infinidad del conjunto de

soluciones.
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Matematicas Il. Modalidad Ciencias y Tecnologia

Algebra lineal Geometria Analisis

Discusion y resolucién de Vectores en el espacio| Concepto de limite de una funcién.

sistemas de ecuaciones lineales tridimensional Calculo de limites.

Continuidad de una funcién. Tipos d

D

discontinuidad.

Interpretacion geométrica y fisica dell
concepto de derivada de una funciénjen

un punto. Funcién derivada. Calculo ¢e

derivadas. Aplicacion de la derivada gl
estudio de las propiedades locales de
una funcion. Problemas de

optimizacioén.

Introduccién al concepto de integral
definida a partir del célculo de areas
encerradas bajo una curva. Técnicas
elementales para el calculo de
primitivas. Aplicacion al calculo de

areas de regiones planas.

Figura 11: Contenidos relacionados con el infieitoMatematicas Il de la modalidad de
Ciencia y Tecnologia

En este curso, se prosigue con el tratamientonaiéel, y se abunda en el de derivada,
introduciendo también el de integral definida, haddmente usando la construccién de
las sumas de Darboux (o las de Riemann, dependidatd@rado de complejidad
pretendido), que al igual que en primer curso, camextos en los que el infinito es
explicito, y por tanto, de posible y probable agiéan de preguntas, y situaciones en los
gue los alumnos demanden al profesor explicacisnbse el mismo. En cuanto a los
vectores en el espacio, la justificacion ligada &ldertad de los vectores es valida aqui
también. Finalmente, la discusion y resolucionideemas lineales, permite la aparicion
de contextos relacionados con la naturaleza detadaj indeterminada o incompatible
de dichos sistemas, siendo el segundo caso prqmc#ola discusion del significado de
la expresion coloquialmente usada ‘tiene infinitegluciones’, asi como de su

interpretacion grafica en forma de intersecciopldeos o rectas.
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Matematicas | y Il. Modalidad Ciencias Sociales

Bloques Aritmética y Analisis Probabilidad y
algebra Estadistica
Curso
Aproximacion Expresion de una funcién en forma Tipos de
decimal de un algebraica, por medio de tablas o de variables.
namero real. gréaficas. Aspectos globales de una funcign.
Estimacién, Distribuciones
redondeo y errores Identificacion de la expresion analitica y| de probabilidad
. grafica de las funciones polinémicas, binomial y
Primero
exponencial y logaritmica, valor absolutq, normal.
parte entera y racionales sencillas a partiff de
sus caracteristicas.
Tasa de variacion. Tendencias.
Bloques Algebra Analisis Probabilidad y
Estadistica
Curso

Inecuaciones
lineales con una o
dos incognitas.
Sistemas de
inecuaciones.
Programacion

lineal.

Aproximacion al concepto de limite a part

de la interpretacion de la tendencia de unapracticas de los

funcién. Concepto de continuidad.
Interpretacion de diferentes tipos de
discontinuidad de las tendencias asintotiq

en el tratamiento de la informacion.

Derivada de una funcion en un punto.

Aproximacion al concepto e interpretacion

geomeétrica.

Aplicacion de las derivadas al estudio de

propiedades locales de funciones.

Estudio y representacion grafica de ung

funcion polinémica o racional sencilla a

ir Implicaciones

teoremas:
Central del
as limite,
aproximacion
de la Binomial
ala Normal, y
Ley de los
grandes

Ndmeros.
as

partir de propiedades globales.

Figura 12: Contenidos relacionados con el infieitdVatematicas | y Il de la modalidad de

Ciencias Sociales
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Mirando ahora la modalidad de Ciencias Socialeem@s de los contenidos que
coinciden con los de la modalidad de Ciencia y olagia, encontramos la

programacion lineal, intimamente ligada a las iaemnes, y las implicaciones

practicas de tres teoremas cuyo sustento es é&tJisiendo en dos casos dicho limite la
distribucion Normal, y en el tercero la probabitideDada la naturaleza de dichos
contenidos, tan intimamente ligada al limite, et®mos que podrian suponer contextos
en los que el infinito aparezca como parte de $audion o como elemento que cause

conflicto en los estudiantes.

Podemos concluir que el infinito es un elementosgmée, de forma explicita o

implicita, en contenidos de la asignatura de mdieasitanto de la Secundaria como
del Bachillerato. Asimismo, y aunque no se hace dipho analisis, somos conscientes
de la necesidad de estudiar su presencia tantorisrari, en la linea del trabajo

desarrollado por Gardiner (1985), como en asigaatde otras areas de conocimiento,
tanto de corte cientifico como fisica, quimica adigia, donde gran parte de la relacion
sera en virtud de la matematica usada, como emadsigs de corte social o

humanistico, como educacion fisica, o filosofia, lag que se pueden encontrar
situaciones cuyo trasfondo esté ligado al infiniimmo reflexiones de autores clasicos
estudiados en filosofia, como el propio AristotetesdPlatén, o en situaciones que

impliquen una variable temporal, propias de la adidn fisica.
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Capitulo 2: Marco Metodologico
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Caracterizacion del estudio

Este capitulo se centrard en, por una parte, gegsknpregunta de investigacion, los
objetivos de la misma, y aclarar el papel que efestigador ha tenido en la
investigacion y, por otra, dar los fundamentositedr del enfoque de investigacion
usado, la Grounded Theory, y finalmente, dar lad&mentacién tedrica de las
herramientas de recogida de datos.

Creemos especialmente necesario aclarar que egatigacion no es la que un
individuo desarrolla aislado del contacto con otingestigadores, sino que esta
enmarcada en una tradicion de formacién de inwediges, con 17 trabajos doctorales
desarrollados, dirigidos (o co-dirigidos) por J&rillo, Nuria Climent, Luis Carlos
Contreras o Cinta Mufioz-Catalan en la UniversidadHdelva. El hecho de que esta
investigacion haya sido desarrollada en el sengmaglo SIDM? de la Universidad de
Huelva, conlleva multiples implicaciones que suleyaa esta tesis. En lo referente a la
metodologia, el paradigma interpretativo ha sida elleccion comun a casi la totalidad
de investigaciones desarrolladas, especialmentiesss doctorales, ya que el objetivo
de estas ha sido, por ejemplo, desarrollar damprension de procesos sociales y
educativos (Mufioz-Catalan 2009, p.149)la' comprension del proceso de desarrollo
profesional de una maestra de PrimdrigCliment, 2005, p. 141),comprender los
procesos de ensefianza-aprendizaje en dos a{@lakaryan, 2011, p.7) occobmprender

e interpretar el proceso que efectian cada una ae hifias alrededor de la
construccion de un concepto en partictléBarcia-Amadeo, 2013). Asi, este afan por
comprender distintos aspectos de la realidad egaoca relacién con las matemaéticas,
comun a mdultiples trabajos desarrollados en el @rdp Huelva, impregn6 esta
investigacion desde su origen, de forma que elstiy&dor siempre fue consciente de
que su objetivo era comprender ciertos aspecto$adealidad. Coincidimos con
Mufioz-Catalan en la filosofia de los objetivos d¢eetrabajo, ya que al igual que
nosotros, ella no pretendiaxplicar, controlar y predecir como pretende el gdigma
positivistd, ni “conseguir la emancipacién y transformacion de lalidad, como
pretende el paradigma critito(Mufioz-Catalan, 2009, p. 149). En relacion con el
paradigma critico, entendemos que, pese a no séjetivo de la investigacion aqui
plasmada, era inevitable cierta transformacionadedlidad, ya que, siendo coherentes

®2 Seminario de Investigacién en DidActica de laseveiticas.
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con una vision socioconstructivista (Ernest, 198dl)conocimiento, el mero hecho de
interactuar con el profesor implica cierta transfacion en él.

Asimismo, para la comprension de esta investiga@sérnndispensable entender que, al
estar contextualizada en el Programa de Doctorad @€ desarrolla en el Departamento
de Didacticas de las Ciencias y Filosofia, basaddaefilosofia de colaboracién
imperante en el grupo DESY® multitud de factores influyen sobre el investigag,

por tanto, sobre la investigacion, especialmentbeeho de ser desarrollada junto a
otras tesis doctorales. Asi, el papel de la discusntre iguales, en el marco del avance
tanto de esta investigaciéon como de Sffass uno de los elementos fundamentales en

los que este investigador se ha apoyado para sndipaje.

Pregunta de investigacion y objetivos

El mero hecho de plantearse una investigacién damgae aqui se presenta supone que
existe una problematica y unas necesidades detigaei®n dentro del area que deben
ser satisfechas. Dicha problematica serd formulada forma de pregunta de
investigacion a la que intentaremos cefiirnos plapégaateamiento de los objetivos que
creemos necesarios para responderla. Una vez gilstg explicitados estos objetivos,
sera nuestra intencion abordarlos e intentar sisemntion para dar respuesta a la
pregunta de investigacion. De esta forma, la prieggune da lugar a esta investigacion

es la siguiente:

¢, Qué conocimiento sobre el infinito puede mowiliza profesor de Secundaria

y Bachillerato?

Esta pregunta da lugar a varias cuestiones secasdde diferente naturaleza, que
marcaran el desarrollo de la investigacion. Calséadar que no son sub-preguntas, sino
cuestiones de diferente naturaleza derivadas piee¢aunta de investigacion, que surgen
al pretender responderla. La primera de ellas refpa caracteristicas metodoldgicas,
ya que entendemos que responder a la preguntaajeequiere de una planificacion
sobre como abordarla:

¢, Cémo puedo acceder a ese conocimiento?

3 Formaci6n Inicial y Desarrollo Profesional de lm®fesores de Ciencias-Didactica de las Ciencias
Experimentales, Sociales y Matematicas.

** Trabajos doctorales desarrollados o en desard#toAlvaro Aguilar, Enrique Carmona, Emma

Carrefio, Ana Escudero, Dinazar Escudero, JoaquimaRéez , Eric Flores, José Luis Huitrado, Mar
Lifidn, Jeferson Moriel, Nielka Rojas, Diana Vasco.
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Esta pregunta desemboca en una revision de lasstigaeiones previas sobre
conocimiento profesional y sobre conocimiento dd#inito, y da pie al desarrollo
metodoldgico de esta investigacion. Durante estigiém bibliografica, realizada en un
momento inicial de la investigacion, surgen dosasude caracter transversal al estudio
sobre la relevancia de la misma, a las que se mdspian durante el trabajo analitico y
en la presente memoria, en los apartados corregpes a las aportaciones al area:

¢, Qué aportaciones hace este estudio al modelndeimiento del profesor?

¢, Qué aportaciones hace el modelo al estudio aelcaniento del infinito por

parte del profesor?

Estas preguntas, en particular la primera, no stimgen solo al conocimiento de
aspectos matematicos, sino también cognitivos,ictlares o de organizacion y

preparacion de clases.
Con miras a responder a la pregunta de investigaeidal, nos marcamos el siguiente:

Objetivo: A través de un modelo sobre conocimieggpecializado del profesor
de matematicas (MTSK), determinar distintas comptese en el conocimiento del
infinito que pone en juego el profesor objeto dalidio de caso al impartir clase en
Secundaria y Bachillerato, asi como en la discusien diferentes situaciones

relacionadas con la docencia.

Atendiendo, ahora, a las cuestiones relativas aardalo de la investigacion,
explicitaremos los sub-objetivos que surgieron edacion con los diferentes aspectos
de esta investigacion, siendo en todos los castsecaencia de la voluntad de alcanzar

el objetivo de esta investigacion.

Objetivo Auxiliar 1: Disefiar un cuestionario querp#ga contextualizar al profesor
como conocedor del infinito, y como docente, pargrefunda contextualizacion como

caso.

Objetivo Auxiliar 2: Desarrollar un guidn de entiga que permita acceder al

conocimiento especializado del profesor de mateasitMTSK, sobre el infinito

Objetivo Auxiliar 3: Fundamentar las categorias gaetes de los datos empiricos,

poniéndolos en relacion con MTSK.
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Estos objetivos marcan la trayectoria de desard#@l@sta investigacion, habiendo sido
definidos, desarrollados, modificados, y revisadogante la propia investigacion, de
forma compatible con el enfoque metodoldgico adbptaque abordaremos en

siguientes apartados.

Creemos necesario hacer entender al lector queiresstigacion se enmarca en la
agenda de investigacion del grupo SIDM de la Usidaxd de Huelva y que, por tanto,
supone una contribucion a la consecucién de lostiosbs del propio grupo, entre los
cuales esta el desarrollo y refinamiento de un hoodie conocimiento especializado del
profesor de matematicas como herramienta de igaestin, explicitado en el marco
tedrico de esta investigacion, y desarrollado, cberoos indicado, de forma coetanea a

la misma.

Grounded Theory como enfoque metodologico

En esta investigacion nos basamos en el marco olégido propuesto inicialmente
por Glasser y Strauss (1967), y posteriormentaadt y reinterpretado por Strauss
(1987) o Strauss y Corbin (1990, 1998), siendo estaperspectiva que ha permitido
sustentar una amplia variedad de investigacionescatee cualitativo. Desde un
principio fuimos conscientes de que este estudia sealitativo, ya que entendemos la
cuasi-imposibilidad de abarcar lo que 'cualquiesf@sor, en cualquier momento de su
vida, en cualquier contexto socioculturapudiera saber, y por tanto no se pensé en un
estudio que pudiera permitir generalizar. Estedéstesta enfocado a la comprension de
un solo caso, que nos permita comprender mejoipgade saber un profesor, para en
base a eso desarrollar categorias o teorias lodsdésen la revision de la literatura,
encontramos diversos autores que proponian la @eolfiheory como método habitual
en investigaciones de corte cualitativo (Charm@9022008; Bryman 2001; Pidgeon &
Henwood, 2004), con énfasis en la entrevista (Chayri2001), ademas de ser un
modelo metodoldgico con el que el grupo de invastin en el que se desarroll6 esta
tesis estaba ampliamente familiarizado por la zaeibn de algunos investigaciones
(Mufioz-Catalan 2009), motivo por el que también s&stimos inclinados a adoptarlo

como enfoque.

> Entendemos que el ansia por generalizar, hatetudbs estudios cualitativos, resulta imposiblesen
presente estudio, dada las diferencias que exiatdn entre personas, como de una persona en cierto
momento a si mismo un tiempo después. Asimismoagléab caracteristicas del disefio, no es nuestra
intencion ni pretensién hacerlo.

79



Marco Metodoldgico

¢, En qué consiste la Grounded Theory?

Para Bryman (2001), este enfoque consiste en @nder qudas teorias emergentes
son aquellas que son derivadas de los datos, rdogsgde forma sistematica y
analizados en el proceso de investigac{Bnyman, 2001, citando a Strauss & Corbin
1998). Ademas, esta teoria tiene dos caractedsticancipales, que la teoria se
desarrolla con base en los datos, y que es unaiagacion iterativa o recursiva a los
datos, en el sentido de que la recogida de datas gnalisis suceden a la vez, o de
forma secuenciada, aportando los datos element@éesis, y el analisis de estos,
informacion para recoger mas datos. Este enfoquedwlégico tiene como posibles
productosconceptos, propiedades, hipétesis, teorias y caiagosiendo esta ultimo
uno de los objetivos de esta investigacion, y dmmgendo esta investigacion a la
construccion de la teoria que supone el marco decomiento profesional ‘MTSK’,
dentro del ciclo de investigacién que sigue el grdp investigacion de la universidad
de Huelva. Como filosofia de investigacién entenoeigue es compatible con nuestro
posicionamiento constructivista, siendo este urivaghas para adoptarla.

Nos parece interesante en este punto reflexiorae das herramientas que diferentes

autores han desarrollado en torno a este enfoqtaoiégico:

Muestreo teoricoEs el“proceso de recogida de datos para generar teogiagl que el
analista recoge, codifica, y analiza sus datos eotgmente”(Bryman 2001, citando
a Glasser & Straus, 1967). Es decir, es todo etgzm en el que el investigador
recoge datos y los procesa, siendo ademas esigidadterativa, y permitiendo la

refinacion, modificacién e inclusion de nuevos miéde recogida de informacién

Codificacion: Es el proceso clave de esta teoria, en el quddtms son separados en
grupos compartimentados, a los que se dota de mbneodescriptivo del contenido
de los mismos asi como modificable. Este enfoqugeocon el enfoque cuantitativo
de la investigacién en el que los datos han dejaniseaen categorias preconcebidas,
mientras que en este enfoquas interpretaciones de los datos que hace el

investigador conforman sus cédigos emerge(@srmaz, 2000).

Saturacion TeoricaEs el momento en el cual la recogida de nuevossdatoaporta

nueva luz a la emergencia de teorias o al desadellas categorias.

80



Conocimiento Especializado del Profesor de Materaatacerca del Infinito

Método de comparacién constantesta practica, fundamental en el trabajo con este
enfoque metodoldgico (Strauss & Corbin, 1967), asaben la continua conexion
existente entre la recogida de datos y el procesoeptualizador del investigador,
“que impone al investigador constantemente la nideesde comparar entre los
fendmenos que estan siendo codificados bajo ceategoria de manera que una
elaboracion teorica de dicha categoria pudiera egeet (Bryman, 2001).

El papel de la teoria previa en el enfoque de laoGnded Theory

En el uso de este enfoque metodoldgico, nos vimaseeto momento en un dilema, ya
que el objetivo era desarrollar teoria, y en logdamentos de la Grounded Theory, asi
como en los trabajos posteriores de Glasser (1882¢stablece que el rol de la teoria
previa ha de ser escaso, y que incluso la pregieiavestigacion debe emerger de la
coleccion de datos. En nuestro caso no ha suceesto, y de acuerdo a la
reinterpretacion del enfoque metodologico de Sgau€orbin (1998), es habitual que
no solo la pregunta de investigacion, sino tamiédnpreguntas que se deseen hacer,
surjan de las lecturas previas sobre el tema. @emzio con esta perspectiva, Pidgeon
y Henwood (2004) amplian la reflexion, siguiend&€laarmaz, argumentado que el
investigadordebe tener cierta perspectiva desde la que actimégn@tentar construir
sus analisis, pero no con la intencion de simpldmeaplicar dicha perspectiva
(Pidgeon & Henwood, 2004, p. 634). Esta perspectivdefine como los intereses, y la
actitud del investigador que provee a este de coaseptualizaciones personales que lo

sensibilizan, junto a las experiencias, prioridagdealores personales.

El desarrollo de la investigacion. La Grounded Thgaomo trasfondo

Como anteriormente afirmamos, se eligio esta petispemetodoldgica por diferentes
motivos: la compatibilidad con un enfoque cuahtatiel objetivo del estudio, y la
tradicién en la escuela en la que se enmarca. Blvamgo, existe un motivo mas
profundo, que deriva no solo de las intencionesesebdisefio, sino del propio objeto
de estudio. Este estudio toma como objeto el camenio que un profesor de
secundaria moviliza sobre el infinito de cara asoien la ensefianza. Este “obj&tde
estudio no ha sido ampliamente estudiado en l@alitea previa con el enfoque que se

pretende aqui (considerar al profesor como paetidpl proceso de ensefanza-

% No pretendemos adoptar una posicién platénicaemtspdel conocimiento del profesor, sino que
creemos que la expresion “objeto” de estudio, dethet apartado de metodologia, es la méas adecuada.
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aprendizaje, y no como aprendiz avanzado), conuéolas categorias que se pretenden
desarrollar aqui emergeran estrictamente de las di@niendo en cuenta la sensibilidad
tedrica provista por la revision bibliografica sebrconocimiento profesional,
conocimiento del profesor de matematicas, o coneaitm del infinito que poseen
diferentes sujetos. Siguiendo el principio holisti®l total es mayor que sus partes
nuestro objetivo es el total, el conocimiento que profesor pudiera movilizar al
explicar temas relacionados con el infinito, alla@cedemos a través de las diversas
técnicas de recogida de informacion, estando elgsm influenciado y conducido por
las herramientas propuestas desde el enfoque nhé@gamto Mostramos en la siguiente
pagina (Figura 13), un esquema del desarrollo noéigto de la investigacion, con el

gue pretendemos hacer consciente al lector deépocgeguido.

Vemos en dicha figura reflejado el proceso segaita investigacion. En primer lugar,
creemos necesario comentar que el proceso dedrvigiliografica ha existido durante
todo el desarrollo de la investigacion, tanto pafienentar el conocimiento del
investigador de posibles lineas de investigaci®eguir que emergian de los datos,
como para profundizar en las lineas ya determindd@sgual manera, el investigador
llevé a cabo un proceso de reflexion sobre su prpppel en la investigacion, y sobre
su proceso de evolucion y aprendizaje a lo largoladenisma, haciéndose mas
consciente de sus limitaciones, fortalezas, difaclds y elementos en los que tenia mas
facilidad.
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Volviendo al desarrollo de la investigacién, com@nps con una pregunta que esta
fundamentada en la literatura de investigaciong, gomo anteriormente comentamos,
surge tanto de las inquietudes y experiencias pels® del investigador, como de la
necesidad del area de un estudio que profundicgll@nUna vez hecha una primera
aproximacion a la pregunta, y habiendo seleccioryadel profesor objeto del estudio
de caso (consultar apartado 2.1), se pas6 al disafibcacion de un cuestionario sobre
concepciones sobre diferentes aspectos y sobreciotierato relativo al infinito, asi
como a la observacion no participante del aulaablary tras esta fase de obtencion de
datos, se disefid una version inicial de entrevistplementandose la primera sesion
prevista. Tras esta sesion, tuvo lugar un redisiefila segunda sesion de entrevista, asi
como un andlisis inicial “in situ”, a fin de compder mejor al profesor de manera que
las siguientes entrevistas fueran mas provechosasanto a la cantidad y calidad de
los datos obtenidos. Asi, el proceso 'entrevidtigvision de entrevista siguierde
implementacion de entrevista siguiente', se diotahagie se abordaron todos los
contenidos que se desearon, con una excelentesposdiion por parte del profesor. De
igual manera, durante todas estas entrevistagadtia que se hacia de forma coetanea
introdujo elementos de discusién que a la postsaltagon muy interesantes, dando
lugar a ideas emergentes sobre categorias. Tfasdale entrevistas, se transcribieron
las mismas, proceso que tomo cierto tiempo, y pbgae se recurrid a ayuda externa, y
una vez obtenidas las transcripciones se pas@@dlificacion y seleccion de extractos
interesantes de cara al analisis, a través delvaat MaxQda. Esta codificacion y
seleccién dio lugar a un proceso analitico en & s observaba la emergencia de
categorias, a la vez que se desarrollaba unawaderica que determinaba un modelo
tedrico, cuya conceptualizacion a la vez modificdéds categorias y por tanto la
escritura. En todo este proceso, la codificacidlosy extractos seleccionados fueron
refindndose. Finalmente, se pasé a la escrituraligioa final de la memoria de
investigacion, gran parte de la cual se desarm@fdla escritura tedrica comentada

anteriormente.

Disefio del estudio: Estudio de Caso

Para alcanzar los objetivos anteriormente planteade forma coherente con el
enfoque metodoldgico elegido, y para alcanzar ta de profundizacion deseada en
esta investigacion, se decidié optar por un disgfiestudio en forma de estudio de
caso, esto esel estudio de una singularidad en sus escenaridsraks” (Bassey
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1999, p. 47). Asi, este estudio pretende compreladsingularidad del conocimiento
movilizado por Aarén acerca del infinito. Sin endmr calificar esta investigacion
como estudio de caso plantea la necesidad de earactel tipo de estudio de caso que
desarrollamos, atendiendo a diferentes categooimasj por 1o que este apartado, en
gran medida, lo dedicaremos a mostrar los rasgsintivos del estudio de caso
desarrollado. Creemos necesario recalcar que geate mle la comprension del
investigador de los aspectos metodologicos as@salestudio de caso, vienen dados
por dos fuentes que son seminales a este estudiprifer lugar el liboro de Michael
BasseyCase Study in Educational Resea(&899), que supone una profundizacion y
concrecién en los aspectos tedricos y practicosiadus al tipo de estudio aqui
desarrollado. En segundo lugar, la tesis doctaaVldria Cinta Mufioz-Catalan (2009),
gue supone una concrecion de la publicacion deeBapsra el caso de la investigacion
en conocimiento y desarrollo del profesor de matieans, de los aspectos mas notables

del disefio del estudio de caso.

Siguiendo la clasificacion propuesta por Yin (1988da en Bassey 1999), este estudio
tiene rasgos descriptivos, ya que en es nuestadidin "presentar una descripcion
completa de un fendmen(p. 29), si bien también tiene rasgos asociables astudios
de caso exploratorios (Yin, 1993), ya que para dasecucion de los objetivos,
pretendemos 'descubrir teoria' a través de la wdsén de los fendmenos naturales en
bruto (Bassey, 1999). Creemos necesario indicarlajuaturaleza de la 'observacion’
del fendmeno no se refiere en este caso a un aspecamente visual, ya que al ser el
fendmeno de interés el conocimiento del profesor,que 'observamos’ son las
producciones que genera dicho conocimiento, sewisuwaleza escrita, verbalizada, en
acto, o la propia interaccion con el investigadi, estos rasgos exploratorios, unidos
al enfoque metodologico, desembocan en un estugithitsqueda teorica'(Bassey,
1999, p. 62), en el que se estudia un ejemplo @eledo como parte de un conjunto
mayor, y que puede dar informacién acerca de’esisto plantea la problematica de la
posibilidad o no de generalizar los resultadosedaldio, para lo cual usaremos las asi
llamadas 'generalizaciones difusas' (Mufioz-Cat&@89, p.175F, generalizaciones de

estudios cualitativos, queson el tipo de prediccion, emergente de cuestioa@ios

" En términos matematicos, se elige un representintma clase de equivalencia, pese a tener etacuen
de que el criterio de pertenencia a la clase ra énica propiedad de dicho representante, y puo tia
generalizacién que se pueda hacer no sea directa.

*8 Traducidas del término usado por Bassey (1998}yfgeneralizations.
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empiricos, que afirman que algo puede pasar, pararediciones ni probabilidades.
Se califican como generalizaciones, aportando leaidle posibilidad, pero no de
certeza! Bassey (1999, p. 46). Mufoz-Catalan (2009) sudetlas siguientes

caracteristicas de este tipo de generalizacion:

-Conllevan un elemento de incertidumbre: Informan qlie algo ha ocurrido bajo
determinadas situaciones y que puede que tambiéarreocen otras
circunstancias. Expresan posibilidad pero no sedguli

-Son respetuosas con las verdades a las que podmrneder en las ciencias sociales,
caracterizadas por la existencia de una gran diwag de variables que influyen
en el caso.

-Invitan al lector a que entre en el discurso yue das experimente en su contexto. No
tiene que aceptarlas y creerlas tal cual, sino guemueve la comprobacion y la
experimentacion, asi como la consideracion del extot las condiciones y los
significados implicados que la sustentan.

-Dan la opcién a la investigacion para que se certai en acumulativa.

-La generalizacién difusa hay que considerarla guat informe escrito que la apoya y
le da crédito. El poseer el informe final permitesdubrir cuales eran las
caracteristicas propias del primer caso que no texisen la segunda
investigacion y que podrian haber influido en lesultados obtenidos.

(Mufioz-Catalan, 2009, p.177)

Asi, pretendemos con esta investigacion, en tésrdeda posible generalizacion de los
resultados, mostrar las caracteristicas que eegoofestudiado posee como conocedor
del infinito, indicando la posibilidad de que puedser compartidas por otros
profesionales de la ensefianza de las matematic&sl@racion Secundaria, pero en
ningn momentos afirmaremos con total certidumhbecbad comparticion. Esto es asi
debido a nuestra comprensién de que este cassiegtdaridad, esta condicionada por
la multitud de aspectos que influyen en el fendmehjeto de estudio. Asimismo,
somos conscientes de que la lectura de este dotmnyda comprension del mismo, es

necesaria para comprender plenamente el origestae generalizaciones.
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Sobre el caso

El caso sobre el que se desarrolla esta inveshigamsee las caracteristicas de lo que
Stake (1995, 2000), denominaso instrumentalya que su seleccion fue con objeto de
desarrollaruna comprension mas amplia del fendmeno estudiesto,posibilidad de
generar una generalizaciofstake, 2000, p.436). Teniendo en cuenta, poo taute el
caso no es de interés 'per se', la descripciéragqummtinuacion haremos de él pretende
mostrar sus rasgos mas relevantes de cara a larewsign del lector de ciertos

aspectos que consideramos relevantes.

El profesor escogido como caso responde al nonibtieid de Aaréri’. Parte del
cuestionario que le entregafigretendia contextualizar su actividad previaamesi
poder comprender mejor su trayectoria como profesorlementos relevantes que
pudieran concernir al conocimiento del infinito. &ranto a su formacioén, es licenciado
en matematicas, y ha asistido a multitud de curgas tienen principalmente dos
tematicas, la coeducacion, y las nuevas tecnologiesdo este tema uno en el que
manifestd estar especialmente interesado, haspurgb de ser tutor en cursos de
formacion con pizarras digitales. Aardn tiene oafios de experiencia docente, tres de
los ultimos en un centro de Huelva, con caracteaistsingulares, en cuanto a que gran
parte de los alumnos provienen de contextos muy fada®cidos
socioeconémicamente, de manera que el propio Amamfestd que en gran medida la
prioridad era ensefar disciplina, no esperando taoto unos resultados escolares
buenos. Como indicador de esta situacion, Aarornifesa que, de su clase de unos 20
alumnos de segundo de Bachillerato, esperaba qu& &rontaran la Prueba de Acceso
a la Universidad 'con posibilidades de pasarlaemdls de esta clase de segundo de
Bachillerato (de la modalidad cientifico-tecnol@)ic imparte en segundo de
Secundaria. Fue a las clases de segundo de Beatilielas que se asistio, al principio
del segundo trimestre, momento en el que impaitisegundo tema de funciones,

correspondiente al calculo de limites.

La seleccion de Aaron como caso fue principalmentea criterios de disponibilidad,
ya que, tras contactar con varios profesores, segammendd como candidato, y tras

una entrevista personal a la que asistieron iryedbr y asesor, en la que se le

%9 Por motivos éticos usamos este nombre, pese @l @fiemé en varias ocasiones que no tenia problema
alguno en que se usara su nombre real.
%0 Se puede encontrar el cuestionario con sus ressUEs Anexos.
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explicaron las caracteristicas y dinAmicas que re¢epdian seguir, y ambas partes
expusieron las opiniones y condiciones, siendo stoalzeptadas por ambas partes..
Como elemento remarcable de esta entrevista, €sar@x hacer notar que Aaron, que
en el momento de la investigacion desempefiabanadin de jefe de estudios del
centro, indicé que tenia unas restricciones deodibflidad para las entrevistas, lo que
las condiciond en cuanto a su espaciado temposahigmo, la utilidad fundamental de
la entrevista personal, en lo que a los aspectdsdoiégicos, es que permitieron
detectar a Aarén como waso de respuestas ricgRidgeon & Henwood, 2005, p.
635), que comprendimos que podria proveernos deuestas abundantes y que

realmente aportaran informacién al estudio.

Técnicas de obtencidon de datos

Inmersos en el disefio del estudio de caso antezitaTEXpuUesto, y con la intencién de
acceder a las distintas dimensiones del objetostiglie, el conocimiento del profesor
objeto del estudio de caso, a través de diferem&sumentos, se escogieron tres
técnicas de obtencion de datos, en funcion dehpakinformativo que pudieran tener
de cara a esta investigacion. Estas técnicas dena@bn de datos fueron: un
cuestionario de ideas previas, que nos permitinidot obtener informacion acerca de
aspectos de contextualizacion como activar laxigfte la observacion no participante
en varias sesiones de clase del profesor, queerostpia familiarizarnos con su estilo
docente y con el tipo de aproximaciones que hacieoraextos donde estuviera
implicado el infinito; y una entrevista en cuatresienes, la principal fuente de
obtencion de datos en esta investigacion, dongeagrisieron diferentes preguntas al
profesor que permitieron acceder a su conocimiéeloinfinito. Esta aproximacion
multi-metodolégica es considerada por algunos estama clave para acceder al
conocimiento profesional (Baxter & Lederman, 2080)diferentes formas, ademas de
asegurarnos la triangulacion en su dimension mé&igma (Flick, 2007). Pasamos
ahora a mostrar los criterios por los que cadadenks técnicas fueron seleccionadas,
asi como elementos relevantes de cara al desadllms mismos en esta investigacion.

Todos ellos derivan de la casuistica propia deiegéstigacion:
Cuestionario

Para la primera toma de contacto del profesor @nemética del estudio, nos

decantamos por un cuestionario de tipo auto-adtradis (De Leeuw, 2001),
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asumiendo el riesgo de la parcial o total faltaespuesta (De Heer, 1999) por la falta
de respuesta. Asi, mientras se concertaban las p#ea las diversas entrevistas, y
previamente al desarrollo de estas, se entregfdgor el cuestionario, de manera que
dispusiéramos de la informacion con anterioridadeslarrollo de las entrevistas. Frente
a otros cuestionarios de corte cualitativo prep@gguara una complecion rapida, este
fue disefiado para que el profesor, disponiendaedepb, dedicara cierto tiempo a la

reflexion sobre los aspectos que se abordaron,ugang@ solo esta disefiado como
herramienta de obtencidn de informacion, sino cdreoramienta para aumentar la
calidad de la informacion obtenida posteriormestetérminos de ‘lo reciente’ de la

reflexion del profesor sobre el tema de cara agpioses entrevistas.

Observacién no participante

Coincidimos con Adler y Adler (1994) en que la aliaeidn es'la base fundamental
del método de investigacit(p.389) en las ciencias sociales. Por tanto,st@ estudio,

se considerd la observacion del aula como técnicalamental de recogida de
informacion para esta investigacion, de maneraagloptamos el papel de observadores
de la actividad del profesor en el contexto en @ gicha actividad tiene lugar
(Angrosino, Mays de Pérez, 2000). Esta posicioplmeervador de las clases fue desde
una perspectivano participante(Flick 2007) en las mismas, teniendo en cuenta el

investigador que:

“Un simple observador sigue el curso de los acomteritos. El
comportamiento y la interaccion continan como &ian sin la presencia del

investigador, ininterrumpidos por la intrusiorfAdler & Adler, 1998, p. 81)

Este proceso de observacion, planificado desdeiradipio de la investigacion, se vio
enormemente condicionado por el contexto del ceRtapa realizar la observacion, de
acuerdo a la normativa del centro y por motivosoéti se solicitdé a los padres de los
estudiantes permisos para grabar audiovisualmesteldses. Este permiso se denegd
por parte de uno de los padres por considerarmgestda investigacion en curso podria
desviar la atencion del profesor. Ante este heghp@ra evitar problemas al profesor, el

investigador asisti6 a las clases, grabandolasidin® Para complementar la toma de

%1 Toda esta serie de condicionantes llevaron akti@dor a la determinacién de, pese a usar los dat
para disefiar una sesién completa de entrevistasartos explicitamente como datos. Asimismo, por
temor a incurrir en una infraccion de la Ley det€roion de Datos, vigente desde el 14 de Enero de
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datos, durante el propio proceso de observaciétlades se fueron tomando notas de
campo que, combinadas con las grabaciones en apdimitieron detectar los
escenarios propicios (Flores, Escudero & Aguil@13 vy los indicios (Moriel Junior,
Carrillo, 2014) sobre los que seria convenienteagad para profundizar en el
conocimiento del profesor. Posteriormente se abf@datanto como preguntas
contigentes en la entrevistas, como en la sesiditala explicitamente a los aspectos
de la propia docencia del profesor. Adicionalmemde presencia del entrevistador
durante las clases del profesor contribuyo al delsaide lasensibilidad tedricdGlaser

& Strauss, 1967), de este.

Entrevista

Se decidid, al dimensionar la profundidad del abpi estudio, usar una secuencia de
multiples entrevistas en pos de conformar una pasmte para crear una comprension
matizada del fendmeno social abordado (Charmaz)2@Bndo esta técnica no solo
compatible con el enfoque metodoldgico, sino tamimétente dentro del mismo, ya
que permite multiples acercamientos de la mismaralgza al mismo objeto que
permitan establecer una triangulacion local sobeedatos (e.g. haciendo preguntas
diferentes cuyo resultado sea potencialmente emaojisAsi, el disefio usado aqui
responde a la idea de entrevista semi-estructur@dele 1996), con rasgos
estructurados (Fontana y Frey, 2000), dado qugaseyendo un listado de preguntas,
propia de la entrevista estructurada, este respandeestructura de listado de temas a
abordar, afiadiéndose posibles modificaciones ¢advitel contenido de las respuestas
del profesor objeto del estudio de caso, de folmakie (Bryman, 2001). La filosofia
subyacente a esta forma de abordar la entrevistacgeevidente a la luz de la siguiente

afirmacion:

“Quiero entender el mundo desde tu punto de vi@aiero conocer lo que tu
conoces en la forma en que lo conoces. Quiero datesl sentido de tu experiencia,
caminar con tus zapatos, sentir las cosas coma thakces, explicarlas como tu las
explicas. ¢Seras mi profesor y me ayudaras a eat@hd (Spradley 1979, citado en
Kvale, 1996. p. 125)

2000, no se transcribieron las observaciones de sigindo conscientes de la posibilidad de que este
documento fuera publico en un futuro.
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Asi, siguiendo la linea de esta evocadora citastrueobjetivo con la entrevista es
aprender acaminar con los zapatosie Aardn, para asi entender mejor su proceso de

comprension del infinito como objeto de ensefianaprgndizaje.

El investigador como actor de la investigacion andimension metodoldgica

Esta investigacion ha sido desarrollada siguieadudtodologia que en este capitulo se
describira, y usando los instrumentos que desarestios en siguientes apartados, en
gran medida, debido a las caracteristicas y neadssdpersonales del investigador que
la lleva a cabo, asi como a la forma de compreladezalidad que posee. No creemos
posible, ni necesario describir al autor en tafyordidad, en cuanto a sus caracteristicas
y necesidades, como para dar sentido a todo utultgppero si hacer consciente al
lector de que muchas elecciones realizadas enneststigacion, asi como la forma de
discurrir la misma responden a dichos aspectospaies.

En particular, el papel del investigador, en |apa$ de recogida de informacion de esta
investigacion, ligadas a las diferentes herramgensadas, cuestionario, observacion y
entrevista, ha sido muy diferente. En cuanto abtwoeario, el entrevistador eligié un
papel totalmente pasivo en el que su intervenadimstod a aclarar algunas cuestiones
relativas al lenguaje usado en el propio cuestion&n la observacién, se tuvo un papel
de observador no participante, aunque al final ddacclase, se intercambiaban
impresiones de manera informal sobre el desarddlda misma, con el objetivo de
acceder a las sensaciones que habia tenido ekprafebre el transcurso de la misma.
Estas impresiones sirvieron al entrevistador paympcender mejor la forma de
entender su docencia del profesor, dando al esteslor una mayor sensibilidad

personal y profesional sobre el profesor objetcedaldio de caso.

Finalmente, dado el papel activo del investigadoaxte la etapa correspondiente a la
realizacion de la entrevista al profesor, si queoetramos necesario analizar al
investigador como entrevistador. En particular,afzando en el papel que para el
investigador tenia el profesor entrevistado, podeafwmar que era un “constructor de
significados” (Warren 2001) respecto del objetedtidio, el conocimiento del infinito

que él poseia. Siguiendo los criterios que Bryn2i0]) expone, ampliando a Kvale
(1996), para la cualificaciébn de un entrevistadmetendemos que el lector tome
conciencia del proceso de entrevista, asi comoadeaturaleza de la actividad del
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entrevistador y de la consideracidon que este tiliantrevistado. Para estos autores, un
entrevistador ha de ser:

Conocedor del tema: El investigador posee conoaitmisobre el foco de la entrevista,
al haberla disefiado, asi como sobre el contenidoladenisma, al haberse
fundamentado ampliamente, aunque posee una exgarieimitada como

entrevistador.

Estructurado: El investigador hizo consciente abfgsor en todo momento del
propésito de la entrevista, y al comienzo de caadepde la misma, describia
escuetamente el guidn a seqguir, ademas de respataecuestiones que el profesor
planteaba sobre el desarrollo que se seguia. Auelqueestigador era consciente
del guion de la entrevista, en ciertos momentosi@aba que iba a hacer algo que
no estaba previsto, pero que el propio propésitdadentrevista exigia, dando
resultados interesantes, como se vera en el capieuhnalisis.

Claro: En este punto, aunque se pretendia usamumeey cortas y sencillas, las
necesidades de la entrevista hacian que algunaginpas fueran ciertamente
complejas. De igual manera, aunque Kvale (1996)ménda evitar la jerga, en
ciertos momentos se usaba para hacer entenditdespprofesor ciertos ejemplos o
situaciones ligadas al infinito que resultabancditosas.

Amable y relajad®: Al estar el interés en las declaraciones delgsmf se dejo
terminar al entrevistado todas sus declaracionésdale tiempo para pensar,
pausando la entrevista cuando era necesario uarggsce intentando hacer que el
profesor se sintiera comodo en todo momento camddiente y el tono en el que
discurria la entrevista, con un especial énfasiguenalgunos ejemplos que llevaban
al profesor a la consciencia de no saber algo,entomaran como un atague que

hicieran que el profesor tomara una actitud def@nsi

Sensible: Desde el principio de la entrevista, rétexistador fue consciente de que
mucha de la informacién que el profesor pudiera efdaria condicionada por el
estado fisico y mental del profesor. Cada dia ahdesntrevistar, se le preguntaba si
se sentia bien como para “charlar sobre el infingi@ndo canceladas varias sesiones

por no encontrarse en condiciones 6ptimas el asteelo. De igual manera, el

62 Referido tanto a aspectos diplométicos como darizgciéon temporal.
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propio profesor, en la segunda sesiéon de entrewigtaifestd que “salia con dolor de
cabeza de cada sesion”, pero que le gustaba eicaegue suponia ponerse a pensar
sobre el infinito, de cara a las siguientes, deareque, pese a ser muy interesantes,
se intento rebajar los momentos de conflicto agles se llevaba al profesor, sin que

ello conllevara una pérdida de informacion.

Abierto y flexible: Las sugerencias del profesoerbin tomadas en cuenta en todo
momento, siendo flexible, en coherencia con laib#igsed anteriormente descrita, a
posibles cambios, tanto en horarios, como en dicgsnasi como en la ampliacién o
disminucién del contenido de las sesiones.

Consciente del propdsito: En todo momento el ingadbr era consciente de lo que
pretendia conseguir tanto con cada pregunta comdacsesion, y con la entrevista
completa. Asi, ciertas preguntas en las que ekponfno daba mucha informacién
sobre lo esperado, pero si sobre otros elemergaspsientaron de cara a explotar lo
que surgia, asi como en otras se insistid en & t@hre el que se pretendia obtener
informacion. De igual manera, al ver algunas resfase se improvisaron preguntas

gue permitieron al profesor mostrar su conocimie@mtonayor medida.

Critico: El entrevistador en todo momento buscOé aleprofesor mostrara un
conocimiento razonado, de manera que cuando umaaafibn no se razonaba, se
“desafiaba” al profesor a justificarla. De igual meea, en gran medida debido a la
forma de entender la matematica del entrevistam@mndo el profesor establecia un
ejemplo para argumentar un razonamiento, el esteslor a su vez intentaba haber
pensado un contraejemplo, en caso de ser necegara, llevar al profesor a

conflictos que le hicieran argumentar sus declaress.

Con memoria de lo anterior: Al final de cada sesiéhentrevistador repasaba lo
sucedido durante la misma, en busca de episod®papecieran relevantes para su
posterior discusion, de manera que pudiera dispdeeun “banco de ejemplos
mental” en caso de necesitar dichos extractos gigtaentes discusiones. De igual
forma, en sesiones posteriores a la primera, sBaenrelacionar las respuestas del
profesor con afirmaciones realizadas por el mismoaateriores sesiones. Un
ejemplo claro de esto es la permanente discusidmito potencial vs actual” a la
que en las sesiones finales el profesor aludia cOlmopelea de siempre”,
refiriéndose a que el investigador le llevaba a tganconflictivos que él
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matematicamente podia aceptar pero que su intuimddfe permitia tomar como

naturales y aceptables.

Intérprete: El investigador, a lo largo de todasdasiones de entrevista, fue consciente
de que su papel, respecto a las preguntas plasteada entrevista era de aclarador
de las mismas, asi como de incitador a la daciompae del profesor, de respuestas
mas profundas, siempre evitando dar respuestas aikmas. Asi, el papel del
entrevistador es de “intérprete de las preguntda @atrevista”, al estar algunas de
estas expresadas en un lenguaje, tras una reflex@izada en el momento de la

entrevista, demasiado técnico.

Equilibrado: Durante el transcurso de la entreyistgorotagonismo del entrevistador
fue de conductor de la misma, de una manera relgjdtexible. Asi, intentaba no
ser demasiado activo, lo que llevaria al entredésta una posicion mas pasiva, ni
demasiado pasivo, lo cual podria resultar en unsorgmtacion del profesor

entrevistado en cuanto a la linea en la que semiti la respuesta.

Eticamente sensible: Desde el primer contacto tqmodesor entrevistado, se le hizo
consciente de la importancia de su papel en lsewsta, asegurando asi que se
sintiera parte importante de la misma. De igual enan se le aseguré la
confidencialidad con la que se iba a tratar tant® datos que aportara, como su
identidad, a través del anonimato. Siendo conseidetla posibilidad de llegar a
publicar futuros trabajos con sus datos, se le ymieg también sobre dicha
posibilidad, ante lo cual afirmé que tenia problema algunoon ello. De igual
manera, esta caracteristica se refleja tambiéra dorina de tratar los datos de su
observacion de aula, como se desarrollara en elagparelativo al tratamiento de

datos.

Fundamentacion del cuestionario y la entrevista

La amplia revision de literatura relativa a aquejiee es cognoscible sobre el infinito,
ligada a nuestro propio proceso de reflexion sapré podria o deberia saber un
profesor acerca del infinito, junto a la revisiabliografica y el proceso de reflexion
sobre las diferentes naturalezas del conocimiemtfegional y la propia curiosidad del
conductor de la investigacion dieron lugar a lébetacion de dos herramientas de

obtencion de informacion. En el primer caso, elstoeario, tiene dos partes, la
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primera es una adaptacion de la tesis de CarfiB88), que permitira al investigador
poseer una imagen del profesor como tal y como aalar de la matemética y la
segunda una primera toma de contacto con el prmofeso cuestiones relativas al
infinito. En el caso de la entrevista, esta fug@riacipal herramienta de obtencion de
datos, que, una vez disefiada, se fue redisefiandbteanscurso de las entrevistas de

acuerdo al esquema tedrico anteriormente disefiado.

Fundamentacion del Cuestionario

Para acceder a las concepciones del profesor ateleaensefianza de la matematica, y
acerca de la propia matematica, usamos una adaptdeila entrevista propuesta por
Carrillo (1998), pasandolo a formato de cuestianate forma que pudiéramos obtener
una descripcion general de las variables recodmasepciones sobre matematica y su
ensefianza y aprendizaje), que permitieran al iigaekir comprender en profundidad al
profesor objeto del estudio de caso de cara aéposindlisis de las entrevistas. Sobre
la justificacion de cada una de las preguntas,figuea en Carrillo (1998), se amplidé
con los posibles subdominios de su conocimientéepranal (segun el modelo MTSK)
gue pudieran verse movilizadas y reflejadas alamder a las diferentes cuestiones. No
se explicitara aqui la primera parte del cuestiongero puede encontrarse en el anexo
correspondiente, dado que, pese a ser una hertardenobtencion de datos de la
investigacién, no surge como tal de la misma. 8sila siguiente tabla se recoge una
descripcion muy sucinta del contenido de cada mteguasi como la prevision de
aparicion de subdominios de MTSK, dada por la dditkad tedrica generada por el

investigador tras la revision bibliografica:

Pregunta | Descripcion Subdominio

Sobre la concepcion de la ensefianza de la matesméatic

1 Concepciones sobre la funcién del docente @ancepciones sobre ensefianza y
el aula. aprendizaje.
2 Estrategias esperadas en el profesor en cu&wocepciones sobre ensefanza y

a la responsabilizacién de los estudiantes.| aprendizaje.

Estrategias de presentacion de contenido. KMT.

4 Influencia de los estudiantes en |IEMT.

planificacion y preparacién de un tema.

5 Concepciones sobre el papel del alumno erCeincepciones sobre ensefianza vy

aula. aprendizaje
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6 Elementos a los que el profesor da mas Vaoncepciones sobre las
en cuanto a su aprendizaje. matematicas.

7 El profesor como parte de un colectivo. No hagaién.

8 Fundamentos teoricos del conocimiepoT, KMT, KFLM, KMLS.
didactico del profesor

9 Elementos en los que el profesor basg KMT, KMLS.
planificacién

Sobre la concepcion de la matematica

U7

1 Objetivo del estudio de las matematicas Concepsio  sobre la

matematicas

2 Elementos en el desarrollo del aprendizéfé-LM.
matematico

3 Elementos que wusa para definir [Ja8oncepciones sobre la naturaleza
matematicas de las matematicas.

4 Aproximacion optima a las matematicas KFLM, KMLS
Conexibn de la matematica con otfd@oncepciones sobre las

ciencias. Origen del interés por lamatematicas.

matematicas.

6 Aplicabilidad de las mateméticas. Concepciones breso las
matematicas.
7 Naturaleza de la forma de establecimiento @M.

veracidad en matematicas.

8 Finalidad de las mateméticas. Concepciones sobrelas
matematicas.

9 Su propio proceso de aprendizaje de |lBsrma de construccibn de su
matematicas disciplinares. conocimiento matematico (MK)

10 Papel de la inventiva, originalidad y azar|&~LM. Todos los subdominios
los descubrimientos matematicos del MK.

11 Conocimiento de las lecturas de investigacibnente de su conocimiento
matematica. matematico (MK)

12 Forma de abordar nuevos conceptbsente de su conocimiento
matematicos matematico (MK)

Figura 14. Cuestionario y subdominios abordados

Pasamos ahora a la justificacion de la segunda ket cuestionario, relativa al
conocimiento del profesor acerca del infinito. Estexcion del cuestionario si sera
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explicitada ya que surge de esta investigacionoti#tivo general de esta parte del
cuestionario fue establecer contacto directo copela@epcion del profesor acerca de
diferentes aspectos relacionados con el infiniton@woparte de su conocimiento,
obligando al profesor no solo a hacer un esfuertm lzora de reflexionar y escribir
sobre el concepto matemaético, sino también a iiefl@x en torno a aspectos didacticos

relacionados con el infinito, como ahora veremos.

En primer lugar, para establecer una toma de canigeneral con el tépico, se le

planted la siguiente pregunta:

» ¢Has leido algo de didactica de las matematicasseianza/aprendizaje de las

matematicas relacionado con el infinito?

Esta pregunta pretendia detectar sus ideas y coigmtds previos acerca de las
investigaciones propias de esta disciplina parao@n no solo su grado de
aproximacion al tépico, sino también si estaba fan#ado con el vocabulario
disciplinar (e.g. infinito actual, infinito poterat). Aunque se preveia una respuesta
negativa, dada la especificidad del topico, en cafsanativo hubiéramos podido
esperar conocimiento de investigaciones relativasapendizaje del infinito, o
estandares de aprendizaje por edades o etapamnagila posibilidad de conocer la
terminologia ‘infinito actual/potencial’ y alguna® las caracteristicas ligadas a estos

términos.

* Enuncia cinco frases usando la palabra infinito gaagan sentido (no tienes
por qué restringirte exclusivamente al ambito maitoo).
» Escribe varias palabras que tengan relacion coréeiino infinito, y explica

dicha relacion.

Con estas preguntas pretendimos que el profedexiaiara sobre el uso del infinito en
contextos préximos a situaciones reales 0 mateasati€ste uso podria darnos
informacion de la fenomenologia del infinito de ihadl uso por parte del profesor, asi
como indicios sobre las consideraciones epistenuaégy ontologicas que el profesor

hacia sobre el infinito.

Posteriormente, para centrarnos en su conocimimaatematico acerca del infinito, asi
como en su grado de comprension del mismo, sealdgqd la siguiente cuestion, con

sus correspondientes sub-apartados:

97



Marco Metodoldgico

« Comenta la veracidad o falsedad de los siguientasn@ados y justifica tu
afirmacion:

o Todas las sucesiones son finitas y su numero dmirtés estd bien
determinado.

o Todas las sucesiones acotadas son finitas, y senmide términos esta bien
determinado.

o Todas las sucesiones son finitas pero a veces pssible determinar el
namero de términos. El verdadero limite es su altiémmino.

o Todas las sucesiones acotadas son finitas pero @svees imposible
determinar el nimero de términos. El verdaderotBres su altimo término.

o El limite de una sucesion es a lo que la sucesién aproxima
indefinidamente sin alcanzarlo nunca. la imposil@ti de alcanzarlo se
debe a la imposibilidad de llegar al infinito en ti@mpo finito.

o El limite de una sucesion es a lo que la sucesién aproxima
indefinidamente alcanzandolo en el Ultimo térmigoe se alcanza en el
infinito.

o Una sucesion es un conjunto que puede ser acotado acotado. Los
bordes pueden ser los limites de la sucesion erlo,s/ a veces no pueden
ser determinados.

0 g es el limite de una sucesion A si la diferenaitieeA y g es infinitamente

pequena.

Esta pregunta del cuestionario, cuya respuestastepor discusion resultd de vital
importancia para el desarrollo de la investigacegsta basada en una reformulacion de
las categorias propuestas por Sierpinska (1983) lparconcepciones sobre el limite y
actitudes hacia el infinito. La funcion fundamentsd esta pregunta era, a priori,
aproximarnos al grado de comprension de este mrofdsl infinito, observando el
grado de justificacion que podia dar a sus argumseldl hecho de elegir las sucesiones
y en particular los limites, mas alla del hechosee el contexto matematico que
figuraba en Sierpinska (1987), se debi6 a queasteepto nos permitia aproximarnos
al infinito desde una perspectiva de cardinaligsdcuanto al nimero de términos de la
sucesion, y desde una perspectiva iterativa, enteaum la existencia o no de ultimo
término y limite. Estas preguntas, ademas, pemmitie primera toma de contacto con

consideraciones potencialistas o actualistas em & argumentacion desarrollada por
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el profesor, que permitirian posteriormente reforlza preguntas desarrolladas a lo
largo de la entrevista. Cabe hacer hincapié, enumaevez revisadas las respuestas
desarrolladas por el profesor a esta preguntajcteyd la discusion de las mismas en

una sesion de entrevista.

La siguiente pregunta se introdujo para dar piersideraciones sobre el desarrollo del
pensamiento de los estudiantes en torno al infilmiéd como para hacer consciente al
profesor objeto del estudio de caso del interés gdementos no exclusivamente
matematicos, en un sentido puramente disciplinalad@atematica. Asi, la pregunta

realizada fue:

* ¢COmo crees que se desarrolla el pensamiento teliaate en relacién con el
infinito? ¢Y con los procesos iterativos? Imagina alumno que acaba de
entrar en la E.S.O., indica que tipo de ideas yes@bnes podria ir teniendo
sobre estos dos temas (infinito y procesos itavajia lo largo de su formacién
hasta segundo de bachillerato (inclusive).

Esta pregunta nos permite introducir la posibilidie explorar las consideraciones
relativas al aprendizaje de nociones relacionadaset infinito que el profesor pueda
hacer. EI hecho de centrarnos en los procesodivtesaesta fundamentado en las
consideraciones establecidas por Lakoff y NufieO@R0respecto de |Metafora
Basica del Infinitg ya que entendemos que situar al profesor enoeepo matematico
en el que se basa el aprendizaje del infinito pof@ddilitar su reflexién. Asimismo, esta
cuestion consideramos que permite una amplia \adiel® posibles respuestas, desde
consideraciones mas ligadas a la propia constmiodé conocimiento matematico,
basadas por ejemplo en lo que el propio profesperaxentd como estudiante, hasta
ejemplos de alumnos suyos y errores basicos. Aunguega esperable en este profesor,
dada su corta experiencia y su escaso conocimdmideratura de investigacion, en
algunos casos podria haberse desarrollado unandpssizion exhaustiva, que diera pie
al desarrollo de una descomposicién genética d@rosesos iterativos, basada en la
teoria APOS (Asiala et al., 1996; Arnon et al., 20Ademas de las posibles respuestas
que el profesor pudiera brindar, esta preguntatw@mnbién la finalidad de activar ese
tipo de reflexiones en el profesor, de manera gase a la posibilidad de que la

respuesta al cuestionario no fuera rica en corpempiermitia que el profesor iniciara la
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reflexion en este sentido, de manera que en l&pasentrevista pudiera dar respuestas

mas completas y razonadas.
De igual manera ocurre con la siguiente cuestion:

* En la siguiente hoja escribe y tiende conexionégda aquello que creas que
tenga relacion con el infinito. Ademas, especifecaelacion que tiene de una

forma detallada

La intencidn inicial era configurar un mapa conaeptde aquellos elementos que el
profesor relacionara con el infinito de algin mogoe el propio profesor fuera capaz
de razonar. Asimismo, esperabamos que ciertos ptoseaparecieran de forma
facilmente justificable, especialmente todos agseltelacionados con el calculo
infinitesimal de alguna manera, como el propio témia derivada, la integral o la
continuidad, siendo en esos casos de especiatsriieconexion que el profesor pudiera
establecer. De igual manera, la forma de argumehtarofesor la conexion, en virtud
del lenguaje usado, y de la vision que reflejaeamitiria abordar el estudio de la forma
de comprensién de este profesor de los procesostasf asi como contribuir a la
conceptualizacién del infinito como parte del camoento profesional (que indujo las
reflexiones presentes en Montes, Carrillo & Ribe2©14). Al igual que en la cuestidon
anterior, un objetivo adicional fue activar la esdlbn acerca de este tipo de
cuestionamientos, de manera que al abordarlos erpokterior entrevista, el

razonamiento que se mostrase no fuera plenameptevisado.
Sobre el producto de esta pregunta, se plantégueeste cuestion:

» Sobre este esquema que has elaborado, selecciamfi@elementos que estén
presentes en el curriculum, indicando en qué maserpresentan en el mismo,
y como se indica que deben aprenderse. ¢Conocemalfyiente donde se
indique la forma en que deben aprenderse los cdosegistinta de la que

figura en el curriculo?

Esta pregunta permite que el profesor, en funcetod elementos que introdujo en la
cuestion anterior, justifique aquellos que exisprel curriculo espafol, organizandolos
en base al mismo. De igual manera, se abre laipdat de que incluya elementos
externos al curriculo que él use o conozca pardaimentar la presentacién de forma

‘no estandar’. Esta pregunta habilita, una vez r@sctivacion de la reflexion del

100



Conocimiento Especializado del Profesor de Materaatacerca del Infinito

profesor en este campo, para posteriormente abeletaentos de interés que surgiesen
de la respuesta, o en la entrevista.

Fundamentacion del guion de entrevista

En este apartado mostraremos el ejercicio de fuadtmién que se desarroll6 para
disefiar el guién de entrevista que permitiera prdizar en el objeto de estudio, el
conocimiento que el profesor objeto del estudiccaeo tenia sobre el infinito, como
elemento matematico presente en los procesos ddiatm y aprendizaje. Asi, se
disefiaron preguntas siguiendo 6 lineas argumentatgmrtadas por el marco de
conocimiento profesional y sus subdominios. Estagyntas se secuenciaron a lo largo
de cuatro entrevistas, tras cada una de las cealesvisé el guidn de las siguientes
entrevistas. Vamos a mostrar ahora la planificadiéal de cada sesion, con su
correspondiente fundamentacion. La planificacidaiah podra encontrarse en el anexo
1. Es necesario que el lector sea consciente dedgu la propia naturaleza de la
entrevista, como entrevista abierta semi-estruggyraurgieron preguntas en el propio
momento basadas en la propia sensibilidad te6et@&ntrevistador, fundamentada en
las reflexiones acerca del conocimiento profesiomainocimiento sobre distintos
aspectos del infinito, y conocimiento matematicola® temas discutidos, fruto del
aumento de comprension del investigador (Charm@@l)2tanto del caso como del
objeto de estudio. De igual manera, aunque mosgamauion en un lenguaje formal,
durante toda la entrevista tanto el lenguaje comointeraccion entrevistado-
entrevistador fue informal, de forma que el profesatrevistado se sintiera comodo y
no se le arrastrara a una discusion formal endadgsde la primera toma de contacto se

observé que se sentia plenamente comodo.

Primera sesion de entrevista

Esta primera sesion fue planificada con anteridritieniendo en cuenta exclusivamente
aspectos tedricos. Mostramos el guion finalmenggiide, queriendo hacer consciente
al lector de que en el guién que aqui se muestfau@n las preguntas que en el acto
se descartaron por considerar el entrevistadornguerocedian o cuyo abordaje no

aportaria informacion.

» ¢Con qué relacionas el infinito en Secundaria ytidsarato?
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Esta pregunta estaba destinada a explorar el comotd de la fenomenologia
(Freudenthal, 1983) de la que el profesor era d¢emsr dentro de la matematica
escolar. Sin embargo, ya se disponia del cuestmramteriormente justificado
respondido por el profesor, de manera que masdall@esignar una coleccion de
elementos que constituyesen la fenomenologia,reeemulia comprender como el
profesor comprendia el infinito en el contexto alenatematica escolar. Para esto, tanto
los ejemplos que mostrara para establecer la éelazn el infinito, como la propia
forma de exponer el profesor los ejemplos con les argumentara la relacion con el

infinito, podrian dar pie a discusiones interesante

* ¢ Qué significa el simbol (para todo)?
0 ¢es lo mismo decir: " Para todi»0 existec>0 tal que|f(x) —A| < e

para todo x s0 < |x —a| < § " que decir "Para toda >0 existes>0
tal que|f(x) — A| < ¢ para todo x si0 < |x —a| < §"? ¢Cudl es la

diferencia, si existé?

Esta pregunta, con dos partes diferenciadas, wmfe objetivo profundizar en un
elemento matematico intimamente relacionado canfigito, como puede ser la idea
gue subyace al simbotopara todo, en cuanto a la posibilidad de elecc&nudhlquier
elemento de cierto conjunto. En lo que respectauatapartado, extraido de Juter
(2008), se pretendia ahondar en la relacion enyré en la definicion de limite. Esta
relacion tiene como fundamento matematico la ideaatiable, y queriamos no solo
ahondar en esta idea de variable, sino tambiémupicfar en la posibilidad de que el
profesor diera significado a ambas expresionesnaeera que evidenciara su manejo

de expresiones matematicas formales en las quéreto estuviera presente.

» ¢Conoces la caracterizacién del limite puntual dacfones a través de las
sucesiones?
o Explica, sin usar jerga matematica, como esta presel infinito en esta

afirmacién: lim,_, f(x) =y si para toda sucesi6na, — a,

lim, . f(an) = ).

%3 La segunda expresion corresponde a la definiadd@alichy del limite (Spivak, 1981), mientras que la
primera se refiere a funciones acotadas.
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Esta expresion sigue en la linea de lo anterioetepdiendo profundizar en la
comprension del profesor acerca de la presencimfitgto en un nuevo contexto, en el
que el infinito aparece esta vez en varios sentidaonvergencia puntual de funciones,
la convergencia de sucesiones, y la posibilidadiegir cualquier sucesion convergente
a cierto punto. Encontramos aqui tres significadiésrentes del infinito. En primer

lugar, en la reflexion acerca del limite puntualstificable en base a la definicién
anterior, siendo el significado que se evidenciamayor medida el de variable. En
segundo lugar, la nocién de sucesion convergepi& |la la nocion de punto de
acumulacion, elemento fundamental a la hora der digtasignificado gran cantidad de
elementos matematicos del analisis. Finalmentielela de “para todo” en la linea de lo

descrito en el punto anterior.
e ¢ Qué es el infinito para ti?

Esta pregunta, inicialmente destinada a ocuparpos&ion inicial en la entrevista, se
pospuso para permitir que el profesor pudiera egamplos que surgieran de la propia
discusion anteriormente desarrollada, asi como parhacer un abordaje demasiado
abrupto al concepto central a esta investigaciarintencion de la pregunta era explorar
la imagen del concepto (Tall y Vinner, 1981) dedfpsor, asi como abordar el infinito
desde una perspectiva epistemoldgica, y ontologista Ultima a través de algunos
elementos de declaraciones suyas en conversaciaof@snales, asi como a las

respuestas brindadas en el cuestionario.

* ¢ Qué situaciones reales o medianamente reales puteter relacion con el

infinito?

Hasta el momento, la linea de reflexién habia estedada en la matemética escolar o
cientifica (Tossavainen & Pehkonen, 2013). Sin egdyeen esta pregunta se traslada a
consideraciones situadas en contextos reales, @umitppian un acercamiento
epistemoldgico al infinito basado en los difererd@mificados puestos en juegos en
dichas situaciones. Esta pregunta, en parte, siafuenta en las respuestas del profesor
al cuestionario, en las que las consideracionegnatematicas que hacia sobre el

infinito parecieron tener el potencial de brinddormacion relevante.

* ¢ Qué relacion ves entre el infinito ...

o ...ladensidad?¢Podrias explicar la densidad corptogpias palabras?

103



Marco Metodoldgico

0 ...el paralelismo? Cuando se dice que dos rectasl@asase tocan en el

infinito, ¢.a qué crees que hace referencia?

L. . a0 x%—4x+4
o ...el limite? Explica, en la expre5|dnnx_>zw= 0, la forma o

formas en las que esté presente el infinito.

o ...laderivada?¢Qué significado tiene la derivadaga® ¢ Cémo esta el
infinito presente en este concepto?

o ...la integral?¢Serias capaz de identificar la presardel limite en la

construccion de la integral por sumas?

Esta pregunta se realiza en pos de la explora@boahocimiento del profesor objeto
del estudio de caso sobre la relacion entre ehitofiy los diferentes elementos
constituyentes de su fenomenologia. En este apas@paramos entre dos grupos de
elementos, unos ligados al limite, hallados a gdade la literatura de investigacion,
como son el propio limite, derivada e integral, tyo® dos en los que el papel del
infinito no deriva del uso del limite. Previmos qastos ejemplos sobre el limite
pudieran aportar informacién sobre el grado de cengidn que tuviera Aarén sobre el
infinito y su relacion con el limite y sus aplicawges (Cornu, 1991). Cabe destacar que
la eleccion del ejemplo de limite con discontindidie tipo evitable es intencional, por
la posibilidad de inducir la discusién ligada akiisbe comportamiento asintético del

limite en cierto punto.

Respecto al segundo grupo de ejemplos de discgsiérse da al abordar densidad y
paralelismo, se hizo en principio con intenciongsl@atorias, ya que entendimos que
son conceptos en los que una comprension actuatengal daria pie a diferentes
formas de comprension. En particular, en lo retaal paralelismo y al sentido de la
expresion popular “dos rectas se cortan en elifofinbasada en la consideracion
proyectiva de dichas rectas, la discusion se ttastm cierto punto a la interpretacion
derivada de la consideracion de las proyeccionesesgraficas del plano sobre la

esfera, y el sentido del polo norte de la esfera.

Seqgunda sesién de entrevista

En esta segunda sesion de entrevistas, se reaurias respuestas de Aaron al

cuestionario, en dos grandes bloques, el priméative al ‘mapa conceptual’ que se le
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pidid, y el segundo respecto de la discusion dectasacterizaciones del limite de

sucesiones basadas en el trabajo de Sierpinska)(198

Asi, en la primera parte, se revisé el mapa conegpespecialmente una seleccion de
los elementos que en él figuraban y que suscitdbdas acerca de qué conocimiento
poseia el profesor que permitiera relacionar ehitaf con dichos elementos. Los

elementos seleccionados fueron:

Numeros primos; la igualdad 0x=0; frecuencia y naediotacion cientifica; simetrias;
plano cartesiano; figuras de revolucion; rectas tabla; trigopnometria; factorizacion

de polinomios; continuidad e integral.

La eleccion de estos elementos dentro de lo rdflefor el profesor en su ‘mapa

conceptual’ se hizo atendiendo a los siguientésrws:

- Incapacidad del investigador de detectar la comexiotre el concepto y el
infinito, que podria informar de una comprensioncigdmente incorrecta de la
nocion discutida.

- Deteccion de cierta conexion entre el infinito ycehcepto, pero dado el bajo
grado de evidencia de la misma, parecio potencrahkrfeuctifera la exploracion
de la justificacion del profesor.

- Conexién evidente entre concepto e infinito, cosilpbdad de reflejar varios
significados diferentes. Estas situaciones periaitial profesor también sentirse

mas comodo en un conocimiento que presuponiamogapada.

En la segunda parte de esta sesidon de entre\dstaéscutieron las respuestas de Aaron
en el cuestionario a las preguntas relacionadaskbmite de sucesiones inspirada en
el trabajo de Sierpinska (1987). Muchas de susuestps en el cuestionario tuvieron
forma de contraejemplo, de manera que se pididod¢gor que justificara el sentido de
dichos contraejemplos, asi como introducir elemende discusion ligados a la

determinacion del nimero de términos de una sutesio

Tercera sesién de entrevista

La tercera sesion de entrevistas se contextuafizdn@ hipotética conversacion suya
con un compafero que habia vivido varios episodiotos que sus alumnos le daban
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respuestas inesperadas y queria pedir su opini@s@cto. Sobre la base de diferentes
ejemplos, que comentaremos a continuacion, serhagéro preguntas:

¢Alguna vez te ha ocurrido algo parecido? ¢ Crees gadria ocurrir en tu
clase?

- ¢ Es correcta la respuesta del alumno? ¢ Por quée?

- ¢ Por qué crees gue el estudiante responde eso? g O@®s que ha construido
el alumno su razonamiento? ¢ En qué crees quepestando el alumno?

- ¢Como podrias sacarlo de su conflicto?

Estas cuatro preguntas estan destinadas a pro@uretizel conocimiento del profesor
sobre el abordaje de los estudiantes a respuestagetas, explorando aspectos
cognitivos o de construccion del conocimiento. Asmo, el énfasis que se hace sobre
la correccion o no de la respuesta podria perratito explorar el conocimiento
matematico en si, como la nocién de validez dedérain contexto escolar. De igual
manera, la exploracion del conocimiento acercadearlatematicas nos permite no sélo
saber ‘cuanto’ conoce, en términos de cantidadpfelito, sino también ‘cémo’ lo
conoce, a traves de la exploracion de modelos @Etualmente llevan a puntos
conflictivos a aprendices matematicos. En cuankasapreguntas relativas a recordar
algo parecido, la posibilidad de ocurrir en su aolda posible construccion de una
estrategia de abordaje, pretendian que el profesgginara esa situacion en su propia
aula y que reflexionara acerca de su papel contorgés esa situacion. Pasamos ahora
a describir y mostrar el fundamento de las pregyman énfasis en las investigaciones
relativas al infinito, que nos permiten aseguracd@erencia y plausibilidad de estas

respuestas.

Situacion 1
Un profesor esta explicando en una clase elemeealasionados con los numeros; y

establece la correspondencia biunivoca entre lkosaies y los pares.

Un alumno dice: ¢(¢Como va a haber los mismos nummaoss que los naturales?

iPero si los pares estan dentro de los naturales!

Esta situacion esta basada en el modelo intuittvandlusion (Fischbein, et al.,, 1979;
Fischbein 1987; Tirosh Fischbein & Dor, 1985; Fa#94), ligado al principio holistico

‘el total es mayor que sus partes’. En la propiaasion se indica que el profesor ha
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mostrado la igualdad cardinal entre ambos conjurtogiue causa una contradicciéon
para el alumno, debido a la l6gica conjuntista sulgyace al razonamiefifpvalida en

conjuntos finitos.

Situacion 2
Mas tarde, en la misma clase, el profesor demugageR no es numerable, a lo que
un alumno pregunta:
Maestro, aunque no sea numerable, (N y R siguéentknel mismo namero de
elementos, no?

Profesor: ¢ Por qué lo preguntas?

Alumno: Como ambos tienen infinitos elementos....

En esta situacion se desarrollé atendiendo al roadéhito=infinito (Fischbein, 1987;
Fischbein et al. 1979) o de aplanamiento (FalR41®’Amore & Arrigo 2006), en el
que el que el sujeto obvia las caracteristicasraiest de los conjuntos, y concibe todas
los entes infinitos como iguales, atribuyéndolesaiacter indefinido que genera la
equivalencia entre todos ellos. Asi, este ejemplesita a un alumno obviando la no
numerabilidad de los numeros reales, afirmando cp@o ambos son conjuntos

infinitos, han de tener el mismo ndmero de elengnto

Situacién 3
Profesor: Tres lineas rectas no siempre se contan enismo punto, ¢ verdad?

Alumno: Depende del tamafio del punto, ¢no?

Este extracto refleja el resultado coloquialmend@ocido en circulos matematicos
como ‘El teorema del punto gordo’, que no es saattibucion de dimensiones o una
naturaleza material a un punto geométrico (Belmé&n®erra, 2010), contemplado por
Fischbein (1987) o D’Amore et al. (2006), denomih@n modelo de collar de puntos.
Este tipo de razonamiento genera problemas, dagl@apuceptualiza el punto como un

circulo, lo que lleva a problemas de comparacidreesiementos geométri3s

® Habitualmente se tiende a considerar que el cardim la unién disjunta es la suma de los cardinale
hecho que en conjuntos infinitos, adn siendo ctarewm aporta informacion.

% por ejemplo, un estudiante que desarrollara ssgmeiento segun este modelo, consideraria un punto y
un circulo como topologicamente iguales.
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Situacion 4

Un profesor propone el siguiente ejercicio en clase

Ordenad por tamarfio los siguientes conjuntos:

a) Numero de estrellas

b) NUumero de granos de arena en la Tierra

c) Numeros naturales {1, 2, 3, 4, 5...}

d) Numero de puntos que caben en un cuadrado denlde lado

e) Numero de células que forman el cuerpo humano

Belmonte, Sierra (2011)

Uno de los alumnos responde: Este ejercicio essihfg en ningln caso soy cap

de contar cuantos hay, asi que todos son infinftas, puedo compararlos.

Situacion 5

Un profesor propone el siguiente ejercicio en clase

Imaginad un namero. Divididlo entre dos. El resdtiadivididlo de nuevo entre dg
y asi sucesivamente. ¢ Qué resultado dara al final?

Un alumno responde:

No se sabe, porque no sabemos cuando parar.

Belmonte, Sierra (2011)

az

Estos dos ejemplos, extraido de Belmonte y Si€@d(), se basan en lo que estos

autores denominaron modelo de indefinicién. Estdatmse asocia a la incapacidad de

abordar la situacion, ya sea de conteo o comparagdonjuntos, con argumentos

del

tipo ‘no se pueden contar porque son infinifgsen casos muy extremos, al hecho de

hacer consideraciones de tipo apeironfarsobre el infinito. En estos dos casos

mostramos dos contextos diferentes, el primerondoios por elementos sujetos a un

conteo, que por su propia naturaleza no puedemfBeitos (granos de arena en

la

Tierra, células en el cuerpo humano), o que hasede (NUmeros naturales, puntos en

un cuadrado), o que estan sujetos a discusionifladnde estrellas).

Situacién 6
Un profesor, en la clase de introduccién a lagseplantea la siguiente cuestion:
Si estoy en un punto, imaginaos que el origen,yuopaso de medio metro, lue

% El infinito ligado a lo que es desconocido o inipkesde conocer.
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uno de un cuarto de metro, otro de un octavo, gEsivamente, ¢ Ddnde acabaré?
Un alumno responde: Pues a ver, profesor, si viadodaauchos pasos, muchos pasos,
por muy pequefios que sean, te pasaras del 1 nepasaras de los 2 metros, y [asi

con cualquier medida, asi que te iras al infinito.

Esta situacidén responde a un tépico sobre el goeo$iencontrado poca literatura de
investigacion en materia didactica, como es la sdenaeries. Este modelo, detectado
por Belmonte (2009), y sobre el que se profundizd@Belmonte y Sierra (2010), esta
ligado a la sistematica designacién de ‘infinit@nw el resultado de la suma de
cualquier cantidad infinita de objetos matemétideste patron de pensamiento esti
ligado a la propiedad arquimediana que afirma @usuma de infinitas cantidades
finitas da un resultado infinito, y que requiere dansideraciéon de elementos ‘no
arquimedianos’ para su contraejemplificacion, get@rén fuera del contexto de los

nameros enteros, de cuyas propiedades se extistadfaksa generalizacion.

Situacion 7
Un alumno, después de una clase sobre teoria flentas) pregunta:
Profesor, yo tengo una duda, a ver, como [0,1) astdado y [Cx) no lo esta

¢entonces en el segundo conjunto hay mas elenmuan el primero, no?

Este ejemplo se gener6 como un posible ejemplondelelo derivado de asociar
acotado a finito y no acotado a infinito (Belmowgt8ierra, 2010). Asi, la comparacién
entre el intervalo unitario y el de los niumerosifpass, podria generar también la
posibilidad de explorar las representaciones delemostracion de la igualdad de
elementos. Igualmente, existia la posibilidad deree la discusién en qué hacer si se
pretende comparar el intervalo [0,1] con los realesitivos, en pos de explorar si el
profesor considera el infinito como un elementcessuja corporeizaciéh (Lakoff y
Nufiez, 2000; Tall, 2004).

Para finalizar la entrevista, se introdujo la d&én del problema de las bolas de tenis
(Dubinsky et al. 2005a, 2005b; Falk 1994; Ely, 20itambién conocido como la
paradoja Littlewood-Ro&%

" Traduccion libre del inglés ‘embodiment’.
% Debido a la primera publicacién en la que surgitlelwood, J.E. (1953)A mathematician’s
miscellany Londres: Methuen.
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Se tiene una cantidad infinitas de pelotas destetantas como numeros
naturales, numeradas segun los propios numerosralas) y tres sacos, A, By C,
estando todas las pelotas en el saco A, y los alogsvacios. A las 12 menos 1 minuto,
se sacan las 2 bolas con mas baja numeracién desé gasan a B. A las 12 menos
medio minuto se pasa la bola con el nUmero masdaj a C. En la siguiente fraccion
(12 menos un cuarto), se pasan las 2 bolas con msmeas bajos de A a B, y en la
siguiente fraccion, la bola con numero mas bajBea C, repitiendo el proceso a las
12 menos la fraccion correspondiente. ¢Cuantas oblay en cada saco a las 127
¢ Cuéles son sus etiquetag@dlis & Koetsier, 1991, p. 18%7).

El objetivo con este problema era observar la s@mudel profesorin situ que
confirmara elementos del analisis que el investigdthbia detectado respecto de la

forma de abordar el profesor el infinito en sitoaess de tipo problematico.

Cuarta sesién de entrevista

Esta ultima sesion esta basada en la discusiofirdeeiones del profesor durante sus

clases que se usaron para aclarar ciertas ideestelen la accion. Todos los extractos
fueron sefialados durante la visualizacion y seeetig para su discusion para terminar
de asegurar la saturacién tedrica tanto acercaatgcimiento matematico, como de

elementos del conocimiento didactico del conterdditemas de esto, el investigador se
fue haciendo consciente durante las tres prime&sierses de entrevista de la necesidad
del entrevistado por discutir situaciones famikarga que muchas de las que se
abordaron provenian de la investigacion, y el paf@bjeto del estudio de caso parecia
sentirse externo a dichas situaciones, tanto matamaaomo didacticas, por lo que se

decidié modificar la cuarta sesion para abarcarasibnes interesantes de su propia

docencia.

Cabe destacar que el lenguaje en el que se redhgitopio guion carece de los
formalismos de los guiones anteriores, ya que @@ psnto de la investigacion,
investigador e investigado discutian en un tono migyendido, y ambos se sentian
comodos con dicho tono, de manera que se deciditaoer un guién artificialmente
formal. Pasamos a continuacion a mostrar el ingniondividido por episodios, con

sus respectivas preguntas. Para su lectura masdegngoeremos indicar que el

% Este problema tiene diferentes variaciones, enidundel elemento de complejidad sobre el que se
desee hacer hincapié. Esta version fue elegidagrarma de las mas sencillas.
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subrayado dentro de algunos episodios servia dedagorio al entrevistador de en qué
punto del extracto se deseaba hacer énfasis, yaguereguntas estaban en negrita a

efectos de separacion por unidades de discusion

P: Si os fijais en esta grafica, en un entorno deltpuen la_cercanialel punto, ya
puedo elegir un intervalo, tal que cada punto détivalo, su imagen siempre es mas

pequefia que la imagenxje

¢Los alumnos aceptan naturalmente eso de la cercafi ¢Por qué usas esa

expresion? ¢Qué inconvenientes crees que tiene? g@rrores crees que puede

=)

inducirse en los alumnos?

P: Pues lo que tendré que hacer primero es derivalivdepara ver cuando vale la

pendiente de la recta igual a cero. Si derivamox-6.6Esa expresion me calcula

todas las pendientes de todas las rectas tangentes

NJ

¢Esa forma de referirse a todas las rectas tangestela entienden los alumnos!

¢Por qué lo dejas ahi y no hablas de todos los pos? ¢Qué ventajas (¢

J

diferencias tiene presentar asi la derivada y no pguntos?

P: Con estos resultados, en x=0 existe un puntoftkxion
A: ¢ Ahora el seis no?

P: Ahora el seis. ¢ Qué numero cogemos?

A: EI 5.

P: EI 5.9 y el 6.1. Habria que coger el 5 coma 9999, que estard muchisimo mas
cerca, que imaginaos que pasa algo raro en el 5 signo nos lo destroza, nos |lo
destroza.

¢Por qué induces el proceso de aproximaciéon de easanera? ¢5.99999...=67

P: Problema de optimizacion: busqueda de una funpi@dra minimizar o maximizar.
Esa funcidon va a depender siempre de uno de lasdpte me dan, una R, una h, una
altura, y [...], sustituyo, derivo, pruebo a ver siverdad que tiene sentido, cotejo |os
valores si los hay, y fuera.
P: Quiere decir, entre todos los triangulos isésselque podamos formar de

perimetro treinta, cual es el de area maxima.

¢Por qué usas esa definicion de optimizacion consl@lumnos? ¢Donde ves él

infinito en la optimizacién?
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P: Os he dicho que L"Hépital se estudia en la cetfaale un punto, en la cercania
a, pero qué pasa si en vez de en la cercania i estudio en la lejania de f, mi
lejos, en el infinito. ¢qué he dicho antes de caanPaEstamos comparando fy g
en la cercania de a me daba el limite, y me dabaedq significaba que s
estabilizaban los valores de f(a) y g(a)

¢ Porqué cercania de a y lejania de f? ¢ Qué signdiesa idea de comparaciéon? ¢,

la de estabilizacién? ¢ Qué definicién de derivadaad a los alumnos?

P: Segundo tipo, decimales periédicos, estos evandel arquito, no? ¢Eso si n
suena, no? Pues esos son unos tipos de decimateegen infinitos decimales,

gue pasa es que esos infinitos decimales se puedérmlar, no se sabe cuantos ha

pero si cuales hay

¢ Siempre los defines asi? ¢ Qué significa que nossde cuantos hay?

DS
o

1y,

P: ¢ Qué era una asintota?

A: Unarecta, que se acerca a un punto pero nali@gocarlo
P: (Niega)

A: Una recta imaginaria

[...Sigue la conversacion]

P: En dos palabras, Ramas infinitas.

¢,De dbénde crees que viene la respuesta del alumng2n qué crees que se bag
para responder eso? ¢Qué validez tiene esa respa@st,Qué significado le das

lo de las "Ramas infinitas"?

b

P: Aqui, la altura de la recta asintética es maypre la altura de la f. Eso signific
gue en el infinito estan muy cerca.

(Segundo fragmento: otro dia)

P: En el infinito, la recta puede llegar a confursdi con la funcién.

¢A qué te refieres con eso de "en el infinito"?

a

P: El de esta recta es un infinito de grado 1.

¢, Como interpretan eso de los grados del infinito foalumnos?

Cuando trabajas la generalizacion de la busqueda dasintotas en fracciones

algebraicas, hablas del residuo (al hacer la divign de los polinomios). ¢Qué e

ese residuo? ¢Qué interpretan tus estudiantes qus?

D
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Vemos en estos extractos una presencia fundamémtalementos que constituyen la
fenomenologia del infinito. Asimismo, se observablesqueda de la saturacion en la
amplia diversidad de elementos de discusion, deleaieentos puramente matematicos,
a elementos derivados de consideraciones sobreosble pensamiento de sus
estudiantes. Los contextos matematicos estan donddos por las sesiones de aula
observadas, de ahi la continua alusion a contegtasionados con la representacion de

funciones, que llevan a consideraciones respecta dierivada.

Técnicas de tratamiento, organizacion, y analisisedla informacion

Una vez mostrado el tipo de estudio y profundizadda naturaleza del proceso de
obtencion de informacién, vamos a profundizar enté&cnicas de tratamiento de la
informacion, centrandonos en la informacién querdguerido de dicho proceso (la
entrevista), para posteriormente abordar el procgganizativo y analitico seguido.

Uniremos estos dos ultimos dado lo coetaneo de suphmcesos, ya que, dentro del
enfoque metodologico adoptado, la organizaciénalisia de datos siguen un proceso

iterativo, como anteriormente se comento.

Tratamiento

El total de datos obtenidos procede de: la obsiEmate las 12 clases, el cuestionario
respondid®’, y las 4 entrevistas personales, que fueron gesben audio. Sin embargo,
no se uso la informacidn en bruto, sino que sededéin forma, de manera que fuera
manejable de cara al analisis posterior.

Como anteriormente comentamos respecto de lasajpalea de las clases, aunque se
dispone de ellas y se transcribieron algunos episptho se hizo una transcripcion
completa para su posterior uso, dada la problemétitstente. Asi, existen autores que
afirman que ha de transcribirse exclusivamentaftamacion necesaria (Strauss, 1987,
citado en Flick 2007) para dar respuesta a la ptegde investigacion, lo cual no
supone una merma en el rigor ni la exhaustividathdevestigacion desarrollada. Sin
embargo, de cara a su posterior uso, se tomaras it campo (Flick, 2007) que
permitieron la localizacion y desarrollo de epissdconcretos que posteriormente se
discutieron. En cuanto al tratamiento de las sesiale entrevistas, se transcribieron

sistematicamente, de forma que no se perdieranidtion, para asi trasladar la realidad

" parcialmente respondido, los elementos no resgosdjue se consideraron interesantes, se abordaron
en la entrevista.
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al texto, haciendo del texto una nueva realidaicKF2007). Posteriormente, en la
transcripcion, se mostrd el texto con el nUmertira asociado a su inicio para que, a
la hora de seleccionar las unidades de informacénfransito de estas a las
transcripciones fuera inmediato y permitieran vobletexto en caso de necesitar volver

a consultar el contexto en el que estas unidadésntéugar.

Organizacion y andlisis de datos

Organizacion y analisis deben ser considerados aommismo apartado y un mismo
momento de la investigacion, ya que, de forma cdilvlpacon la Grounded Theory, se
organizaron los datos en categorias, productordgises de los mismos, que a su vez
se revisaron constantemente hasta alcanzar un gargaturacion en el que no se podia
aportar nada a las mismas, ya completamente dasiniddescritas. Todo este proceso
responde a las caracteristicas del denomiaadébsis de contenidgBardin, 1985).

Pasamos ahora a desarrollar el proceso seguidolgareganizacion de los datos,
especialmente los obtenidos en las entrevistas.aAtés de ahondar en las entrevistas,
tanto la observacion de aula, como las notas dep@atomadas, asi como el
cuestionario, fueron herramientas no solo de s#imaition teorica del investigador,
sino que contribuyeron al desarrollo del instruroede recogida de datos ‘principal’ de
la investigacion, las sesiones de entrevista. &uo} la organizacion de datos que se
hizo sobre ambos fue la extraccion de episodi@ensaintes, detectados ‘in situ’ por el
investigador-observador en la observacion de amlan posteriores revisiones del
material grabado en audio, asi como de respuestasuéstionario que resultaban

sugerentes de cara a su posterior discusion.

En cuanto a las entrevistas, se hizo una primexa@apacion a través del software de
analisis cualitativo MaxQda, en la que, de lasstapciones completas se extrajeron
unidades de significado, a los que se asigno uddicarion simple y corta(Mufioz-
Catalan, 2009) derivada de dandensacion de significadgkvale, 1996) asociados a
diferentes episodios. Asi, estas categorias sdicardn y recodificaron en varias
revisiones que se hicieron a los datos, siguiesd@lgproceso deodificacion abierta

(Holton, 2007), a través deiétodo de comparacién constafte

"t Para mayor informacién sobre el proceso de codifice consultad el apartado ‘Sintesis del proceso’,
de este mismo capitulo
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Todo el conjunto de categorias permitid consegna categorizacion emergente del
conocimiento del profesor objeto del estudio decgae posteriormente se compararia
con el modelo analitico MTSK, por ser este la ppakfuente teorica de la sensibilidad
del autor respecto del conocimiento profesionaton las investigaciones sobre el
conocimiento del infinito, al ser este el otro fotedrico, para determinar las
aportaciones de este estudio. Asi pues, el enfogetedologico adoptado no crea
explicitamente una ‘teoria nueva’, sino que apariarefinamiento a una teoria en
construccion, poseyendo las caracteristicas tadiicas como de novedad que forman

parte del enfoque de la Grounded Theory.

Sintesis del proceso:

Para aportar luz al lector sobre la integracionladeideas de la Grounded Theory
contempladas en el desarrollo y secuenciacion roktgida de este estudio, haremos
un breve analisis de como se usaron a lo largoadaviestigacion las herramientas

propuestas desde este enfoque teorico:

Muestreo tedrico: Encontramos aqui el proceso tkcaén del caso, asi como las
sucesivas aproximaciones a la realidad realizatals, entrevista previa con el profesor
objeto del estudio de caso para determinar si aelasi condiciones que se creyeron
necesarias, el disefio e implementacién del cuestmny el ciclo de disefio,

implementacion y redisefio de la entrevista. Calstadar el reflejo de la naturaleza
procesual y auto-refinada del propio muestreo dmp estudio, en el que se han

modificado los instrumentos segun se obtenian datos

Coadificacion: El proceso de codificacion tiene stlgjo en este estudio en dos etapas
diferentes, la primera en un primer analisis aésadel software de andlisis cualitativo
MaxQdd? codificacién que, a través del agrupamiento pudades de significado,
reflejé diferentes categorias. Durante y tras skgyor analisis, la codificacion se fue
refinando, obteniendo las versiones finales ded#sgorias. Asimismo, en la linea de lo
propuesto por Strauss y Corbin (1990), y postemoms por Bryman (2001), se
pretendi6 desarrollar tres tipos de codificacion:

» Codificacion abiertaPrimer proceso de exploracion de los datos, coacpm,

conceptualizacién y categorizacion de los datosa(Ss & Corbin, 1990) que

"2 3obre el que se desarrollara en préximos apartados
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posteriormente permitiria la agrupacion de los sl&io categorias. Este proceso
tuvo lugar tanto durante el proceso de obtenciédaties, con el ‘andlisis in situ’,
como durante el analisis central. En esta investiga una vez obtenidos los
datos de cada entrevista, se hizo una primeraicadibn, atendiendo a elementos
de la discusién que reflejaran reflexiones sobremehtos similares. Asi,
generamos una primera coleccion de categoriagpagieriormente se refinarian

Caodificacion Axial o TransversalAnalisis de los datos, obviando las categorias

ya propuestas, para encontrar relaciones entrgaréds. Esta codificacion se
realizo para abrir la posibilidad de que variaslaie codificaciones generadas
durante la codificacion abierta pudieran integragse una sola. Durante las
conclusiones estableceremos algunas generalizacigusibles acerca de
relaciones entre las categorias propuestas, paneed hecho de mostrar su
inmersion en varios de los subdominios del modela@ahocimiento profesional

usado

Codificacion SelectivaEsta es la parte central del proceso codificaaitdisis
del enfoque metodologico de la Grounded Theorgrigd a la seleccion de las
categorias nucleares, relacionandolas con otreegadhs para comprobar la
pertinencia de la existencia de varias catego8aaifus & Corbin, 1990). En esta
investigacion, este proceso ha tenido lugar trasdanizacion de los datos en una
primera seleccion de categorias, momento en ¢lseugefind dicha seleccion y
modific6 en funcion de los sucesivos analisis, qlieron lugar a nuevas

codificaciones.

Saturacion tedrica: Este proceso engloba dos fésda investigacion, la codificacion

(legando un punto en el que no se contempla labiidad de posteriores

refinamientos) y la obtencion de datos (implicaridosuficiencia de los datos

recolectados para dar consistencia a las cateyosigsiendo a Bryman (2001).

Ciertos autores asignan a una cantidad de hora® (20 y 30) de recoleccion de

datos la cuasi-certeza de llegar a un punto deasibnm de datos (Noerager-Stern,

2007). En este estudio se observaron 12 periodctivde de 60 minutos y

desarrollaron 4 entrevistas de hora y media, sumandotal de 18 horas, en las que
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tanto lasensibilidad teérica(Holton, 2007) del investigaddr como la opinién de

terceros investigador€sconfirmé el momento de saturacion tedrica.

Método de comparacion constante: Este proceso| gneedesde nuestra perspectiva
radica gran parte de la esencia del enfoque dertainded Theory, supone una
permanente conexion entre las conceptualizaciomesgentes y los datos, de manera
gue la relacion entre los conceptos emergentes gali@gorias que engloban a los datos
no se pierda. Esta consciencia de la necesidadmsante comparacion existio a lo
largo de todo el analisis y la recoleccion de lats, dando su fruto a la vez en forma
de categorias refinadas, mostradas a traves dactwdrseleccionados de forma que
resultaran lo mas potentes posible. El uso de esdo estd en la linea de la
triangulacion teodrica (Flick, 2007), no tanto per &proximacion a los datos con
diferentes perspectivas previas en mente, sinocposiderar todas las perspectivas

posibles que emergen de los propios datos

3 Entendida como la habilidad de generar conceppzstir de los datos y relacionarlos con los moslelo
existentes en la teoria (Glaser 1978, 1992).
™ Que asegura la triangulacién por investigadomsa énea de lo propuesto por Flick (2007).
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Capitulo 3: Andalisis de Datos
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Andlisis de Datos

Introduccion

Este capitulo estd destinado a mostrar el esfuarabtico realizado, para profundizar
en la comprension del objeto de estudio, el conecita del infinito que posee un
profesor como docente. Asi, mostraremos un anaisi®el que se ha realizado un
esfuerzo significativo para que el marco tedricadas no fuera un elemento que
constrifiera y guiara la investigacién en un sentidocreto, sino que permitiera una
vision mas amplia del objeto de estudio, dotandowadstigador desensibilidad tedrica,

permitiendo la emergencia de diferentes categat@acuerdo al enfoque metodoldgico

usado.

Del andlisis de los datos recogidos a través detrbss instrumentos, cuestionario,
observacién de aula, y especialmente, las entasyisin las que se discutieron tanto
algunas respuestas del cuestionario, como extratdok actividad en el aula del
profesor, surgen multitud de categorias, o nuckeomsaticos en los que podemos
agrupar los datos. Asi, pasaremos ahora a descada una de las categorias que
surgen del analisis, exponiendo ejemplos sobremteaido de estas, para asi dotarlas
de significado, contenido, y utilidad de cara astpdor analisis comparativo con el
modelo MTSK. Es necesario recalcar que lo que sguhostrara es la descripcion de
las categorias que emergen, no el proceso anaggaido, sino el propio contenido de
las categorias. Estas categorias se mostraranselatpies, aquellas relacionadas con
el conocimiento pedagdgico del contenido (Shulm@861 1987) concretado para el
caso del infinito, y las relacionadas con el inéintcomo constructo matematico. Esta
separacion se hace a efectos organizativos, eidalpor el analisis que posteriormente
se hara de las categorias, que podra contemplarst @pitulo siguiente. Creemos
necesario también un primer punto de contextuabmacdel profesor a través del
analisis de sus respuestas al cuestionario de pcooes sobre ensefianza y
aprendizaje, que ayudaran al lector a comprendgrr@fesor como docente, para
posteriormente profundizar a través de las cataga@mergentes en el profesor como
conocedor del infinito. Algunos aspectos actituldisay ligados a las creencias del
profesor acerca del infinito se desarrollaran denfointegrada en las categorias de

conocimiento.

Para una comprension completa de la codificaciG@adaisel sistema seguido es el

siguiente: Cuando la referencia provenga del cwemtio, usaremos la notacion
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C.n.m.a, donde la C indica que el extracto provigelecuestionario, la n serq 1 si se
refiere a la primera parte del mismo, relativa & deeencias, o0 2 si se refiere a la
segunda, relativa al conocimiento y concepcionescacdel infinito, y m.a indicara la
respuesta a la pregunta numero m, con el apartdddaamisma, asi, el extracto C.1.1.a
indicara un extracto del cuestionario, en la prangarte del mismo, siendo la respuesta
a la pregunta la. En cuanto a las referencias dentieevista, no usaremos una
codificacion tan sintética como la del cuestionapor motivos practicos, sino que
simplemente indicaremos en cual de las entreviaiasle encontrarse el extracto y la
pagina, de la transcripcion de dicha entrevistaddose puede encontrar el extracto.
Asimismo, creemos necesario explicitar que algul®kos extractos han sido refinados
en su presentacion en este capitulo, ya que, al t&rguaje usado informal, en muchas
ocasiones la transcripcion seria dificil de entersite dicho refinamiento. Un ejemplo
del refinamiento realizado seria eliminar reitavaes que el profesor hacia para
enfatizar su respuesta (e.g. el profesor respomolentb, no, no’a una pregunta, y en el
extracto explicito usamd®o”), o indicar los elementos que el profesor sefakibre

el papel (e.g. el profesor indicadmo esto de aquj’en el extracto aparecedmo en el
grafico de la funcioh En los extractos en los que el lenguaje es eitpthente
analizado, se ha reducido dicho refinamiento alimmn También numeraremos los
extractos de cada categoria, afiadiendo al fin&idges de dicha categoria, y en caso de
ser necesario, entre paréntesis, la sigla de lecatagoria. Un ejemplo puede ser:
Extracto 4-L.C., que indicard que es el cuarto asttr mostrado de la categoria
“Localizacion de Curso”.
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Contextualizacion del profesor

Analizar el conocimiento del profesor objeto detudi® de caso conllevd en este
estudio conocer al profesor como docente, al iqual como persona que se relaciona
con el infinito. Para entender los aspectos ralata creencias y concepciones sobre la
matematica, su construccion, y la forma en queebe dprender y ensefar la misma,
recurrimos a una version en forma de cuestionabi@ri@ del instrumento de
concepciones de Carrillo (1998) Asi, creemos que para que el lector de este
documento adquiera una consciencia completa den gsg como docente, Aaron, es
positivo aportar un sucinto andlisis de los aspedigados a las creencias y las
concepciones. En este apartado no aportaremosisitia explicita sobre las creencias
acerca del infinito como concepto matematico ingacen los procesos de ensefanza y
aprendizaje, ya que estaran incluidas en las catesgemergentes que desarrollaremos
posteriormente.

Las respuestas del cuestionario sobre concepcimogepermiten indagar en la vision
del profesor acerca de qué es la matematica pasabbjetivos y como se construye,
asi como sobre la finalidad de la educacion, costa ba de desarrollarse, y como
deben ser los procesos de ensefianza aprendizajec&sario, antes de esto, entender
gue analizamos s6lo sus declaraciones en el cnagtipya que él mismo afirma que al
ser su centro uno de Educacion Compensatoria (oasigmnas disciplinarios graves
entre el alumnado), el desarrollo de su docencigeseondicionado. Sobre su papel
como profesor, Aarén afirmaCteo que la funcidn principal es la de un guiajtizvdo

al alumnado a investigar y construir su propio ampdezaj€ [C.1.1a], mostrando rasgos
investigativos. Esto induce la idea de profesor @@nompariante en el proceso de
aprendizaje, con lo cual los procesos de interaccan el alumnado cobran mayor
importancia, con lo que el profesor coincide, afindo que fb ideal sera construir una
relacion de profesor-tutor-consultor, para que durano no se sienta un mero
espectaddr[C.1.1.b], aunque en cuanto a la forma de coirséiga relacion, hace uso
del principio pedagdgico clasico “nunca sonreireanle Navidad”, declarando que
“siempre intento ser una especie de ‘ogro distardgk’inicio de curso, e ir
transformandome poco a poco en una persona masreosiple y cercaria[C.1.1.b].
Asimismo, afirma treo que debo ser un expositor de contenidos esigieayudar al

alumnado a que su aprendizaje vaya poco a pocorgedese, a través de minutos de

S Ver capitulo de Metodologia para mas informacion.
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trabajo individual en clase[C.1.3.b]. Esa labor de expositor de contenidagestra
cierto rasgo ligado a la tendencia tradicional,centraste con la anterior afirmacién
ligada a la tendencia investigativa. Creemos quisteeyn gran impacto del contexto del
centro en el profesor, que prioriza en gran medsjeectos relativos a la adquisicion de
valores, dejandose guiar por el plan de centrandétuto, que antepone dichos valores
a la educacion disciplinar. Asimismo, en las clasdas que el investigador accedid
como espectador, se observaron rasgos atribuiliegran medida al modelo de
ensefianza tradicional, como paactica repetitiva, un programa rigido prescripiiv
(Carrillo y Contreras 1998, p. 154), mientras queceanto al papel del alumnado se
mostré cercano al modelo tecnoldgico, dejando whab el papel de s&l principal
responsable de la transferencia de conocimientoreymoductor e imitadgrque debe
creer en lo que el profesor expli¢hpid, p. 155). En lo que concierne a su propipgba
observamos que era un profesor que fundamentalmsentencentraba en explicar los
procesos, para que sus alumnos lo imitaran. Asisideramos que existe una gran
diferencia entre las concepciones que Aaron degléaa que pudimos observar durante
las clases, ya que él mismo declara en el cuesiogae en su centdas matematicas
pasan a un segundo o tercer plano, [el]objetivo es quepalgan siendo "siendo
personas hechas y derechd€'.1.6]. Asi, entendemos que el centro en el qasi
imparte su docencia condiciona y probablementetdifo que él quisiera hacer en
cuanto a metodologias de ensefianza y responsaiditiziel alumnado en la ensefianza

y aprendizaje de las matematicas se refiere.
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Categorias relacionadas ‘a priori’ con el PCK

Dentro de lo que Lee Shulman denomPédagogical Content Knowledgemergen
varias categorias, relacionadas con Fasniias de hacer el contenido comprensible a
otros” (Shulman, 1986, p.9), focalizandolashater comprensibléanto el concepto de
infinito como los objetos matematicos que consétuysu fenomenologia. Las
categorias que emergen de esta investigacion saalizacién de curso, Pensamiento y
acciones de los alumnos, Lenguaje, Explicitaciorgjgmplos de Ensefianza. Todas
estan encuadradas dentro de lo que Shulman den®&@iKgsalvo la relacionada con la
localizacion de curso, centrada en lo que este dettomind Conocimiento Curricular,
pero que en posteriores reformulaciones se ha demasio parte del conocimiento
didactico del contenido (e.g. Ball, et al., 200&r@lo, Climent, Contreras & Mufioz-
Catalan, 2013). La categoria sobre el pensamiergocipnes de los alumnos nos da
informacion sobre cémo el profesor prevé o recugua un alumno actie o pueda
actuar. La consideracion del alumno como agenfeoaeh el proceso educativo, y la
necesidad del profesor de comprender como pieas#iq el alumno forma parte de lo
gue necesita para hacer del contenido dtgomprensible” a dicho estudiante. En
cuanto a la categoria de Lenguaje, desde nuestspgotiva, constituye una parte
relevante de lasformas”, ya que existen mdltiples estudios (e.g. Belmog@€9;
Lakoff & Nufiez, 2000), que muestran que la compéndel concepto de infinito por
parte de los alumnos va ligada a cierto uso debwdado en relacion a aspectos de los
procesos infinitos. Las categorias Explicitacidgjgmplos de ensefianza, muy cercanas
entre ellas, hacen referencia a situaciones enqles el profesor recuerda haber
explicado el significado o el uso del conceptordmito a sus alumnos, o a hipotéticas
actuaciones que el profesor manifiesta poder segué abordar conceptos relacionados
con el infinito, a través del planteamiento de dauwnes o reformulaciones de

experiencias vividas en el aula.
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Localizacion de Curso (LC)

El infinito no esta explicito en el curriculo espaiomo tema y, por tanto, no tiene
sentido pensar en un conocimiento relativo al itdinelacionado con dicho curriculo.
Sin embargo, el profesor objeto del estudio de d¢azo multiples consideraciones
sobre la conveniencia de un abordaje con mayorronpEeso de la nocién de infinito
en diferentes cursos, basado en las intencioneslguefesor interpreta que el curriculo
tiene en cada uno de estos cursos. Por ejempiguiesdo un recorrido cronoldgico,

Aaron, cuestionado sobre con qué concepto es@aréo el infinito, responde:

Extracto 1-LC
“Cuando se empieza a ver simplemente los nimerosaled en 1°, ya se da...el infinito
gueda ahi latente. Los numeros naturales, 1,2,3stahifinito, no se suele decir infinitp,
pero si se deja ahi y el infinito, pues se pueaait

[Entrevista 1, p.1]

Esta reflexibn muestra la esencia de la naturalezia categoria, asi como el caracter
transversal del infinito a la matematica escolasetundaria. El profesor es consciente
de dicho caracter transversal y, ya desde el proueso, en el que las nociones de
numeracion existen como base para el contenidactie durso, detecta la presencia del
infinito en los contenidos. Ademas, en esa conaaié@n relativa a cOmo aparece,
muestra su propia construccion mental (0 una qeptada en dicho curso), de la

nocion de infinito en relacion con la generaciomdmeros.

Ademas, la imagen que tiene el profesor del dd&arcarricular, no solo le permite
asignar a un contenido un curso, sino evaluar laeremcia de discutir ciertos
contenidos que posiblemente requiriesen la neaksiga explicitar el infinito, con

argumentos basados en el curso en el que se aitdesdusion. El profesor, a una
pregunta sobre la comparacién de la cantidad deogute N y R en cuarto de ESO,

afirma:

Extracto 2-LC
“En este caso seria interesante a lo mejor debaéroclase. En este caso si. Y... estaba
pensando cédmo desarrollarlo, ¢vale? Por eso meusglgdo pensando. Si seria interesgnte
porque ya lo estas diciendo en 4° de la ESO. Varggponer que es la opcion de ciencias,
¢vale? [...] Donde se empiezan a ver las sucesi@mences si seria l6gico, no conveniente,

pero si l6gico aclarar la duda[Entrevista 3, p.9]
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Independientemente de la nocién de conveniencia, djscutiremos en siguientes
apartados, relacionada con la actitud del profeaoia explicitar la nocion de infinito,
Aaron afirma que es un curso en el que si ser@ictd aclararlo, siendo un curso que
permite dar respuesta a este punto. Las herramidetéas que tendria que usar son las
gue le permitan hacer conscientes a sus estudid@tiesdiferencia de los cardinales de
los naturales y los reales, llevandole a un discars el que el infinito deberia ser
inevitablemente explicito. Esta explicitacion, que aparece de forma evidente en el
anterior extracto, si se hace patente en el sitgji@m el que, al discutir qué topicos
estan presentes en el curriculo que tengan queowveel curriculo de cuarto de ESO,

afirma:

Extracto 3-LC
“[...] sucesiones también a partir de 4°, cuando rsgan los términos, los infinitos térmings
de una sucesion que no acaba nunca, y en bachilgraes...yo que sé, en relacion| al
infinito, pues, (resopla), ya es muy explicito.

&Y qué se les dice?

02

Ya se habla del infinito. Cuando hay limites seliexmué es el infinito y qué significa
limite en el infinito.”

[Entrevista 1. p.4]

En este extracto, como hemos dicho, el profesoistraigue a partir de cuarto curso de
secundaria ya no soélo el infinito existe de form@ente en los contenidos curriculares,
sino que él mismo explica a sus alumnos qué edigitdo y qué significa en el contexto
de los limites. Esta consideracion no es ya purteranricular, sino cercana a lo que él
considera necesario para entender los topicos ueah en los documentos
curriculares. Asi pues, el hecho de que el infimtosea explicito en el curriculo no
evita reflexiones sobre dicha secuenciacién cueicgue obligan al profesor a

explicitarlo.

Como parte del cuestionario sobre la cognicioniufahito, se pidié al profesor que
elaborara un mapa conceptual con el infinito eoealro, relacionando conceptos que
estuvieran presentes en secundaria, con el firstigliar las conexiones que establecia
entre diferentes elementos curriculares desdeladige con el infinito. El resultado,
diferente en forma y contenido de lo esperado, pesite sin embargo abordar el

conocimiento que posee el profesor sobre el cursel gue se aborda cada concepto,
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puesto que lo que el profesor produjo fue una tistaonceptos asociados a cada curso
gue bajo su optica tenian relacion con el infifgo.disefio fue:

Figura 15: Mapa Conceptual desarrollado por Aarén

En este disefio no solo podemos ver que el profasorce ampliamente multitud de
tépicos relacionados con el infinito, sino que ademes capaz de secuenciarlos por
cursos. De igual manera, de los topicos que muesteagen diferentes significados del
infinito, lo que nos lleva al caracter polisémicel dnfinito, y a los grados de
profundidad en la reflexion del profesor sobre diclyrados de profundidad. Esto es
muy evidente al seleccionar varios ejemplos dentaeeista que se hizo al profesor

sobre esta lista:
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Respecto de los nimeros primos (1° de ESO):

Extracto 4-LC
“Cuando en 1° de la ESO, bueno, en 1° y 2° se @smdimeros primos, sé que hay infinitos
ndmeros primos, pero que los nimeros no se pueal@arc no terminan, ¢svale? Y en|la
palabra no terminar ya va implicito ahi el infinito
[Entrevista 2.1, p.2]

Respecto de 0X=(° de ESO):

Extracto 5-LC
“Qué numero por cero me da cero, todos dicen ‘ee®d 1° de la ESO, ¢vale? [...] Y les digo:
‘infinitos’.”

[Entrevista 2.1, p.3]

Respecto de la simetria (3° ESO):

Extracto 6-LC

“Hay ejercicios de juegos de espejos, que los tegge traer para el tercer trimestre

A1%

[Explica el ejemplo, consistente en oponer varigges sobre una superficie con figuras
dibujadas, generando figuras geométricas por dims¢igCuantas lineas hay? Muchisimas,
casi infinitas”

[Entrevista 2.1, p.7]

Estos tres ejemplos diferentes muestran como déswo explicita reflexiones sobre

cy el 1? ¢y el 2?.y el 3?, por tanto ¢ Cuantos ealdracen que eso sea 0? Y todos dicen

como el infinito surge de diferentes conceptos leses, estableciendo reflexiones de

diversa indole, pero todas intimamente relacionad@s un momento curricular

determinado. En el primer extracto, en relaciéeadcepto en si y al significado del

infinito en ese curso para ese concepto. En elnslegen el mismo curso, recurre a un

error habitual y a su forma trabajar dicho errasn el objetivo de entender la

indeterminacién, que tiene como resultado un itdiexplicitado a los alumnos. Y en el

tercero, cOmo induce, con juegos de simetriasvadrde espejos, la idea de que se ven

‘infinitas rectas’.

128



Conocimiento Especializado del Profesor de Materaatacerca del Infinito

Extracto 7-LC

: ¢ T explicas la densidad a los alumnos de 4°?

: Normalmente se puede, se explica en 3°

¢En 3°?

: Si, en 3° cuando se dan todos los conjuntos noose se suele explicar.

'Y ¢,Como se les explica, con los agujeros?

T mMm U Mmoo m

: Con los agujeros. No se les dice densidad ngdeni infinito pero... Si con los agujeros.
Siempre podemos encontrar uno en medio, un agujeraje podemos colocar.
[Entrevista 1, p.15]

En la linea de los tres episodios anteriores, egstodio muestra como el profesor, en
vista del conocimiento que entiende que un alume8°de E.S.O. puede abarcar, usa
un significado concreto de la densidad, desde umtopde vista informal para dar

sentido a dicho concepto.

Hemos mostrado que el profesor posee un conocimjaafundo del curriculo en lo
que al infinito se refiere, en este caso a trav@sod elementos que constituyen su
fenomenologia, localizando el curso en el que ssarddlan, y las capacidades

esperadas en los alumnos que se sitian en dicko. cur

Pensamiento y acciones de alumnos (PAA)

Es esperable que un profesor conozca a sus aluesmesialmente la forma de pensar
y actuar que tienen. Esta categoria hace referahci@anocimiento del profesor acerca
de como sus alumnos abordaran tépicos relacioneao®l infinito, ya sea desde un

plano cognitivo 0 en un abordaje practico en prolke 0 ejercicios. En el caso de esta
investigacion, la mayoria de las evidencias quego®s muestran como el profesor
prevé la forma en que discurrird el razonamientdodeestudiantes. En el siguiente

extracto mostramos una combinacion de conocimitanto de aspectos ligados a lo

cognitivo en los estudiantes, como a aspectos gueearnen a su practica:

Extracto 1-PAA
“Muchas de las manias que tienen es la calculadgraale? Entonces, le queda un numero
partido por 0O, entonces [...] yo siempre digo que tpse eso no existe. ESo no existe, ¢vale?
“no, es que es infinito”, “es que sale una E”, ;8&lY se les explica que realmente que|eso
no existe, ese valor no existe. Pero, después cusadelaciona con el infinito de... con los

limites y demas, pues si les choca un poco que y@ecosa no existiera y para otra fugra
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infinito, o se estudia”

[Entrevista 1. p.4]

En este caso el profesor prevé el uso practica @altuladora y cdmo sus estudiantes
la usaran para abordar situaciones relacionadasecanfinito. Ademas, aparte de
conocer la calculadora como recurso y una de lasa® en las que permite abordar el
infinito (en lo que profundizaremos en siguientategorias] el profesor prevé la forma
en gue entenderan los alumnos la situacion quejaelh calculadora, sabiendo que
algunos asociaran esa E al hecho (incorrecto) de dipidir por cero es infinito.
Ademas de esto, es consciente de que en cursosiosepe el haberles dicho
previamente que es imposible dividir por cero Itdva un conflicto a los estudiantes
con los limites en los que el denominador tiendzer®, donde vuelve a aparecer el

infinito.

En general, las declaraciones de este profesor mestnran un conocimiento tan
ampliamente razonado, sino que, en muchos casasyeea la generalizacion de sus
experiencias con los estudiantes. Tras pregunfaolela relacion de la notacién

cientifica con el infinito, afirma:

Extracto 2-PAA
“P: Con los numeros muy negativos y muy positivos. d3orlo he puesto. Lo tipico. lLa
notacion cientifica, los ejemplos que se poneristancia de la Tierra al Sol, 10 elevadg a
11, es que es un nimero muy grande, muy grandegrangle, asi que casi infinito, asi muy
grande.

E: Ellos te dicen lo de muy grande, casi infinito...

P: Muy grande, muy grande, muy grande, “Maestrogpeso es... muy grande”
E: vale.

P: Y siempre, de vez en cuando saltan con infinito.

[Entrevista 2.1, p.6]

En este extracto el profesor muestra la generabzaque hace, basandose en su
experiencia, de las declaraciones de los alumnesurk extracto que nos parece
interesante porque el profesor, independientenamtia existencia o no de la relacion
de la notacion cientifica con el infinito, defiendeforma de pensar que poseen los
alumnos, asociando al concepto de infinito el $icgdlo de ‘numero grande’, hecho

ampliamente descrito en la literatura de invest@acEste ejercicio de revision del
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significado que el profesor sabe que los estudsgmieden construir acerca del infinito,

no se limita al significado de ‘nimero grande’osijue se amplia a otros:

Extracto 3-PAA
“Por ejemplo: imaginate, en lo de los 6rdenes adinito, ¢vale? Un polinomio partido pq

=

una exponencial limite cuando tiende infinito, em® ¢Por qué el de abajo es mucho mas
grande que el de arriba? Pues... ¢Por qué sale ceo@ €ues... si son infinitos ¢Como| se
puede medir?”

[Entrevista 1, p.12]

En este extracto, el profesor simula preguntaslagiestudiantes podrian hacer acerca
del funcionamiento de los érdenes del infinito]Jejehdo conocimiento informal sobre
como la diferencia en los “tamafios” de los difegsnnfinitos supone un obstaculo a
nivel epistemologico para los estudiantes, basado ek modelo intuitivo de
aplanamiento (o infinito igual a infinito).

Un punto interesante a considerar es el conocimidatAarén acerca de los errores
tipicos de los estudiantes, y su justificacion emede los motivos por los que los
estudiantes desarrollan los razonamientos erréndéosjemplo lo encontramos en el

extracto a continuacion:

Extracto 4-PAA
P: [Lee una cuestion de la entrevistafd lineas rectas no siempre se cortan en un mj|smo
punto, ¢verdad? dice el profesor. [...]JEI alumno: eéege del tamafo de...” Hostia, el
teorema del punto gordo! [...] El teorema del puntodp, ¢eso quién lo decia en la carrera?
El teorema del punto gordo, jay! Lo voy a leer otiez, me ha hecho gracia. “depende del
tamano del punto...” claro depende de lo lejos tpumires, ¢no?
E: Claro.

P: Depende lo lejos que esté. Si esta muy lejog,lejos, muy lejos esos tres puntos pues se
pueden convertir en uno. A ver, pongadmonos enaé@inavenga. Venga, légicamente no, ¢es
correcta la respuesta del alumno? Si, yo le dinie gi. Si estas muy lejos, muy lejos, muy
lejos, muy lejos esos tres puntos pueden conveginsuno
E: Tienes que hacer constar siempre...

P: Visualmente, visualmente. Visualmente. ;coémesayee ha construido ese razonamierjto?
Pues, pensando asi, l6gicamente. Si tu pintas atoyordo y los tres caen en ese mismo...
creo, el razonamiento lo ha construido asi, cregle? ¢como crees que estan pasandp la
situacion los estudiantes? Pues, asi.
[Entrevista 3, p.10]
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En esta ocasion, el profesor identifica el reswltaddiscutir como un resultado que
conoce como anécdota que se encontré en su form@midbablemente como ejemplo
de razonamiento incorrecto). Mas alla de dicho conento del resultado, recrea y
justifica la construccion del alumno de dicho raaorento afirmando que la respuesta
del alumno es correcta, y justificanddlsl estas muy lejos, muy lejos, muy lejos, muy
lejos, esos tres puntos pueden convertirse en unvjsualmente" Asi, identifica el
motivo del error del alumno basandose en una pogitberpretacion de la situacion.
Ademas, llega un punto en el que, pese a habenado que el resultado es incorrecto,
afirma que le diria al alumno que es correcto, ya puede suceder que el alumno haya
construido su razonamiento en base a argumentaaless que él daria por validos
(entraremos en la correccion matematica de estacgiin en apartados posteriores).
Este extracto, ademas, da informacion de comoreamiento del profesor acerca de
coémo sus estudiantes aprenden conceptos esta rrgime relacionado con el infinito.
En este caso Aaron identifica el error pero aceptao valido que el cambio de escala
gue puede suponer el hecho de estauy lejos, muy lejos, muy lejos, muy léjmsede

resultar en que los puntos estén muy cerca, higgtant® de convertirse en uno solo.

En la misma linea, relacionada con los errorediguiiades habituales de los alumnos,

tenemos el siguiente extracto:

Extracto 5-PAA
“De hecho, haciendo memoria... a ver, algo tan cotwrasi no, pero si, si les plantea
dudas..., por ejemplo, no eso, pero te puedo dectasn parecido que si me ha pasado| de
decirles que... en el intervalo 0-1, pues hay irdgmmumeros, ¢no? ¢Vale? Y... no lo, no...
eso pues no lo entienden. Como en un conjunto deaatre 0 y 1 que es asi cuando tu lo
dibujas, eso: “si es un trozo asi, ¢como hay itdminimeros ahi dentro metidos?” algo| si
me ha parecido, me ha pasado como eso, por ejemplo”

[Entrevista 3, p.3]

Aqui el profesor muestra conocimiento informal pgehcipio holistico de Aristételes
“el todo es mayor que sus partes/ de como su aplicacion en las matematicas
escolares lleva a puntos contradictorios al estieliaya que €l mismo afirma que los
estudiantes no entienden como en un intervalo,adoopor naturaleza, puede haber
infinitos niumeros (y de hecho la misma cantidad lggng en R). Ademas, afirma que

este episodio forma parte de sus experiencias,oheaimpatible con la definicion de

132



Conocimiento Especializado del Profesor de Materaatacerca del Infinito

conocimiento profesional de Schoenfeld (2010) cg@mos en esta investigacion, y que
le permitir4 adelantar esta misma dificultad ea®situaciones.

Un dultimo episodio que muestra el conocimiento gebfesor acerca de como

construyen sus estudiantes el significado de cdosaplativos al infinito, en especial

el de limite en el infinito de funciones y el siigado de la convergencia de dicho
limite, es el siguiente, contextualizado en lauks@n de la sucesion definida por partes
An= {0 si n par, 1/n si n impar}:

Extracto 6-PAA
P: Pero tu les, cudl, a ver, yo cuando lo planf&b limite] asi en la cercania, nadie me
dice:"oye, que esto puede ser aqui o puede s€r giale? Todos se acercan a que cercg es

muy proximo a, casi pegado, ¢vale?

[Entrevista 4, p.2]

En este extracto el profesor establece que peseqaenir esta sucesion una
consideracion "especial”, por parte de los alummbsha consideracion no se da,
insistiendo en la construccién que él mismo hadesideificado de convergencia, que
veremos en posteriores apartados que define coramd'cde”, siendo aceptada

intuitivamente por sus alumnos.

Sin embargo, no vamos a enfocar esta categoriassxamente en el conocimiento de
errores, sino que deducimos que Aardn conoce tambpiéntos fuertes en el
razonamiento de sus estudiantes, en los que nensiexler dificultades para razonar. El
siguiente ejemplo surgi6 a raiz de la discusiomestds figuras de revolucion:
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Extracto 7-PAA

“E: ¢Ellos son capaces de imaginar, yo que ségsfera?
P: Si.

E: Las circunferencias, como si fueran los meridsn
P: Los meridianos.

E: No solamente como una cantidad discreta, digasios esa continuidad, la densidad due
tienen... eso, tU crees que son capaces de verlo.y de
P: No sé si son capaces de verlo pero, por ejengsa,situacion que te he dicho que dicen
gue son infinitas porque se van pegando, que ndhbago, ya lo estd demostrando, ¢no? En
realidad.

E: No te van a decir por la densidad de R...

P: No, no, no.

E: Pero si eso de decir, tengo dos rectas y engdiorpuede haber otra y asi...
P: Pero ellos tienen claro que cuando tu rellenagguedan huecos.

E: No, no quedan huecos, o sea, que digamos qusutgacente la idea de...densidad, ¢ro?

P: Si, ademas si tienes ocasion de hacerlo, deuptego en alguna clase, preguntalo, y te|lo
dicen. Te dicen: “oye, ¢si esto empiezo a rotarkeysupone que sale una esfera se rellena
automéaticamente?” “si, si, se rellena” “¢ Puede gaethueco?” “no”.

[Entrevista 2.1, p.9]

Este extracto de entrevista da informacion en saagpectos, respecto del conocimiento
del profesor acerca de sus alumnos. En primer Jludarinformacion acerca del
desconocimiento declarado del profesor acerca deoc8ucede el proceso de
visualizacion de los cuerpos generados por revatudtl mismo afirma que no sabe si
lo ven 0 no, y recurre a su propio conocimientotdpico mateméatico para afirmar que
la situacion“lo esta demostrando” Ademas de esto, probablemente por el origen
preeminentemente experiencial de su conocimieritona que no supone dificultad
ninguna para los alumnos entender que la esfereelle@a”, no habiendo espacio entre
dos lineas cualesquiera, es decir, que entiendéogudumnos aceptan de forma visual
la densidad de la misma esfera. Surge, por taatalutla de la estabilidad de este
conocimiento, y de cdmo se veria modificado si atrapa un alumno que tuviera una

dificultad en relacién a este tema.

Ademas de diferentes errores y fortalezas, el poofes capaz de recrear el proceso de

ensefianza-aprendizaje y sobre coémo la comprensitos éstudiantes se va ampliando:
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Extracto 8-PAA
“Qué namero por cero me da cero, todos dicen ‘eed 1° de la ESO, ¢vale? [...] Y les digo:
¢y el 1?2¢y el 2?4y el 3?, por tanto ¢Cuantos valti@en que eso sea 0? Y todos djcen
‘infinitos’.”
[Entrevista 2.1, p.3]

Este fragmento, anteriormente mostrado para calsid@mes de tipo curricular,
muestra como el profesor es consciente de las esigsuque posiblemente daran sus
estudiantes a una secuencia de preguntas, destiradaacerles comprender el
significado de variable, subyacente a la considi@nade la indeterminacion planteada.
Ademas, pretende generar en sus estudiantes rdegpsnsamiento generalizador, a
través de darles una secuencia de numeros que awroj@rta propiedad (la de ser
solucion a la ecuacion). Esta caracteristica, mi@sla consideraciones derivadas de la
ensefianza, que abordaremos en siguientes categoftama de que el profesor no
solo ha construido una imagen de lo que los esttetigpueden responder, sino también
una estructura mental de como discurre el aprejediteaciertas nociones ligadas a la de

infinito.

Asimismo, una categoria de la que no disponemasag@dn de informacion, pero si
indicios de que podria existir, es el conocimianie el profesor pudiera tener acerca de
como cada alumno concreto interacciona con loseodds relacionados con el
infinito, en particular este extracto surge al pre¢arle al profesor un episodio de su

propia docencia en el que un estudiante argumertdagecta asintética "se mueve™:
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Extracto 9-PAA
P: Pero es que, bueno, para empezar, sé que etéeee el que responde primero siemj
qgue es Fernando. Y yo no sé que le puede pasalapmabeza, pero normalmente sue
contestar lo que les viene por la cabeza. Ni saparpensar.

E: Pero, en realidad como definicion, o sea, altfaehay como decir que la recta esta [
ahi...

P: Si, que no llega a tocarla, en fin, que esta oerga, y, en fin, si.

E: Pero esta mas visto como algo que le suenampgna o...

P: Si, pero es que...

E: Que él lo entiende asi, ¢no?

P: Pero es que dice una recta que se acerca a wmop@® sea que la que se mueve e
recta.

E: Exactamente.

P: ¢Vale? Que, en fin. Que si atina en lo de lxaeta, que esta muy cerca pero que ng

tocan, pero esta moviendo la recta, ¢no?

hre,

en

hor

s la

D Se

[Entrevista 4, p.15]

Vemos aqui como el profesor identifica al alumnoe gargumenta, desde

conocimiento de la forma de actuar de Fernandol eule, y luego reconstruye

su

su

proceso de acercamiento a la conclusion que fimgbneste alumno elabora, valorando

ademas el acierto del alumno en cuanto al ideatifecnocion de cercania.

Finalmente, hay un extracto que nos parece espemigéd relevante:

Extracto 9-PAA

E: Los granos de arena, ¢,como les dirias, cOmplesien contar? Me has dicho que si lo
podrian contar, pero no [concretamente en] el ejengse.

P: Ah, el como.

E: El ejemplo ese que tienes, o sea, ¢cOmMo? ¢ aswmhtarias?

P: Joder.

E: Hombre, ti has dicho que los puedes contar, perifio es consciente de que no puede

contarlos, no tiene... herramientas para contarlo.

P: Si, no tiene herramientas.

E: Y él dice que cémo puede contarlo, que al coms infinito.

P: Me parece bien, de hecho, ese razonamiento.

E: Te parece bien. P: Me parece bien su razonamjddgicamente. Me parece ldgica,

I6gica y de hecho no le diria que no. No puedesactars, son infinitos.
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E. Vale.

P: Por lo tanto, desde la A hasta la E, todos iibdis.

E: Todos infinitos.

P: Y no lo sacaria de su error, de hecho.

E: Y las estrellas sin embargo tu me has dichosqurefinito.
P: No, no, es que... 0 sea, corrijo, ¢ vale? Corfjorque me estas diciendo eso, que comp no
lo puedo contar no... son infinitos, vale, que lopage le diria lo mismo, el nimero de
estrellas no las puedes contar, pues son infinitas

[Entrevista 3, p.14]

En este ejemplo, el entrevistador fuerza al profasexplicitar la forma en la que él
resolveria una situacién concreta, contar los grade arena en la Tierra, para
posteriormente reflexionar como abordar con el aluta situacion. El profesor, al ser
consciente de que su razonamiento (0 conocimientdamonado) que le permitia
declarar que el nimero de granos de arena erdasfino le permitiria a un alumno
afirmarlo con conviccién, cambia su respuesta, Hsse en que un alumno, con
argumentos légicos, solo podria afirmar que somitnk, al no ser una cantidad que
pudiera ser contada, eliminando cualquier pos#ulide generalizacion de la nocién de
infinito en el alumno, y aceptando implicitamente itlea de que infinito pudiera

considerarse un ‘numero grande’.

Asi, tenemos para la categoria alumnos, las sitpsesub-categorias emergentes en

relacion al conocimiento del profesor de los pensatos y acciones de sus estudiantes:
- Conocimiento de posibles significados elaborgoodos estudiantes.

- Conocimiento de errores, dificultades y fortakezesperados en los

estudiantes.
- Conocimiento del proceso de construccion demazentos y conceptos.
- Conocimiento de coémo estudiantes concretosaatiearan con el contenido.

Ademas, el ultimo ejemplo propuesto nos permitemei que el conocimiento de

Aarén acerca de cOmo sus estudiantes piensan gmactih conceptos o situaciones
relacionadas con el infinito no es estético, sine gsta sujeto a cambio. Este cambio
puede producirse a través, como en este caso,disclasion de situaciones que hagan

gue ponga en duda la adecuacion de sus razonas@etaos a otras situaciones.
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Lenguaje (LEN)

Una categoria que emerge de los datos obtenideihlgmente debida a la propia
naturaleza de la investigacion cualitativa, esfarida a los usos linguisticos que hace
el profesor de palabras no matematicas para dddsensus reflexiones matematicas.
La palabra, en este estudio, es la principal viaabeso al conocimiento del profesor,
ya sea en entrevistas donde el profesor se esfperzanantener un didlogo con el
investigador, en sus clases, donde pretende questadiantes comprendan mejor sus
explicaciones, o en el cuestionario abierto, doglderopio profesor llegd a comentar
informalmente quéle suponia un gran esfuerzo verbalizar o que fadyEs respecto

del infinito. Por tanto, y vista la riqueza que \=nen el uso de los vocablos, pasaremos

a comentar diferentes episodios que dan contensiignyficado a este apartado.

En primer lugar, mostramos un episodio, donde @legor muestra su consciencia del

uso habitual de expresiones:

Extracto 1-LEN
E: Cuando se dice que dos rectas son paralelascamten el infinito, ¢ Qué quiere decir eg0?
P: jMadre mia!

E: Porque eso se dice, ¢no?

P: Se dice, se dice.

E: Tu lo has dicho, seguro.

P: Se dice. Pues mira, pues ahora que lo dicespyo no suelo decirlo, te digo que no se
tocan.

E: Que no se tocan. ¢Por qué?

P: En el proyectivo si, ¢no?

[Se reconduce la entrevista a un contexto matemgtiopio de Ed. Secundaria]

P: Se tocan en el infinito por una deficiencia alsyporque en dos rectas paralelas tu
empiezas a mirar y siempre, siempre parece que..cajoeiden en un punto, ¢no? Quizas|es
una adaptacién del lenguaje a eso.
[Entrevista 1, p.17]

En este episodio podemos ver como el profesor escmmte del uso habitual de cierto
tipo de expresiones como “dos rectas paralela®anten el infinito”, formulacion
coloquial del quinto postulado de Euclides. Mas, ®%a consciencia le lleva a asegurar
gue él no hace uso de dicha expresién, ya quegrdeafcoherente con su cognicién

sobre el infinito, afirma que no se tocan. Adenadisbuye al lenguaje la propiedad de
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adaptarse a lo que él considera un error, proddgiana expresion que da significado a
la intuicibn de que pParece que coinciden en un puhtdsi pues, comenzamos
mostrando que el profesor posee cierta conscielecla importancia del lenguaje en la

comunicacion de las matematicas.

Extracto 2-LEN

E: Tu explicas las densidades a los alumnos de 4°?

P: Normalmente se puede, se explica en 3°

E: ¢En 3°?

P: Si, en 3° cuando se dan todos los conjuntos roosé se suele explicar.
E: Y ¢Cdmo se les explica, con los agujeros?

P: Con los agujeros. No se les dice densidad nsden infinito pero... Si, con los agujeros.
Siempre podemos encontrar uno en medio, un agd@rde podemos colocar.
[Entrevista 1, p.15]

En este episodio, que da informacion también, cheroos visto antes, de aspectos de
indole curricular, el profesor hace uso de un lajgucoloquial: “en medio”,
“agujeros”® que le permiten hacer comunicable el contenidalefesidad. Ademas,
Aarén explicita que evita hacer uso de vocablopipsode la disciplina, aunque esto no

es siempre asi:

Extracto 3-LEN
P: Yo siempre les hablo de lo que se ha dado,ly dee esté por llegar. Y cuando llega este
caso, siempre me gusta recalcarles la palabra #mpira que se vayan acostumbrando.
[Entrevista 2.1, p.14]

En este extracto, contextualizado en una discusidime coOmo entre factorizacion de
polinomios y limite pudiera haber cierta conexi@nprofesor explica que, incluso antes
de haber abordado la tematica del limite, hace ierexplicita a la palabra limite
“para que se vayan acostumbrand@&ste extracto, y su comparacion con el anterior,
nos llevan hacia la idea de que la actitud delgs@f hacia el infinito condiciona su
disposicion a usar ciertas palabras mas cercatagj@e €l considera que un alumno

deberia aprender en relacion al infinito.

’® Términos previamente introducidos por el profesoruaa discusién informal tras una clase, que
rescatamos en la discusidon del significado de tsidad mostrada aqui.
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Asi pues, vemos que el lenguaje es una variable gsg requiere cierta atencién desde
la consideracion del conocimiento y uso del mismae hace el profesor. Mas aun en

este caso, en el que el profesor es conscienteid®licacion del mismo.
Sinénimos (LEN(S))

Pasamos ahora a un sub-apartado de esta categeria guenta del uso habitual que el
profesor hace de ciertos sinGnimos para referirs@rainos matematicos. Ya se ha
presentado un ejemplo de esto, en el episodiddefardensidad, en el que el profesor
habla sobre &gujeros. Sin embargo, durante el desarrollo de las clagdas propias
entrevistas, llamé mucho la atencion como el pwmferodelizaba, a través de su
lenguaje, la nocion de continuidad, limite en umtpu y todos los elementos
matematicos que tuvieran que ver con la nociénndiergo ‘arbitrariamente pequefio’,
usando el término "cerca" o algun derivado del migoercania, cercano,...), asi como
"lejos" o "lejania". Se muestra ahora un extracko st docencia, seguido de una

discusion sobre el mismo:

Extracto 4-LEN(S)
P: Os he dicho que L Hdpital se estudia en la cetaale un punto, en la cercania de a, pero
gué pasa si en vez de en la cercania de a, loiestnda lejania de f, muy lejos, en el
infinito. ¢ qué he dicho antes de comparar? Estacoosparando fy g, y en la cercania de a

me daba el limite, y me daba L, eso significabasguestabilizaban los valores de f(a) y g(

1%

)

(Extracto de clase)

[Se le muestra el extracto, y se le pregunta: gé@cercania de a y lejania de f? ¢ Qué
significa esa idea de comparacion? ¢ Y la de exiatiibn?]

: Buah.

: Eso es una argumentacion tuya, yo ahi no hedmetada.

Si, si.

: Me llama mucho la atencion gque tu hablas degla@ania de un punto y la lejania de F.
Si.

: O sea, para mi puede tener sentido la lejaniameunto, el origen.

: Si, a ver, no, siendo coherente tendria qudasigjania del punto.

: Pero dices sistematicamente la lejania de F.

: Siempre.

'Y me llama mucho la atencion.

'Y en la lejania de la funcion.

M T M T M TMTTMTITMT

: Cuando... ¢Qué significa eso de la lejania denheibn?
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P: Que, puf, no sé€, ademas siempre lo digo.

[Entrevista 4, p.9]

El primer extracto muestra el uso que Aarén haceur contexto de aula, de la
terminologia anteriormente mencionada. Afirma dueaiulo de limites por L'Hopital
se realiza "en la cercania”, es decir, el limitatpal, aunque se puede hacer también
"en la lejania", en el infinito. Este uso, vemoslaparte relativa a la discusion, tiene
una fundamentacién basada en el uso "habitual" lpee el profesor de dicha
expresion, carente, al menos a priori, de un sggb que lo sustente, como vemos en
la dltima afirmacion del profesornd sé, siempre lo digodonde el profesor no solo
afirma que no puede asignar un significado a laesipn de forma coherente con la
nocién de cercania de un punto, sino que lo usduadhente. Vemos mas ejemplos

donde usa esta terminologia relativa a la cercania:

Extracto 5-LEN(S)

E: Primero un pasito, luego otro, luego otro y... £Qasa entre medio? [...]

[¢”)

P: Normalmente... porque se empieza con la contiauiigaun punto. Al comenzar siempr
con la continuidad de un punto, siempre te cifiesngre te cifies a la cercania de un punto,
entonces, por eso.

E: Hablas de eso, de la cercarjéentendidalcdmo aproximarse al punto, ¢no?
P: Exactamente.

E: Vale.

P: Las cercanias de... porque a partir de aqui ydesarrolla la funcion punto a punto, de
los infinitos puntos que tiene.
[Entrevista 2.1, p.15]

Este extracto es una muestra mas del uso de lintdogia relativa a la cercania, en la
que el profesor explicita el significado de dictwion, aceptando que esa cercania es
equivalente a una aproximacion. Esta vision dedacania” refleja un marcado caracter
potencialista en la cognicion del infinito, ya qamguiendo a Belmonte (2009) y Lakkof
y Nufiez (2000), el uso de cierto tipo de exprespm®mo verbos en gerundio y
expresiones cuyo significado se fije en el process que en el resultado final, refleja
este tipo de concepcion del infinito. Sin embaegia relacion entre el tipo de lenguaje
y la concepciéon del infinito que refleja de fornmaplicita lo desarrollaremos en el

apartado correspondiente al potencialismo en el MK.
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Auln asi, creemos que en el caso de este profesotedminos que usa para comunicar

sus ideas matematicas, ya sea a un alumno, oiguai™'(En términos de formaci6f),

son idénticos, ya que a lo largo de todas las éstes, el lenguaje que usaba no variaba
en forma ni grado de formalismo respecto al qubaigm clase. Por tanto, entendemos
gue aunque hemos considerado este apartado cotemgmente al PCK, también es
coherente pensar que se podrian hacer considezacaejadas de la "comunicatividad
del contenido”, para pasar al lenguaje que el poofasa para referirse a determinados
contenidos en un contexto matematico, lo que mysiia a la parte correspondiente al

MK.

Explicitacion en el aula y ejemplos de enseflanzaAEE)

Como vimos en el apartado de "actitudes hacia felito’, el profesor es reacio a
explicitar, en algunos cursos, la nocion de infinin embargo, en ciertos momentos
de la entrevista, el profesor objeto del estudica®o afirmdé que abordaba de forma
explicita el infinito en el aula, explicando suurateza, significado, o comportamiento.
Entendemos que este tipo de declaraciones, y bblase conocer situaciones en las que
se hace explicito en el aula la nocién de infinge, adectan a la definicion de
conocimiento profesional de Schoenfeld que estamsasdo, entendiéndolo comia “
informacion que tiene disponible’En este caso, el conocimiento no se refiere a un
elemento de naturaleza matematica o didactica gywoéesor conoce, sino a una
experiencia de aula que conoce y que puede usap custento para posteriores

situaciones de aula.

Un ejemplo de esto podemos verlo en la siguientasdn:

Extracto 1-EAEE
Discutiendo los elementos que figuran en su esgusmaefala la trigonometria, y se| le
pregunta por la relacién con el infinito:
P: A ver que me acuerde... trigonometria puse, ¢ m®@od,Scoseno y tangente, ¢no? Voy a
relacionarlo con la grafica. La del seno, que esiqica e infinita, la del coseno, que es
igual, y la tangente
E: ¢Y llegas a externalizar eso de la relacion ebimfinito, el periodo? ¢0 te quedas con el

seno entre... 0y 2pi y listo?

" La formacién del profesor entrevistado y del enstador es equivalente en cuanto a aspectos
académicos, ambos licenciados en matematicas.
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P: Normalmente, ya en 1° de bachillerato cuandadygamos aqui cuando se trabaja el 2Kpi,
aqui si se trabaja el 2kpi, eso se intuye, se dag, que hay...
E: Que hay muchas ondulaciones...

P: Exactamente, que esto no para, pero que nos yaneefir solamente en este intervalo,
pero que a partir de ahi si se sigue repitiendoe @a lo mismo. Se deja sobre todo en 4° de
ciencias, en el otro no se ve, ¢vale? Y van polahfiros, se les deja caer, ¢vale? Qug es
infinito a partir de ahi, pero nos cefiimos solaneeaf0, 2pi]. En este curso y se enlaza aqui,
de hecho aqui se toca la trigopnometria, no, no pergs ampliacién, no lo sé, no sé ge
trata].

[Entrevista 2.1, p.12]

En este episodio, el profesor afirma explicitan¢eion de infinito en el abordaje de la
trigonometria, al explicar el significado de la ipdicidad de las funciones
trigonométricas. Esta explicitacién no le llevaleraar el significado del infinitper

se aungue si a inducir cierto significado del misensus estudiantes. Entendemos que
pese a no ser esto un episodio explicito y recarda detalle de lo sucedido en un
aula, si que posee caracteristicas que nos llewamsiderar que tiene rasgos de serlo.
De hecho, entendemos que es la generalizacionfelenties episodios vividos por el
profesor, ya que su forma de narrar lo que suced® @erminos generalesri' primero

de bachillerato” Asi, en ese curso, podemos esperar del profesorapimente haga
explicito el infinito y que puedan surgir discussnsobre el significado de la
generalizacion del comportamiento de la funcioriCer2pi] al resto del dominio de la

funcion.

Mas alla de ejemplos concretos en los que el profesplicite el infinito como tal,
surgieron a lo largo de la entrevista diferentesngjos en los que el profesor recrea de
forma mas detallada como aborda conceptos concr@to8mo los abordaria. Pese a
requerir un analisis mas pormenorizado desde etopde vista matematico (que
haremos en el siguiente bloque), entendemos quia éorma de abordarlos existe
informacion acerca del modo en que este profeabaja contenidos relacionados con

el infinito en el aula.
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Extracto 2-EAEE
Al abordar situaciones de indeterminacion del @gmartido por O fruto de una discontinuidad
evitable:
P: Si tU, en este caso, yo se lo planteo como unsi@h, si tu divides entre esto en trocitos
milimétricos, muy pequefios, son infinitos trozogue sale, de longitud muy pequenia.
E: vale.

P: Entonces, como estamos en el limite con lo deetaania, estamos haciendo infinitos
trozos de la parte de arriba.
E: Digamos que le da significado, entre comillashacho de dividir entre 0, haciéndolo
equivaler a dividir por nUmeros mas pequefios, oMo la division, como dividir en trozos
mas pequefios te sale algo mas...

P: Algo muy grande.

E: Muy, muy grande, vale.

P: Muchisimos trozos de.

E: Sin embargo, si es evitable no hay problema.
P: No, porque lo suelo explicar asi también. En &ss0, hay un problema tanto abajo como
arriba, ¢Por qué? Porque comparten, ¢no? Companppesblemas, dificultades, que se
pueden eliminar las dificultades, las dos.
[Entrevista 1, p.29]

Vemos en este extracto como el profesor abordanmmdéizamente en el aula las
situaciones que implican las indeterminaciones partido por cero que surgen de una
discontinuidad evitable. Podemos ver como Aardnbiarel registro contextual de la
situacion para que, pese a seguir el limite eniganm los estudiantes comprendan la
situacion en términos de conceptos matematicosequese punto deben dominarse,
como es la division. Este cambio de registro matemé& permite llevar a los alumnos
a que dividir entre cero en el limite es equivaemtr dividiendo por trozos cada vez
mas pequefios. Sin embargo, cuando se reconduoevarsacion al objetivo original
del apartado, las discontinuidades evitables, @flepor vuelve a hacer otro cambio de
registro, hablando depfoblemas tanto arriba como abajpo’que como ambas
expresiones (numerador y denominadegmparten problemas’ existe la posibilidad
de “eliminar las dificultades, las dos”usando una generalizacién de las reglas de
simplificacion en fracciones. Asi, el profesor indua sus alumnos, a través de
contextos mas sencillos, una forma de abordar ateo@o intimamente relacionado
con el infinito, como las discontinuidades, quetae problema de abordaje que estos

pudieran tener con nuevos contenidos. Ademasngliége que usa es, como vimos en
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el apartado correspondiente, coherente con su ner@otencialista, y sobre todo,
cercano al alumno. Entendemos que en este extpactemos ver conocimiento de
diversas naturalezas, pero esta integracion decocoremtos de diversas naturalezas en
un episodio de clase que Aardn es capaz de rememoegonstruir dando una forma
en la que'lo suele explicar,'es también conocimiento, ya que entendemos qgedel

conoce es "como ensefar limites".

Extracto 3-EAEE

[Sigue del extracto de discusion sobre "el teordeigpunto gordo"]
P: Visualmente, visualmente. Visualmente. ¢ comesayee ha construido ese razonamierjto?
Pues, pensando (---) si, l6gicamente. Si tu pimtaspunto gordo y los tres caen en ese
mismo... creo, el razonamiento lo ha construido asdp, ¢vale? ¢cdmo crees que estan
pasando la situacion los estudiantes? Pues, asi.

E: Es decir, como... un punto puede ser todo lo ggrdoyo quiera.
[...]

P: Partimos de ahi, ¢como podrias sacarlo del €trBues, fijate como lo haria. Con upha
aplicacion informatica.

E: Con una aplicacion informética... ¢ Como cual?
P: Hay. Precisamente eso de acercarse, como unt#rdday una aplicacion de internet que
es un Fractal y se va acercando mucho, mucho, myahaca tiene fin, nunca tiene fin.|Y
desde arriba siempre se ve, bueno, hay muchos?% VMalehos fragmentos. Y desde arribg se
ve, por ejemplo, lo que estamos hablando, tu inzgique se ve, no sé, algo que se repite
asi, que se repite siempre, ¢vale? Y desde arsba o se ve tan definido, siempre sg ve
menos borroso y mas definido y se va adentrandowas separando, y se va adentrando y si
te sigues adentrando por aqui, siguen, siguen, wageadentrando y se van separando.| Lo
explicaria asi, ademas esta muy bien.
[Entrevista 3, p.10]

Este ejemplo resulta realmente interesante potftilaalparte del mismo. El profesor,
enfrentado a una situacion en la que un alumno tome error, cuya procedencia
anteriormente vimos que podia justificar basaneéosa forma en la que él pensaba que
dicho alumno hubiera podido desarrollar ese razerdm piensa una estrategia de
abordaje de dicha situacion. El interés radicawenlg forma de abordaje que propone
el profesor esta intimamente relacionada con aretel alumno al tratar con el
“alejamiento”, ya que propone el uso de una aplicamformatica que, a través de los

fractales, muestra como el efecto de alejarse wa@as® no cambia la naturaleza de lo
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gue se observa. Este uso que propone el profesor @daro ejemplo del contenido de la
categoria, una forma de abordar un contexto reladio con el infinito, que el profesor

conoce y propone usar en una clase (en una situhigotética en este caso).

En el siguiente extracto vemos como el profesorrd@bauna situacion concreta,
recreando el ejemplo que usa para explicar la egeneia de las sumas de infinitos
términos, que surge en la discusion del ejemplativel a ir sumando potencias

sucesivas de 1/2 metro:

Extracto 4-EAEE

: ¢ Como se lo explicarias?

: Yo no lo sé, o sea, no tengo yo una respuesta ni

: Con trocitos de papel.

: Trocitos de papel.

: O una lupa. Con un aumento que nunca puede pasar
: ¢, Comao? Explicame mas el ejemplo, porque...

: Por ejemplo, ¢ dices que es medio metro, no?

: El principio, el primer paso es de medio metro.

T M U M U M T mMm T

: Vale. De medio metro, coger un metro, coger @trany coger medio metro de pape| y
ponerlo, y después otro medio, y otro cuarto, y otredio [de ese cuarto], otro medio [del
anterior], otro medio[idem]... Y hacerles ver que diamdo eso, ¢vale? Que ampliando ese
trozo que queda, te lo puedes llevar también a etnan¢, Vale? Haces la comparativa de que
el trozo que queda vuelve a ser un metro. La mitadnitad, bla bla bla, vuelve a ser Un
metro, un metro y que nunca pasa de ahi. ¢Vale?
[Entrevista 3, p.11]

En este caso, Aardn esboza una forma de abord#uérion parecida a la que ya se
comentdé en Montes (2011) y Montes y Carrillo (eenga). En aquella ocasion, el
profesor estudiado proponia cortar un folio en dasay una de las mitades resultantes
en otras mitades, mostrando la posibilidad de teve@encia de la suma. En este caso,
el profesor propone coger un trozo de papel, gubdizaria el medio metro, luego
coger otro y dividirlo por la mitad, representando cuarto. Aqui entra la capacidad
generalizadora que el profesor presupone en susli@stes, ya que recurre a una
"ampliacion” imaginaria de los trozos de papeltifusindo que puede compararlos con
los originales. Asi, Aarén en realidad no parecenatdrar, a priori, la convergencia,
sino la posibilidad de realizar dichas subdivis®r&in embargo, al final dichaces la
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comparativa de que el trozo que queda vuelve aisenetrd. Es decir, el resto de las
sumas parciales sera lo que complete hasta terimzel completo, con lo que dicha
suma creciente estara acotada superiormente, sggaonvergente. Asi, este profesor
muestra una forma de abordaje de la situacion n&iesrprofundamente sustentada en
Su propio conocimiento matematico, en la que serghsel significado de cada uno de
los aspectos que involucra. Ademas, esta formabdedaje se expresa en términos
comprensibles para un hipotético estudiante, usdmmdoitos de papé| y una"lupa”
imaginaria, que permitiran al alumno manejar laagiton desde una perspectiva mas

proxima.

Otro ejemplo de esto lo vemos en la siguiente xigfteque el profesor hace, al discutir

sobre la ley de los grandes nimeros y cOmo mastasls alumnos:

Extracto 5-EAEE

P: Es que td, es que es muy practica, porque [...]simpre llevo un dado encima|y

monedas, ademas te lo puedo ensefiar (los ensefi@nprs llevo dados y monedas. Por|lo
gue pueda pasar, y... en clase, pues, el dado, ‘yaofos a ver, venga, vamos a tirar el dado
8 veces, vamos a tirar la moneda 10 veces, a v&p@gsa, cuantos numeros de caras salen,
cuantos numeros de cruces salen”. Que nunca... alcimio nunca les hablo de... de
probabilidad, de... ¢qué posibilidades hay que sakya, 0 que salga cruz?” y todos dicen
“la mitad”, la mitad, “y qué es la mitad?” pues... arfraccion, un medio, y ahora “un medio
¢qué significa?” pues “que es un resultado de dosiles”, asi siempre se va relacionando
y lanzando la moneda, cuantas veces, cuantas nt@s.vepero nunca se le habla de la ley de
grandes nimeros. Y no tienen problema, ¢,eh? Leratdgn bastante bien a la primera.

[Entrevista 2.1, p.4]

En primer lugar, es interesante que el profesemafique a los alumnos nunca se les
hable del principio matematico que sustenta suckecmetodologica. Esto es
consistente con la idea del profesor de que muelensentos matematicos no requieren
explicitacion en el aula, entre ellos especialmégejue tienen relacion con el infinito.
Volviendo a la forma de abordar Aaron el conceptiematico objeto de discusion,
vemos que afirma que realiza el experimento untidahfinita de veces, 8 6 10, para
después inducir el principio matematico a travésladgeneralizacion que propone
implicitamente. Esta forma de “hacer implicito” iefinito en el aula, derivada de

inducir a los alumnos a un proceso de generalina@e otras de las formas que este
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profesor conoce para introducir el abordaje de asiines que requieren la

consideracion de una cantidad infinita de elementos

Asi, hemos mostrado que Aarén conoce tanto difesefirmas de mostrar conceptos
relacionados con el infinito, a través de recu@s como en el caso de los fractales, y
mas manipulativos, como en el caso de los trozopagel. De igual manera, hemos
visto su habilidad para reinterpretar situacionesematicas en las que el limite, y por
tanto el infinito, tiene un papel fundamental, destha perspectiva de la matemética
elemental, considerando que asi se facilita la cengdn. Finalmente, le hemos visto
recrear cOmo induce en sus estudiantes el uso nifiglito para generalizar el

comportamiento de las funciones trigonométricagleintervalo [0, 2pi]. Todos estos

ejemplos dan sentido al hecho de considerar etdgaréa, la relativa a los ejemplos de
ensefianza que el profesor conoce, asi como los miosnen los que explicitamente usa
el infinito en la misma. El foco de la categorithe=n la labor transmisora del profesor,
en las formas en las que el profesor, como sufteoay que centra nuestra atencion,

toma un papel protagonista y explica a sus alumnos.
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Categorias relacionadas ‘a priori’ con el MK:
Conocimiento del infinito matematico-escolar

El blogue relativo al conocimiento matematico dedfgsor esta centrado en como el
profesor objeto del estudio de caso conoce elitoftomo parte de la matematica. Sin
embargo este conocimiento del infinito no se lindtain conocimiento del concepto
desde la perspectiva de la matematica como disaigientifica, sino que también
abarca conocimiento acerca de la matematica esgdéamatemética didactica (en la
linea de las naturalezas de la matematica plargepda Tossavainen y Pehkonen,
2013). La consciencia de esta diferenciacion dasr@aturalezas de las matematicas ha
permitido la emergencia de diferentes categoriase gabordan aspectos

significativamente distintos.

Asi, haremos gran hincapié en la fenomenologiaufferethal, 1983, Puig, 1996) del
infinito que conoce Aaron, a través de la discusiérdiferentes ejemplos, asi como de
su propia consciencia de la relacion fenomenolégoae el infinito y diferentes
conceptos. Posteriormente, pasaremos a discugraelo de desarrollo cognitivo del
profesor en relaciébn con el infinito, asi como ksores conceptuales que dicho
desarrollo produce. Después de esto, abordarenmmetimiento de este profesor en
relacion con los diferentes significados del irtbnique €l mismo conoce. Esta
diferencia de significados es coherente con lo yesfm en Montes y Carrillo (2014)
como definicion del infinito como elemento partel denocimiento profesional, y
refuerza dicha propuesta, que no deja de ser smaesultado parcial de esta

investigacion.

Finalmente, abordaremos situaciones en las queotdgor explicita su necesidad de
realismo en el trato del infinito, y diferentesusitiones de disonancia cognitiva
(Festinger, 1957). Estas situaciones estan asac@tiaconfrontacion de los diferentes
significados que Aardn acepta que el infinito pgse®, dada la necesidad de realismo
de Aardn, y son provocadas por la conjuncién devamgedad de situaciones, desde
errores conceptuales a momentos de conflicto enqles el profesor observa dos

posibles soluciones incompatibles para una mism#aaodn, para lo que intenta

desarrollar posibles justificaciones que las corpiaen.
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Fenomenologia (F)

Esta categoria adopta su hombre de las investigegide Hans Freudenthal (1983) v,
aungue la Grounded Theory en su formulacion clagitasser & Strauss, 1967) nos
invita a eliminar las referencias a la teoria pewdada la magnitud y difusion de la
terminologia de Freudenthal, decidimos usarla pd@aa una definicion lo mas
descriptiva posible del contenido que a continuacibservaremos que Aarén conoce,
en connivencia con la reformulacion moderna debgumé metodoldgico (Strauss y
Corbin, 1998). Es interesante en este punto pasgpsemsar cuales son los elementos de
esta fenomenologia, es decir, los fenbmenos, y asedé organizacion de dichos
fendmenos. Los primeros se definen coras ‘apariencias o lo que se nos aparece de
las cosa’ (Puig, 1996) y los segundos comlaquello con lo que pretendemos dar
cuenta de nuestra experiencia matematic@Puig, 1996). Asi, habremos de
considerarlos siempre como una dualidad, en relaaidos conceptos matematicos
sobre los que se considera la fenomenologia. Easa® de la investigacidon que nos
ocupa, el objeto matemético no puede ser otro dumfieito, mientras que los
fendmenos son los diferentes significados que adeptobjeto, y los medios de
organizacion de dichos significados son los difle®reonceptos matematicos que hacen
uso de los significados del infinito. Una vez egppdida nuestra perspectiva, basada de
forma eminente en la experiencia que atesoramos aoatematicos, profesores e
investigadores, pasamos a mostrar las diferentbscategorias que emergen del
analisis, y que mostraran tanto los fendmenos quena el infinito, como los medios
de organizaciéon de dichos fendbmenos que conoceotdgor. Sin embargo, previo a
dicho andlisis del conocimiento del profesor dfdaomenologia, se mostrara una
categoria que da cuenta de la consciencia de AmiGraracter subyacente del infinito a

gran parte de la matematica escolar.
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Consciencia del infinito como elemento latente (EL))

Esta categoria surge a lo largo de las entrevistasel profesor, y de forma no
esperada. Al planificar las entrevistas, se hizoesfuerzo por hacer del infinito un
elemento bastante explicito para que la propia deia entrevista indujera el abordaje
del infinito. Sin embargo, al discutir el cuadroegrealiz6 el profesor (ver categoria
“localizacion de curso”) en el que indicaba quéaegtos estaban relacionados con el
infinito, el profesor hacia constante alusion alacter latente del infinito. De esa
denominacion surge el nombre de esta categori@jeésmplo de esto podemos verlo en

el siguiente extracto:

Extracto 1-F(EL)

: Vale. ¢Y el infinito como esta ahi?

. Latente, ¢,no?

: Latente esta siempre, ¢no?

. ¢ El infinito como esta ahi latente?

: Latente o explicito. Si tuviera que estarlo.
Pues...

: O no estd, que puede ser que no esté. Si t§ queeno esta.

T M U mMmT mTMm

: Si esta por el simple hecho de la definicibmléievada. Cuando se hace un limite esta ahi,
¢vale? Esta en la propia definicion, desde lueddintite de f(x+h) menos f(x) partido por [a
h..., pues ahi esta latente.
[Entrevista 1, p.23]

En este caso vemos el uso que Aaron hace del wocHibente, que no parece
totalmente adecuado, ya que lo contrapone en migdd a explicito, con lo que
entendemos que el significado que pretende dadieha latencia es el derivado de la
subyacencia del infinito a la consideracion de daivdhda. El conocimiento de este
profesor va mas alla de simplemente conocer ditdtaricia” del infinito. También es
capaz de justificar como se da esa relacion. Enaso, recurre a afirmar que al estar
definida la derivada a través de un limite, se puast claramente la relacion, lo cual
requiere aceptar que el limite est4 relacionado elomfinito, hecho que se habia

discutido anteriormente.

Ademas, este profesor es capaz de determinar &=acita no so6lo en contextos
derivados del limite, siendo este un registro Ioésthabitual del limite en secundaria,

sino en ejemplos en los que dicha latencia es mexqpiiita:
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Extracto 2-F(EL)
P: En la representacion de rectas y después ssueke dejar caer siempre que no es una
simple linea o segmento que se pinta ahi, sinsgy®olonga indefinidamente, para la re¢ta

sobre todo, para arriba y para abajo, para abajpgra arriba, y también esta latente |el

concepto de infinito.

[Entrevista 1, p.3]

Aqui el profesor asocia la latencia al hecho déopgar de forma indefinida una recta
en los dos sentidos. Una vez mas vuelve a usarcablo“latente” para dar significado

a esta relacion.

Estos dos ejemplos muestran el caracter que Aardsidera que tiene el infinito en
gran parte de la mateméatica escolar, lo cual no 86t da informacion acerca de su
conocimiento, sino que una vez mas nos permiteraafola pertinencia de esta
investigacion, ya que es un profesor en activouel gfirma la existencia del infinito
como elemento que forma parte de la mateméticdagsoo de forma explicita, pero si
subyaciendo a multitud de conceptos matematicoshd2bo, esto se puede ver en el
mapa conceptual que se le pidi6 que disefara Idmésm con la Unica consigna de
escribir los “conceptos relacionados con el indihiEn dicho mapa podemos observar
el esfuerzo analitico realizado para responderdetaanda de un mapa conceptual, en
forma de una amplia lista de conceptos cuya rataftié defendiendo en algunos casos,

como anteriormente vimos.

Aparte de las relaciones del infinito con diferentenceptos matematicos, el profesor
acepta el caracter subyacente del infinito en @spectos, como vemos en el siguiente

extracto:

Extracto 3-F(EL)
P: Yo te dije que... lo que te dije que yo habiauidd [en el mapa conceptuatpsas que
puede aparecer el infinito de fondo, pero que iquake estudia.
. Si, si.

cVvale?

: Digamos que tu lo tienes en la cabeza cuamrapljcas...

: Eso, exactamente.

: Exactamente.

: Cuando les escribo, el infinito pues puede edédras o...

:Siotu...

m T m T m T m
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P: Aunque no se estudie, aunque no se diga o que lmdiga, que no se diga no, aunque(no
lo diga yo en clase.
[Entrevista 2.1, p.1]

Aqui, vemos como el propio profesor empieza afirdagren la linea de los extractos
anteriores, que él habia disefiado el mapa condeqmusiderando elementos en los que
el infinito apareciera “de fondo”, haciendo refari@n una vez mas al caracter
subyacente del infinito en los conceptos matematicomno los anteriormente descritos.
Sin embargo, afiade una consideracion fiparé que igual no se estutliaes decir,
que dichos conceptos no necesariamente han demitados a sus alumnos de una
forma que el infinito sea también explicito. Cuasgole dice que €l tiene esa relacion
con el infinito en la cabeza cuando imparte stedoi@, coincide plenamente con dicha
afirmacion, haciendo hincapié en que no necesantmebe explicitarse. Este extracto
es interesante porque nos permite afirmar quepestesor parece consciente de que el
conocimiento que requiere para ensefiar va masdall&implemente conocer los
conceptos que se abordan en el aula de una forma mpofunda, sino que dicho
conocimiento debe ser, o al menos en su caso loés, profundo, conociendo el

concepto que en gran medida da significado a loedados en clase, el infinito.

Fendmenos (Fen)

Pasamos ahora a un analisis del conocimiento dégor desde la perspectiva de los
fendmenos que son organizados por el infinito quéan discutido a lo largo de las
entrevistas. Los cuatro fendmenos que discutiresacin: Integrales, derivadas, limites
y “6rdenes del infinito”. Creemos necesario tambpner de relieve que no se
discutieron exclusivamente estos topicos, sino fgeeon aquellos de los que mayor
saturacion de datos se obtuvo. Poseemos eviderzdasas, de otros conceptos y
situaciones matematicas que el profesor identdf@mao fendmenos del infinito, como

son la Ley de los Grandes Numeros, la densida@gsgmes, o tipos de numeros, entre

otros, que se pueden encontrar en los documentaesn

Integral (Fen(l))

La integral, elemento que aparece en segundo dellbeato, fue situada por Aarén en
su mapa conceptual en dicho curso, y cuando seelguptd por la relacion con el

infinito de este concepto, su respuesta fue ldesige:
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Extracto 1-Fen(l)

P: En 29 la integral, pues... las sumas, ¢no? Print&s definidas, las sumas, la suma

superior, la suma inferior y... y la integral indefla pues la C, el tema de la C, el tema dg la
C que esté por las infinitas primitivas.
[Entrevista 2.1, p.16]

Extracto 2-Fen(l)

P: Es que yo cuando hemos dado las integralesiitidat si se lo he dado. He definido lag

integrales indefinidas como la suma por defect@uaa por exceso y acotando, acotando

para que vean que coincidia con el area.

[Entrevista 1, p.7]

La relacion con el infinito expuesta en el primextracto no esta referida
explicitamente a la construccién de integral, catadhecho se pudiera haber previsto.
Sin embargo, esta reflexién no solo sirve paraimfarmacion sobre el conocimiento
del profesor de como el infinito organiza ciert@maeptos, sino también para hacer
consciente al investigador de la limitacion de sapm@ reflexion. En el segundo
extracto, en la discusion de la forma de introdiecintegral, si surge la construccién
habitual de integral como limite inferior y superite las sumas, con lo que, aunque la
relacion que el profesor hace explicita que conemtee infinito e integrales es la
primera, podemos afirmar que ambas son relaciomesa@noce y usa en su aula. Asi, la
relacion fenomenoldgica entre el infinito y la &l es conocida por este profesor de
una forma polisémica, y coherente. Sin embargolaetinea de la coherencia, el

siguiente extracto nos da cierta informacion seista.

Extracto 3-Fen(l)
[Este extracto esta contextualizado en la discusidnel profesor acerca de la introduccjon

conceptual de la integral, a través de las sum&dateann]

P: El area es este area, este area y este areasgtia el area real que hay debajo, bajo|la
curva se dice coincide con la suma de este aredengo.

: Se dice que coincide, se dice.

: Se dice, no se alcanza.

: ¢ Coinciden o se alcanzan? ¢ Ese ‘se dice’ poP@kor qué eres reacio a decir que si?
No lo sé, no lo sé.

No se alcanza, tu estds convencido de que afrarza.

: Convencido no, porgue siempre lo he visto asi.

m T M T M T m

: Pero digamos es algo del lenguaje, es algo gueensas.
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P: No sé, puede ser que sea del lenguaje, ¢no?derd que se llama asi porque esta
establecido

E: No te convence si...
P: Es igual

[Entrevista 1, p.31]

Vemos en el profesor un uso del lenguaje en ell@wxpresion “se dice” muestra lo
que en el momento de la entrevista inferimos qaecerta inseguridad sobre el hecho
de que el limite se alcanzase o no. Este extraxtaruestra que el profesor acepta que
él interpreta como convencionalismo mateméaticoeehb de que el limite de las sumas
coincida con el area. Posteriormente daremos angiosi@ue explicaran esta actitud
hacia el infinito, que hace a Aardn tender a caraidlas situaciones en las que este

esta involucrado como situaciones de desconocimient

Asi pues, podemos afirmar que Aarén conoce laiiatey establece relaciones de esta
con el infinito y, ademas, que su forma de compeetal integral es coherente con su

forma de entender el infinito (esto Ultimo se p@nde relieve mas adelante).

Derivada (Fen(D))

En el caso de la derivada, se hizo hincapié arfpolae la discusién en el tépico y
especialmente en su significado, de manera quengaows declaraciones de Aardn
como la siguiente, a la pregunta ¢ Qué es la dexiparh ti?

Extracto 1-Fen(D)

P: Pues mira, no te lo voy a decir como lo queifiggnpara mi. Voy a decir lo que quiero
gue signifique para los alumnos, ¢vale? Es... es@laeo, es que peca de lenguaje, porque
yo cuando introduzco la derivada siempre les dige @s el estudio de una variacion en la
funcién, ¢vale?

[Entrevista 1, p. 23]

Extracto 2-Fen(D)

P: Por ahi empieza, entonces para mi ¢ Qué va aRee?, el estudio de la variacién de la

funcidén con respecto a una distancia, distancia sgiacerca.
[Entrevista 1, p.23]

Notese la interesante diferenciacion que el profestablece entre una definicion
personal suya y la que brinda a sus alumnos. Hefiaicion que da a sus alumnos

podemos ver como él mismo reflexiona acerca dedddcuado o parcialmente correcto
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del lenguaje que usa. En particular, el estudiordevariacion en la funcion, podemos
entender que a priori no es una definigi@n sede la derivada, sino una forma de
describir, sucinta, coloquial y difusamente, launaleza de la derivada. Sin embargo,
cuando Aardn da su definicién personal, se acetm@mmas a una definicion
formalmente correcta, aunque expresada de nuelaqioalmente”. Sin embargo,
vemos el uso de la expresidistancia que se acercaén el sentido de la tendencia
hacia cero. Este uso denota la conexion que Aatablece, consciente o
inconscientemente, de forma implicita, con el itdipen la tendencia hacia cero del

limite. Sobre este tema se profundizo:

Extracto 3-Fen(D)

: Vale. ¢Y el infinito como esta ahi?

. Latente, ¢,no?

: Latente esta siempre.

. ¢ El infinito cdmo esta ahi latente?

: Latente o explicito. Si tuviera que estarlo.
Pues...

: O no estd, que puede ser que no esté. Si t§ queeno esta...

T mMmTOUmMmT MmO m

: Si esta por el simple hecho de la definiciomleidvada. Cuando se hace un limite esté ahi,
¢vale? Esta en la propia definicion, desde lueddintite de f(x) menos f(x+h), partido por h,
cuando la h...tiende a cero, pues ahi esta latente.
[Entrevista 1, p.23]

Vemos que Aardn conoce la definicion, y que achaague él denomina latencia del
infinito a la presencia del limite. Este concepgdatencia, descrito anteriormente, pone
de relieve la consciencia de la relacion fenomegicégdode la derivada con el infinito,
asentada en el conocimiento del profesor de lavaldai y ulteriormente del limite. Por
tanto, podemos afirmar que Aarén conoce la definicle derivada, y que es capaz de
argumentar sobre ella la relacion explicita comfhito, lo cual le lleva a conflictos
con su propia definicion del infinito, lo cual veres en un apartado posterior.
Volviendo al uso que Aaron hace del infinito paralscencia, encontramos el siguiente

extracto:
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Extracto 4-Fen(D)
P: Yo cuando explico las derivadas, lo que les hagyoes que, a ver, por creacion, ¢no? Por
descubrimiento, siglos atras. Yo les decia: “estayun problema, ¢vale? Y estoy al limjte,
haz esta funcion”, y... para que ellos mas o menakesecuenta de por qué la derivada. A X
cuadrado, por definicion, te lo estudias, la dedagor limites bla bla bla, y da 2x; a X cuho,
tu te lo estudias en limite y te da 3x cuadradou¢ asa? Que hay un proceso |de
mecanizacion que se descubre después a posterierieg la derivada de una potencia
elevada a N pues es tal. ¢Qué pasa? Que a todagdesi@adas, lo que estamos hacienda en
realidad es en el punto calcularle la pendientdaleecta tangente, y mas o menos, siempre
funciona.

[Entrevista 4, p.3]

Este extracto nos muestra un posible motivo de daelidad de la definicion
anteriormente brindada a los alumnos. La expligditacle que el calculo de derivadas
lleva a un proceso de mecanizacion en la considerate la derivada, que suele
funcionar, nos lleva a pensar que Aardn no hacecesdhincapié en el significado de la
derivada porque no lo necesita, ya gu&s o menos, siempre funcionaAdemas, en
el contexto de la discusion del tipo de abordajeladelerivada, hace la siguiente

reflexion:

Extracto 5-Fen(D)
P: Exactamente. Que... De todas maneras si, Ultim@ndesde... cuando vi que me pillgba
el toro lo que estoy haciendo es procedimiento¢g@domiento, procedimiento, porque es que
no me da tiempo de acabarlo al dia. Trabajar losirariados, y ejemplos de aplicacion, |es
que...

[Entrevista 4, p.4]

Esta reflexion, realizada en el contexto de laudigm sobre el significado de derivada
gue usaba en el aula, realza la poca necesidadAguim suele sentir de usar su
conocimiento a nivel conceptual, ya que se cemtraspectos procedimentales dada la
escasez de tiempo que posee, en un curso comodsedanbachillerato, al final del

cual se encuentran la PAU

8 Prueba de Acceso a la Universidad, coloquialmemtecida como 'Selectividad'.
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Limite-Cercania (Fen (L))

Enunciamos esta categoria para describir el coneaionque posee el profesor acerca
del limite como fenomenologia del infinito. Sin eamndp, en el propio nombre de la
categoria, vemos la presencia del término “Certahkisto es debido a que el uso del
profesor del limite puntual siempre derivaba ensel de la terminologia descrita en la
categoria referida al lenguaje, describiendo elitéimen términos coloquiales,

principalmente ‘cercania y lejania’ como vemos @ticoiacion:

Extracto 1-Fen(L)
P: [...] el limite para mi es estudiar el comportantzde algo en la cercania de algo
[Entrevista 1, p. 20]

Extracto 2-Fen(L)
P: Cuando se habla por ejemplo del limite en éhitd yo siempre, ademas, no sé si me has

escuchado en clase, digo en la lejania, comportaimien la lejania y comportamiento en la
cercania.

[Entrevista 1, p. 20]

Por tanto, en el primer extracto vemos el caraigezstudio local del limite en un punto
descrito en términos propios del lenguaje del mmfeaccesible ademas a los alumnos.
Esta terminologia, de forma parecida a la antepernnite a Aaron describir de forma
breve, coloquial y poco rigurosa el concepto matemmdle limite, pero a la vez es una
descripcion que, pese a ser poco rigurosa, nooesrétta. En el segundo vemos un
registro parecido al primero, solo que trasladddaipotético discurso de aula, donde

incorpora el término lejania.

Es muy interesante esta nocion de cercania, equieah la nocién de "para cualquier
entorno proximo a un punto”, no solo por la reladie posee con el infinito, sino por

la coherencia de la que el profesor dota a su dis@n base a esta nocion:

Extracto 3-Fen(L)
P: Logicamente no, la propia definicion de contdad en un punto, un limite lateral puede
existir pero encima del punto a lo mejor no existe.

E: Vale.

P: En la cercania si existe, pero en el propio pugitvalor no.
E: No es tan cerca como queramos, vale. O seadijg&nos, esa cercania no es algo fijado,

no es...
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P: No, no, no, no.

E: No es todo lo cerca que podamos...

P: Todo lo cerca que podamos llegar entre comillas.
[Entrevista 1, p.20]

Vemos esta consistencia en el razonamiento de Aatarhora de argumentar sobre la
nocion de cercania aplicado al limite lateral erpunto en el contexto de la discusion
de la funcién continua en un punto. Al hablar deaeia, explica que el limite “en la
cercania” existe, pero en el punto no, con lo paatce que existe un posible problema
de definicion, al afirmar que el limite existe em wmbito local, ligado
matematicamente al entorno del punto, pero en ektopmo, careciendo esto de
coherencia matematica. Esta nocion de cercaniashAaedn desproveer de sentido a la
nocion de limite puntual, ya que parece definirliglite puntual como el limite
calculado sobre cualquier punto de un entorno datgeliminando al propio punto.
Sin embargo, cuando se le induce la problematidgatezte, €l mismo induce la
posibilidad del “acercamiento” (de la ‘cercaniajiendo esto coherente con la
definicion de Cauchy del limite. Ademas, veremos gluso de la cercania le resulta
también util para interpretar las definiciones meitcas, e incluso para reinterpretarlas

en esta terminologia:

Extracto 4-Fen(L)

E: Vamos a volver a la definicion del limite.
P: Vale.

E: Es esta de aquiPara todo E>0 exist&>0 tal que|f(x) — A| <E para todo x en el
dominio con0 < |x — a| < 8]

P: A ver.

E: Epsilon-delta, ¢no? Explicame el ‘cerca’ ahi.
P: El cerca esta aqui [sefiala delta]

[Entrevista 1, p.21]

Extracto 5-Fen(L)

E: Vale. O sea que, digamos que esta cerca, laidefn de continuidad... si la quisiéramps

decir como lejos/cerca ¢como me la dirias? En eedetir que todo épsilon, etc., etc. Dame
la definicion de continuidad en términos de cefeavez de paratodo y...
P: Ah, vale, ok. Pues, definiendo el limite teawdfs.

[Intenta definirlo tres veces, y a la cuarta:]

P: Si fijamos, ¢vale? Si fijamos un valor en lascagias de ese valor, que es la funcién.|En
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esa funcion podemos encontrar otro valor [en eleda funcion sea muy parecida en
distancia a la... ese valor a en la propia cercadéala funcion, ¢vale? Ahi dentro.
[Entrevista 1, p.21]

En estos dos extractos, se le pidid que justificanaprimer lugar, el significado del
término ‘cerca’ en la definicion de Cauchy, y ensejundo que reinterpretara dicha
definicion en la terminologia. En el primer casoarén efectia un ejercicio de
evaluacion del significado del término ‘cerca’ endefinicion, asignandoselo al valor
delta, de manera que asocia la cercania a la achglél entorno en el que se define el
limite. Esta asignacion da informacion acerca deolasciencia (o0 inconsciencia) de
Aaron de la dependencia entre épsilon y delta eprdpia definicion. Al ver esta
asignacion, el investigador fue consciente de gstacion y planted la pregunta que
figura en el segundo extracto. Ante esta prege@htarofesor hizo dos primeros intentos
de organizar la informacién, un tercero donde palsdegistro escrito para poder
aclararse, y un cuarto, que es el que figura exteicto. Esta sucesion de intentos le
llevaron a una definicion que describié segun phdsaren un papel de forma gréfica su
idea. Analizando su reconstruccién de la nocidtirdies, vemos como Aarén propone
“fijar” el valor en las cercanias de x (en el séotde poder elegir el épsilon), y como
esa eleccion le lleva a poder evaluar la funciédieho punto, que estara en un entorno
(en el sentido de elegir el delta), del valor @émfx. Asi pues, podemos afirmar que no
solo la terminologia que usa, sino el concepto egta refleja, que esta intimamente
relacionado con el infinito al llevar implicito fasibilidad de elegir cualquier épsilon,
permite a Aarén abordar coherente y correctam@estedntenidos abordados en clase,
con lo que forman una parte fundamental de la femmogia que este conoce del

infinito.

Pasamos ahora a mostrar un extracto en el quevestigador fuerza a Aaron a
reflexionar sobre el significado de la expresiortemsitico-coloquial “en el infinito, el

l[imite se alcanza’.

Extracto 6-Fen(L)
E: Si excluimos el tiempo de la ecuacion, ahorardes, bueno: “El limite de esa sucesipn
no se alcanza”, independientemente del tiempoalcsmza?
P: Si.

E: ¢Si?
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: Se supone que si, ¢no? Claro.

: ¢,Cémo se alcanza?

: ¢ Como que cémo se alcanza?

: ¢ COmo se alcanza? o sea, ¢consideras 1 parod®p
Si.

.Y, dice: “limite es 0”

: El limite infinito, O.

: 0. Ahora te pregunto, ¢el limite ese se alcanza?

: ¢ En un término?

m TUT m T mMm ©U M T M T

: Al final, el limite de la sucesion, no, no, siseria un A sub N, y ya habriamos acabado,
sino en considerando el proceso completo si quigrses alcanzaria ese limite? ¢Podriamos
decir que esa, esa sucesion en el infinito es igual

P: ¢AQ0?

E:...a0?

P: Podemos decirlo, ¢no? Se dice, ¢,no?

E: Se dice. Pero se dice con sentido, o... es conabuso del lenguaje...
P: No, no. Con sentido, ¢no? Se alcanza.

[Entrevista 2.2, p.9]

Al preguntar al profesor por la 'alcanzabilidadl tmite, fue necesario excluir la

variable temporal, ya que, como veremos, este goofdente la necesidad de llevar las
discusiones a un contexto realista o pseudo-raalissi, en esta discusion, el profesor
considera el infinito como un punto en el que pusatesiderarse el valor del limite. De
hecho, dado el marcado caracter potencialista tdepesfesor, se insistio, pensando en
que podia estar respondiendo en base a converisionalmatematicos no razonados.
Aardn no establece, aun asi, un razonamiento céonglgbre su afirmacion, pero

muestra unas reflexiones interesantes. En primgairlua la pregunta ¢el limite se
alcanza?, responde preguntando si en un términetoninduciendo la posibilidad de

que dicho alcance en un punto tenga sentido p&alaael limite. Cuando se le induce
una linea de pensamiento “actual” respecto a latidad de términos” considerada al
calcular el limite, equivalente en lo matematiamasiderar la sucesion como conjunto,
y su limite como el punto de acumulacion, Aarénptecalicha argumentaciéon, como

algo con sentido, y no propio de una construcciéificdosa, sino con sentido, y exenta
de abusos de lenguaje. Sin embargo, hace estadematson de corte actual tras
inducirsele el razonamiento, no dwtu propriq por lo que no podemos afirmar con

seguridad que sea plenamente consciente de lagaciphes de su afirmacion. En la
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categoria que veremos tras la fenomenologia, abemds en este tipo de

consideraciones.

Orden del infinito (Fen (Ol))

Para finalizar, Aarén hace mucho hincapié en upngipdad que él atribuye al infinito,
pero que, en lo que a la matematica concierne, hefeeencia a los grados de
crecimiento de diferentes funciones al consideracamportamiento asintotico en un
punto. Asi, tras una clase en la que comento elinér “orden del infinito” a sus

alumnos, se le pregunto por ello, a lo que resgondi

Extracto 1-Fen(Ol)

P: Los ordenes del infinito. Pues, cuando se compéunciones, por ejemplo la exponengial

con un polinomio, hago una escala de valor, de ordee infinito. EI orden de infinito de lgs
exponentes es mucho mayor que el orden de inflriten polinomio. Entonces, cuando ellos
comparan, yo no les he ensefiado, por ejemplo & ello. después si lo relacionan con
L'Hopital, pues para ellos les resulta mucho mAs] que llegar a pensar que una
exponencial pues tiene un infinito de orden superie el de un polinomio.

[Entrevista 1, p.6]

Extracto 2-Fen(Ol)

Tras una pregunta sobre una situacion en la quel@hbms érdenes del infinito en clase:

P: Eso iba por ahi, por lo que estoy diciendo. A i@roy a mirar otra vez. Hemos dicho que
en L’Hopital se estudia la cercania de un punts,darcanias de A, pero, ¢Qué pasa si en vez
de las de las cercanias de a estudiamos las datoffi Vale. Ya sé donde estoy, ahora a Ver.
Vale, ya hemos estudiado el caso 0 partido poruando el limite que quieres dar, qué
pasaba cuando me daba infinito partido por infint@le. Ah, vale y lo de comparar, lo gde
comparar los 6rdenes de los infinitos.
[Entrevista 4, p.10]

Vemos en la respuesta de Aaron un profundo conenbmimatematico sobre la idea de
“orden del infinito”, referida a la comparacion dgado de crecimiento que posee cada
funcién. No solo es capaz de dar significado akepto, en términos de la escala de
valores como comparacion, sino usar la regla “matgue tiene sentido considerar en
Secundaria para abordar las situaciones en lagtgreiene. Posteriormente, establece
una posible transformacion de comparacion de doesidoes; en vez de considerar el
comportamiento a nivel local, propone estudiarleekemfinito, a través de la regla de

L"Hépital. Esta nocion, de los ordenes del infinib® solo la vemos como elemento

162



Conocimiento Especializado del Profesor de Materaatacerca del Infinito

matematico que el profesor conoce, sino tambiérocoinjeto de ensefianza y posterior

aprendizaje que el propio Aarén hace un esfuere@rasentar de forma comprensible:

Extracto 3-Fen(Ol)
P: Yo siempre se lo hice con la gréfica. La grafiala exponencial la pinté, la polinbmida,
gue es mucho menos fluctuosa, y después la... laitloiz. Que si, lo entienden mas,
mucho mas lenta.

E: Vale, vale, vale.

>

P: Pero si lo vimos con la grafica, entonces siemderdn que la exponencial cregi
muchisimo mas rapido que las otras dos y a la lder@omparar y la accion, pues dominan
los 6rdenes

[Entrevista 1, p.6]

Aqui Aarén no solo nos muestra su conocimiento aldofma de comportarse las
funciones polindmica, exponencial y logaritmicanostambién como presentarselas a
sus alumnos para que estos doten de sentido alemtoncSin embargo, esta
representacion no es mas que una ejemplificacicantpas casos sobre cOmo este orden
de crecimiento en la tendencia al infinito se viéej@do. Ademas, es interesante la
dotacién de propiedades que realiza este profestme das funciones, hablando de
“lentitud” o “rapidez” como propiedades de las m@&mmEstas propiedades, que no
tienen definicion matematica, si tienen sentido @@mopiedades intermedias auxiliares

en la docencia para dotar de significado a la mod&“orden de infinito”

Asi, hemos mostrado el conocimiento que Aarén gangoseer acerca de cuatro
aspectos fenomenoldgicos propios de la matemasioalae en Secundaria, que surgen
de las entrevistas realizadas. Como afirmamos ,aet&ss son los ejemplos que
podemos ejemplificar con mas evidencias, aunquposee mas informaciéon que da
cuenta del conocimiento de Aardn de otros térmipes) al ser en muchos casos escasa
la cantidad de informacién sobre un topico concfatmque abundante en cuanto a la
cantidad de topicos que reconoce como fenomenottajimfinito), hemos decidido no
incluirla. Asimismo, el objetivo de mostrar estodractos es dotar de significado,
contenido y evidencias a la sub-categoria “Fendsiendentro de la categoria
“Fenomenologia”, para que esta quede bien definighplicada.

163



Andlisis de Datos

Desarrollo Cognitivo del infinito (DCI)

Ya vimos en los antecedentes tedricos que existenplia tradicion de estudios en los
que se estudia el grado de desarrollo de la camgnidel profesor, tratandolo como
“aprendiz avanzado”. En este estudio no era estecel completo, sino una parte del
interés del mismo, que emergid de las considerasiale Aaron sobre los conceptos
gue constituyen la fenomenologia del infinito, eslenente cuando se discutia sobre la
naturaleza de dichos conceptos. A lo largo de &gta categoria, haremos un gran
énfasis en el vocabulario usado por Aaron, ya gie da cuenta, basandonos en
investigaciones de corte cognitivo, de una ciep@xmacion a la nocién de infinito.

Una primera aproximacién la encontramos en el sigaiextracto:

Extracto 1-DCI
E: hablas del 5,9; luego del 5,999999 y, buenangopregunto, para ti, incluso para ellos ¢el
5,9 periddico Es igual a 67

P: Casiigual a 6.

E: ¢Pero, esigual?

P: Si.

E: Es igual. Bueno, y ¢ellos [los alumnos] seriapaces de entender...?
P:: Yo... no estoy tan seguro que lo crean

E: [...] una respuesta tipica que dicen los alumnegjee bueno, que esto son casi igudles,
uno es cero coma perioédico uno mas grande que@| gho?

P: Si. Pero yo no, yo no he... los alumnos este afi@jpmplo no creo que l@lijeran] no
creo.

E: Que lo... que lo crean, ¢no?

P: No.

: Porque las fracciones son...

: Son iguales.

: ¢ Y hay la misma distancia entre los dos, oluittelo de las fracciones?

: ¢ La distancia? La distancia es tan pequefap@auefia, ¢no?

: Tan pequefia que...

: Que si.

: Que si. Pero es pequefia, o sea, no es 0.

T M T M T m T Mm

- Infima.

[Entrevista 4, p.3]
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Este extracto nos aporta informacion de la peréepgiel entendimiento del profesor
del infinito a través de la discusion de la igudld@a999...=1. La argumentacion que
hace sobre la ‘casi’ igualdad de ambas expresid@sda en lo infimo de la distancia
entre un namero, el 1, y ‘otro’ niumero, el 0.999a,cuenta de una vision iterativa del
infinito, en la que asocia el proceso de ir afatbemueves a la expresién a la
consideracion de la periodicidad de la expresidn.etnbargo, cuando se alude a las
fracciones, como constructo matematico que dotaet¢ido a dicha igualdad, Aaron
llega a afirmar quéson iguales”. En este caso, observamos como la necesidad del
infinito en un tipo de razonamiento induce a Aaedronsiderar 0.999... como una
expresion dindmica, incompleta, cuya diferencia dores “infima”, vocablo que
entendemos pretende expresar un significado ceanéinitesimal’, en el sentido de
cantidad cercana a cero pero indeterminada. Veamemnas, que su razonamiento
ligado a la carencia de fin del proceso iteratieoegtiende a otros conceptos, poco

relacionados a la expresion fraccionaria de nunma@enales:

Extracto 2-DCI
P: Para mi hay fractales regulares y fractales gutares. Fractales irregulares, por ejemglo
la naturaleza. [...] él [El creador de cierto prograinllama fractal por ejemplo, hay una
desembocadura en un rio que sigue un cierto pagéale? Pero acaba, l6gicamente, acapa.
Y... ¢cémo funciona un fractal? La repeticion, es napeeticion de figuras indefinidamente
E: Aungue nunca llegue al final [frase de una d&oén previa]

P: Aungue nunca llegue al final.

E: Yo ya tomo tu coletilla.

P: Se sigue, se sigue adentrando. Es que en esaserdibujo se ve muy bien, en|la
aplicacion, y tu tienes que... tl tienes que jugarte@mpo y se para, logicamente.

[Entrevista 3, p.10]

En este caso, vemos los fractales, elementos métesigue no pertenecen siquiera al
contenido de la Secundaria y Bachillerato, pefdores@l que Aardén razona de una
manera similar a la anterior. El define un fractamo una repeticion de figuras
indefinidamente, que carece de un final, sino‘geesigue adentranda’Notese el uso

del gerundio en esta expresion, que coincide cadda intuitiva de “infinito como

repeticion indefinida”. Vemos ademas, que Aaréndpudiferenciar entre una situacion
de iteracion finita, como es el ejemplo de la ddsmradura de un rio, y de iteracién

infinita, como en los fractales. Cabe destacarigdal manera, el uso que el profesor
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hace de la idea de “acabar”, afirmando que no tsmido ese final en los fractales,
pero que para mostrarlo a otros, es necesario anasta cantidad finita. Sin embargo,
esta carencia de final, ligado a€’ sigue adentrandoy a la nocion de repeticion

indefinidg con énfasis en esta dltima palabra, alimentgmetaepcion de que Aardn

concibe estas situaciones infinitas como dinamitasendo en cuenta el proceso que
permite pasar de un elemento al siguiente y, puptasociandolos al infinito a través
de la iteracion infinita. Estas aproximaciones gluprofesor para verbalizar situaciones

en las que el infinito tiene un papel importaras, dbservamos en multiples ocasiones:

Extracto 3-DCI

[Discutiendo la construccion de la integral]
P: Es que yo cuando hemos dado las integralesiimidag si se lo he dado. He definido las
integrales indefinidas como la suma por defecta auma por exceso y acotando, acotando
para que vean que coincidia con el area.
E: Total encogiendo los intervalos

P: Si.

E: Vale, vale, vale.

P: Aumentando las particiones de la division quéaee tanto por exceso como por defecto y
se veia perfectamente que se iban incorporandceldangulos por defecto y por arriba
[Entrevista 1, p.7]

Extracto 4-DCI

[Discutiendo la definicion de derivada]

P: Vamos mirando las distancias siempre, vamosutahclo las pendientes de la recta,|la
mitad de la distancia (---) hasta que llegamos roeca de aqui que aparece una recta gasi
tangente. Casi tangente a este punto en la funggale? Entonces, ¢Dbénde aparece el
infinito en este caso? En los infinitas veces geevoy acercando desde aqui hasta aqui} La
mitad, un tercio, y por arriba también, ¢vale?
[Entrevista 1, p.23]

Extracto 5-DCI

[Discutiendo un limite con discontinuidad evitgble

E: Vale. Pensando como limite ¢ Qué tiene que veetmfinito?
P: Si, si, claro, hombre. La aproximacion si ¢no@ &&toy acercando muchisimo al 2 y hay
un cierto problema.
[Entrevista 1, p.28]
Extracto 6-DCI

P: Se les pone un ejemplo, por ejemplo, el ejempéote dije el otro dia, el de las ranas que
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saltan la mitad ¢ Llegara o no Llegara? Y todo ehdwdice: “Claro que llega” y salta ¢no?
'Y ¢Llega o no llega?
: No llega, no llega.

: ¢ No llega?

: No llega.

: Vale

T M T m T Mm

. Al limite si llega, pero no llega. Fisicamente aeberia llegar
[Entrevista 1, p.16]

Vemos cuatro ejemplos, en los que discutiendo objetonstituyentes de la
fenomenologia del infinito, Aardn verbaliza difeie aproximaciones a la idea,
explicita o implicita, de infinito. Sin embargo,d@mos encontrar algunos elementos
comunes a sus reflexiones. En primer lugar, laomigirocesual que Aarén transmite
sobre estos objetos, que trata desde la perspéetit@ntinuar el proceso”, siendo este
proceso la divisidn en particiones que se haceesardollar la nocion de integral, la
construccion de la idea de derivada a través dmategentes, la aproximacion que tiene
implicita la idea de limite de una funcidon real \d&iable real en un punto, o un
ejemplo que él propone y usa abordar en claseydniente relacionado con el limite de
sucesiones. Analizando cada una de las declaragiogle potencialismo en el
razonamiento del profesor se hace evidente, unanész a travées de la verbalizacion
gue este profesor establece, usando tiempos velibgberfectivos, como las formas en
gerundio: ‘Acotando, aumentantio en la integral; firando, calculandg en la
derivada, o &cercandé para el caso del limite. De igual manera, aungue través de
tiempos verbales, el profesor hace uso de expmesigue dan cuenta de su no
consideracion del proceso como una Unica entidatpleta, sino como una coleccion
de objetos a la que constantemente se le afladercom&gpcion que parece limitarle al
uso de expresiones comeasi tangenté Finalmente, vemos en el dltimo extracto las
reflexiones que Aardn hace sobre una situacionyastp por él, en la que llega a
afirmar que cierto limite se alcanza, aunque noedaliisicamente alcanzarse. Esto nos
llevé a pensar en la consideracion que el propadepor dara a argumentaciones que
pretenden observar desde una Optica finita lo itofircomo veremos en la siguiente
discusion, que surge de la discusion acerca dedeesion ‘Dos rectas paralelas se
tocan en el infinith Para ello, pese a no estar en el guidon de laudién, el

investigador recurre a las proyecciones estereicgga€omo forma de visualizacion.
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Extracto 7-DCI

P: Si. Un punto ¢no? Tu dices una proyeccion, fvBle este puntfel polo] a la superficie
de la esfera, ¢no?

E: O sea, desde este punto.

P: Desde este punto.

E: Que corta la esfera y que luego corta el plano.

P: Vale

E: ¢ Te suena de algo esto?

P: Si, si, claro, claro. [...] y ahora tu dices pojemplo que mire esta paralela, pero por|el
otro lado por ejemplo por aqui arriba, ¢no?

E: Si

P: Mas o0 menos. De hecho la recta, de hecho lsggetas sobre la esfera confluyen, ¢no
E: ;D6nde?

P: Aqui[sefala el polo]

NJ

E: Podriamos decir que se cortan en el infinito pdgo relacionado con eso o... ¢nojte
convence?.

: Con lo que te he dicho antes, el proyectivau$¢ das la vuelta parten de ahi, ¢no?
: Pero digamos que el proyectivo es una creacana pontemplar eso.

. jAh! Creacion.

. Si, si, si, Si.

: Creacion ficticia para explicar lo inexplicable

: Pero esto no es ficticia, esto lo estas viendo.

T M T M U mMm T

: Si, si. Eso lo estoy haciendo I6gicamente. Rdanp en el Gltimo caso extremo, cuanddg tu
proyectas la recta al Ultimo punto, al Ultimo punge pierde. Ta no lo controlas.
E: No lo controlas. Vale, vale, vale. Me parecereoto. Entonces, la idea, para que ya a|mi
me quede claro, ti me has dicho que confluiriaasta punto las dos rectas paralelas.
: Para darle su explicacion, si.

: Si, ¢,0 te estoy... [malinterpretando]?

: Si, con un agujero.

: Con un agujero, vale. Aqui un agujero.

: Con un aguijero.

m T M T mMm T

: Vale.
P: Se va a ver que va a confluir, pero no se sabe.
[Entrevista 1, p.18]

Este ejemplo induce en el profesor una forma fidgaconsiderar el paralelismo, al
llevar la forma de representacion a la geometriiériea, y especificamente al usar el
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transito entre la geometria euclidiana y la eséédomo herramienta para poner de
relieve las concepciones del profesor. En este, cammos como el profesor esta
familiarizado con el ejemplo de las proyeccioneshitual en los cursos de variable
compleja recibidos durante la formacion como mat@ma Asimismo, el propio
profesor, sin ayuda, concluye que los puntwmanfluyeri en el polo norte de la esfera.
Esta confluencia da una vez mas una vision dinanhétgroceso de creacién de las
proyecciones de las rectas sobre la esfera, esmctwando el investigador introduce el
término “se cortan”, que pese a la imprecisionmsimo, refleja una visién actual del
infinito, como hecho ya consumado, Aardn recurrena nocion que anteriormente
habia planteado como es la de la geometria progedtijue no se abordd
explicitamente, pero que el propio profesor declkaué para él era una herramienta
operativa alejada de consideraciones conceptuaespismo, recurre a su definicion
del infinito como ‘treacién ficticia para explicar lo inexplicaflemostrando su idea
del infinito como elemento propio de un esfuerza pbstraer mateméaticamente
nociones que en “la realidad”, carecen de explicadvas interesante aun es el hecho
de que, al considerar el comportamiento en el ppolar, se basa en la falta de control,
o0 en la pérdida del mismo, para argumentar su dméento de la situacion. Esta
vision, de nuevo, supone una comprension completapotencialista del infinito con
rasgos pre-potencialistas, cercanos a las considees griegas del Apeiron. Aarén
pasa de considerar el proceso de proyeccion debabre la esfera, de una forma
constructiva, a detenerse y considerar que en@smo” punto, no se puede controlar
el comportamiento de la proyeccién, usando la ex@ne‘no se sabey “no lo
controlas”. Asimismo, considera que una buena representaeida considerar el polo
con un “agujero”, notacion habitualmente usada pgeesentar la no pertenencia de un
punto a cierto conjunto, ligada a la nocion de bidnferimos, de igual forma, que
Aarén no estd habituado a tratar con conjuntosagumienen a todos sus puntos de
acumulacion, esto es, conjuntos cerrados, comoafatinde evitar la problematica que
generan las sucesiones que convergen a puntosdelecanjunto. Como esta practica
es interesante de cara a la consideracion deltmfise abundo en ella en una posterior

discusion:

Extracto 8-DCI
[El profesor recuerda una argumentacion antenbresla correspondencia biyectiva ertre
[0,1) y [0, +0)]
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P: [...] Ta fijabas aqui un punto, ¢no? Ibas proyecta, ¢no? Entonces, este punto siempre
iba en proyeccion entonces, aqui nunca lo alcanz&=malmente aqui nunca puedes upir,
porgue eso esta abierto...

E: ¢Y silo cierragEl intervalo [0,1)P

P: Silo cierras. Si lo cierras, que es lo misme @n tiempo finito, ¢no?
E: Bueno, en tiempo finito...

P: A eso me refiero.

E: No, no entiendo...

P: Vamos a ver. Si esto esta abierto y nunca laradas, ta no puedes unir el Gltimo punto
para que sea paralela.

E: Esta abierto, no tiene sentido considerarlo, 2.no

P: No se alcanza, ¢vale? Cuando lo cierras, ercase si.

E: Que se tocarian...

P: Que es el ultimo elemento.

E: ¢Y este ultimo elemento de aqui no tendria uivakgnte en la recta, digamos?
P: No lo tiene.

[Entrevista 2.2, p.10]

Vemos la discusion que se establece sobre la fidaibiy el sentido de considerar la
proyeccién del Gltimo punto, el 1 del primer int&oy sobre la recta [0,04)"°. En un
primer momento el profesor asocia esta discusiGnaaprevia, desarrollada sobre las
preguntas del cuestionario, aunque posteriormenfgafundiza en la idea de cerrar 0
no cerrar el conjunto. Aarén, al considerar la pomyon, no considera dicha proyeccion
como un producto de un proceso, sino el processi,ereflejando esto de nuevo la
vision potencialista que posee sobre el infinitdekas, cuando considera la nocién de
“tltimo elemento” sobre el intervalo compacto, Aar8e niega a considerar la
posibilidad de seguir con el proceso proyectivafigma que el 1 no tiene equivalente

sobre la recta.

Asi, consideramos evidenciada la tendencia potésteiaue Aaron posee respecto del
infinito, mostrada a traves de sus reflexionesesdiferentes fendmenos cuyo nucleo en
comun (noamenos), es el propio concepto que ngsaodn resumen, este profesor, en

sus reflexiones, se centra en el papel del process, que en el producto final,

" pese a escribirlo como abierto, se pretendia fjyoéesor considerara la clausura de los reales
positivos, esto es, la nocion del conjunto de éadas ampliadosk U {w}.
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llevandole esto a consideraciones que le hacearsdege una concepcién actual del

mismo.

Conflictos-Disonancia Cognitiva (C-DC)

La concepcion potencialista de Aaron, en ciertosmemdos, le lleva a estados
conflictivos o de Disonancia Cognitiva (Festinger, 1957), originados por la
confrontacion entre su forma de entender el irdinjitsituaciones con las que esta
familiarizado pero sobre las que, al reflexiona, lece consciente de sus propias
inconsistencias y contradicciones en los razonawseWemos un ejemplo de esto en el

siguiente extracto extraido de la discusion sabreaturaleza alcanzable o no del limite:

Extracto 1-C-DC
E: Si se considera una sucesién [...] por partesamirsi N es par y 1 partido por N si es
impar, ¢se alcanza el limite?

P: ¢ Cuando N esta indefinido?

E: Si.

P: Se supone que si.

E: Se supone que si, ¢, Qué significa?
P: Hombre, [...] pero es que los valores de suces#m saltando, van oscilando, entoncges,
los valores son distintos, no deberia alcanzardarete. En el limite vale 0, con lo cual, en|el
limite, el limite de esa sucesion es 0. Pero hegyredncia de salto.
E: ¢ Podemos decir que al final los dos términosaom diferentes?
: Yo sé por dénde vas, yo sé por donde vas. Earcesto.

: Si. Al final es lo mismo.

: Es cerrar o no cerrar, para darle sentido alimifo...

. ¢ Cerramos 0 no cerramos?

: Yo sé por donde vas. Es que me choca, ¢ves?

: Es que choca, si, si, si.

: Es igual que este.

: Si, esas son las cosas que...

T M U M U mMm T m T

: Me choca igual que esto. Entonces, si lo alceag pararas, el infinito, y se alcanzara

ese valor, es 0 es 0 el limite. Es 0, vale. Peraccoo o puedes parar, l6gicamente ng lo
puedes cerrar, no existiria el limite, lo va satian
E: ¢No existiria el limite, porque va saltando?dt® ya si considero 1 partido por N ya oy
saltando.

P: Si es un valor discreto.
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E: Es un valor discreto, por lo tanto, va a ocursiempre.

P: Si, si, si. No existe.

E: No existe. El limite de a-sub n cuando hay itd&no existe.
P: Aunque converja la segunda parte a la de arrill estoy rayando tela, ¢eh? No, ng si
por mas que me lo aceptes... pero en el mas inghitale el 0.

E: Los dos ademas. Los dos valen.

P: Los dos, los dos, los dos. Coinciden los dostgto el limite es O.

E: Pero es que ahi hay un problema.

P: Para serte consecuente con esto, ¢eh? Consecoente con esto no deberia, ¢eh?
E: Pero esto es lo que td piensas. No sé no tienéde hablar de un punto y hacer [la
equivalencia con el infinito.
P: Es que de... mi problema es llevarmelo a lo takepVale? Aqui no me cuadra y ahi| si
me cuadra.
[Entrevista 2.2, p.11]

Con el trasfondo de la posibilidad de alcanzarimité, Aarén se enfrenta con una
situacidén que le obliga a considerar el comportatoien el infinito de una sucesion
con un comportamiento asintético, elegida por étesistador de forma que el limite
fuera igual a cierta sub-sucesion constante (leespondiente a los términos pares), de
manera que el entrevistado no pudiera consideganantos del tiporfo lo controlas.
Ante esta situacion, el profesor afirma, basadsesonocimiento matematico que el
limite es 0, habiendo dos formas de aproximarsgeacero. Sin embargo, al considerar
las dos sub-sucesiones por separado, surge eeprapken cuanto al hecho de alcanzar
el limite o no, y Aardn identifica la situacién conequivalente a la posibilidad de
considerar la clausura del conjunto. En dicha situm Aarén llega a dos razonamientos
diferentes El limite se alcanza y es ceroy “el limite no existe, va saltandoEl
primero responde a un razonamiento actual que Aargrgque no se ve muy inclinado a
contemplar, es capaz de aceptar e incluso esbaxarpropio, y el segundo esta ligado
a una vision potencial, en la que el profesor sntsi comodo, basado en la
consideracion procesual de “ir afiadiendo términBe’este caso, el proceso de adicion
de términos, y las reflexiones que este profedabksce sobre él, desde una perspectiva
potencial, le hacen incluso perder de vista elicgmlo de convergencia, llegando a
afirmar que la sucesién de término general 1/niepetlimite, y que la sucesion
definida por partes carece de limite, dado el dalito que existe entre cada término y

el siguiente, sin ser consciente de que este dmtwle a cero. En cuanto al
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razonamiento de corte actual, lleva a Aarén a aiirla existencia del limite y el hecho
de alcanzarseeh el infinito”, coincidiendo los limites de ambas sub-sucesiofés.
asi, cuando se le pone de relieve la incompatéulide ambos razonamientos, se
resguarda en el obstaculo que supone para €l nissoomsideracion de dicha situacion

en un contexto real. Sucede lo mismo en este a@pisartteriormente abordado:

Extracto 2-C-DC
P: Se les pone un ejemplo, por ejemplo, el ejempéote dije el otro dia, el de las ranas que
saltan la mitad ¢ Llegara o no Llegara? Y todo ehdwdice: “Claro que llega” y salta ¢no?
E: Y ¢Llega o no llega?

P: No llega, no llega.

E: ¢No llega?

P: No llega.

E: Vale

P: Al limite si llega, pero no llega. Fisicamentdeberia llegar
[Entrevista 1, p.15]

Aaron razona sobre un ejemplo que él mismo ha rodst argumentando que la rana
‘llega, pero no llega evidenciando el conflicto que experimenta alemar dar
contextos ‘realisticos que den sentido a los coois matematicos abordados. Esta
necesidad de realismo, que forma parte de lasdetitde Aaron hacia las matematicas
y hacia el infinito mas concretamente, choca combstracto de las consideraciones
ligadas al infinito que requiere la matematica ksc¢tigadas por ejemplo, a estudios de
corte local para la convergencia de funcionesdsigticha aproximacion infinita como

proceso, y por tanto, dificilmente recreable.

Veremos en el siguiente extracto que las dificedade Aardn no se limitan a la
confrontacion entre infinito potencial y actuahaique también pueden basarse en la
confrontacion entre aproximarse a un punto y tehdera el infinito, o interpretar una

misma situacion en dos contextos matematicos difese

Extracto 3-C-DC

[Definiendo la derivada en un punto como pendiente
P: Vamos mirando las distancias siempre, vamosutahclo las pendientes de la recta,|la
mitad de la distancia, la mitad, la mitad... hast& dlegamos muy cerca de aqui que aparece

una recta casi tangente. Casi tangente a este pemtia funcion, ¢vale? Entonces, ¢Dénde

aparece el infinito en este caso? En los infint@ses que me voy acercando desde aqui
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hasta aqui. La mitad, un tercio, y por arriba tagnhi ¢, vale?

E: Por arriba también. Y aqui. Al final, digamosges la tangente. Al final hay un agujero.
P: Al final coincide con la pendiente de la tangent

E: ¢Y eso es un problema? Digo para ti a nivel detradiccion.[En relacion al episodi
sobre la correspondencia entre [0,1] y los readegipos, implicito en la conversacion]

P: A ver, no porque... vamos a ver, en los que, éodigo del agujero, vamos a ver, a ver

razon en que no es igual
E: Te he pillado. Tiene sentido o una cosa o la,air plantearnos qué pasa en los dos ca

de donde, qué significa.

diciendo en el agujero que no se tocan.
E: ¢Y aqui? ¢Se toca o no se toca?

P: Se toca el qué.

gue haya agujero, porque si... digamos.

P: No, no lo hay, no lo hay, no lo hay. De hechar, geefinicion no lo hay. Se dice que
pendiente es esa.

E: Se dice y es, ¢no? A ver si nos estan engafiado.

P:Y es, es. No, no, no.

E: Hay una contradiccion, o sea un poquito... si tpge

P: No, yo creo que no la hay. Yo creo que signifisados cosas lo mismo, ¢no? El que h
aguijero alli, no implica que no lo haya aqui.

[Entrevista 1, p.25]

O

Sl,

a ver si te, te explico una cosa y la otra. Paraehinfinito, ¢vale? Para mi es el medio para
explicar lo que no tiene explicacién, ¢vale? Emenillas. Bueno, ¢ Qué pasa con el ejemplo

del agujero y qué pasa con este ejemplo de aquak?2\En este ejemplo de aqui, lleyas

50S,

P: No, es que, de hecho, de hecho siguen concondardlos cosas. En el otro caso, te estoy

E: Digamos, el punto donde... Digamos que ahi al fieaiamos que no se alcanza el limite,
porque, bueno no tenia sentido alcanzar el pumo?dero aqui, objetivo es ver qué pasa en

el punto para calcular la tangente que existe en@sto concreto. No podemos considerar

aya

Extracto 4-C-DC

[Sigue del fragmento anterior]

: A ti te causa problemas con la proyeccién estgréfica.
Si.

: ¢ Por qué? No acabo de ver la relacion

: Porque... ¢COmo que por qué?

: Ah, vale. Por la cosa de la tangente, en ulo €8 como un plano tangente.

T M U m T m

: T4 no la puedes controlar, al final td no puedestrolarlo. Aqui esto si. Vamos a v

174



Conocimiento Especializado del Profesor de Materaatacerca del Infinito

cuando tu hacer lo de la proyeccion estereograficgo. creia que me estabas hablando| de
eso. El plantear el agujero, tu la proyeccion tulaguedes pintar, aqui y aqui tu si pueges
pintar la tangente. De hecho, aqui si tienes fin gexirlo asi de una manera, aqui no tiene

fin, yo no puedo llegar a pintar el dltimo puntdtinao punto con el que llegamos, pero agui

si puedo pintar, esto si tiene fin. Y el fin e est tangente. Por eso, decia yo que no hay
contradiccion ninguna. ¢Vale?
[Entrevista 1, p.25]

Extracto 5-C-DC

E: Vale. ¢Y aqui no puedes intuir también la tadgera a ir por algun sitio? Digamos, tu

tienes la circunferencifSe dibuja una circunferencia tangente a una temtaontal]
P: Si.

E: Lo vamos a hacer sobre el plano y tu vas trapalag lineas, ¢no? Para aca, para aca,

para aca...[Se trazan proyecciones del polo norte a difereptegos de la recta, todos en| la
semirrecta real]¢,No puedes intuir que al final va a pasar algm,coon esa recta que no

podriamos dibujar, porque no tendriamos el puntrppjue en realidad si podriamos intui

r
donde va a estar esta recta?
P: Pero no se puede pintar.
E: No se puede pintar. A lo mejor no tendria senfiihtarla, pero si tendria sentido, por
coherencia digamos, decir que va a estar por ejeragli.
: Exactamente eso, eso es.

: Si podria, ¢no?

Si.

: Vale.

Eso si.

. Eso si es, vale.

o m U m O m T

: Pero que lo que te queria explicar, los casos distintos, porque aqién la derivadajo
si puedo pintar el fin, aqui no.
[Entrevista 1, p.26]

Vemos en este episodio, separado en tres extrgeies facilitar su lectura, una

situacién en el que el profesor reflexiona sobnealmraleza de la convergencia puntual
de funciones. En primer lugar, nos parece muy esterte la segunda parte, en la que
Aaron establece su reflexion acerca de las senmsganespecialmente diferencias entre
el caso de definir la derivada como el limite de pendientes de las secantes, y
explicitamente dibujarla como la tangente, y ebods considerar el polo norte de la
esfera en las proyecciones estereograficas coméo pratio. Aaron no considera
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iguales las situaciones debido a la posibilidadlibejar la derivada en el caso de la
derivada y la imposibilidad que él encuentra paaso de la asignaciéon del polo de la
esfera al infinito, que parece estar basada espelcto material ligado a la posibilidad
fisica de dibujar el punto o no. Esto muestra atigrde reflexiéon de este profesor sobre
la nocién de convergencia, y como tiene ciertaraaede vision ‘estructural’ de la
matematica, al considerar convergencia a punto rnweargencia a infinito como

elementos diferentes y que, por tanto, no respoadamdea comun de limite.

En un segundo acercamiento a este episodio, ctot@len el primer extracto ahora,
observamos al profesor enfrentado a una situacida gue debe razonar sobre la idea
de alcanzar el limite o no, y sobre la cohereneididho alcance. Vemos que en el caso
de la derivada, al estar considerando un puntoempeciente al conjunto, y la
aproximacion a dicho punto, acepta que dicha aprasion se alcance, generando la
derivada como recta tangente, mientras que ensel dativo a la correspondencia
biyectiva entre los dos intervalos no la aceptadadaracter ‘no explicable’ de lo que
sucede al tratar con el infinito. En resumen, Aaoamsciente de que en ambos casos el
proceso es infinito, se resguarda en su definipr@raristotélica del infinito para evitar
el conflicto, aunque, al ahondar en el comportatoiean el extremo del intervalo,
reconoce la diferencia que entiende que existe embos contextos, en el primero el
proceso aproximativo es ‘controlable’, por estaurmpuntoque puedes pintas’y en el
segundo no lo es, dado que el punto donde se patuse puede identificar con un
lugar fisico concreto. Este ultimo hecho esta jadle en el tercer extracto, en el que
Aardn razona sobre la posibilidad de pintar el puent el caso de la derivada y no en el

caso de la proyeccion, derivado de la posibilidsidd de dibujar el punto en cuestion.

Esta categoria esta intimamente relacionada cantéaior, ya que puede ser entendida
como consecuencia de la misma, pero dada la cdrdiel@videncias que tenemos, asi
como de las implicaciones de otras categorias, dange Fenomenologiadecidimos
darle la entidad de categoria.

Errores conceptuales (EC)

Esta categoria da cuenta de como la cognicién dénAsobre el infinito, asi como los
conflictos que experimenta, generan errores erbetdaje a determinadas situaciones,

conceptos y propiedades matematicas, que al séenida de posible transmisién al
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alumno, pudiera generar en sus estudiantes imageneseas del contenido, o incluso
generar aprendizaje de propiedafddsas

Mostraremos varios de los errores detectados groéésor, para mostrar cOmo su

forma de comprender el infinito le lleva a errodesdiversos tipos y formas:

Extracto 1-EC
P: Cuando en 1° de la ESO, bueno, en 1° y 2° séodamimeros primos, sé que hay infinitos
nameros primos, pero que los nimeros nNo se puedidarc no terminan, ¢vale? Y en |la
palabra no terminar ya va implicito ahi el infinito
[Entrevista 2.1, p.2]

Vemos en esta breve declaracion del profesor uteste reflejo de los conflictos que
sufre. En este caso, observamos como considera mdmeros no sujetos a un posible
conteo a los primos, subconjunto de los natur&éss.error se debe a la asociacion que
parece establecer entre la no finitud de los misynlasimposibilidad de contar dichos
nameros, siendo esta una consecuencia directafdensa de conocer el infinito a nivel
intuitivo, basada en una concepcion pre-arist@gliesultante de concebir el infinito
como entidad equivalente a lo desconocido. Estasibpidad de contar el profesor no
llega a explicitar que la usa en clase, pero dddoascter utilitario que tiene esa

caracterizacion del infinito, podria esperarselgueciera.

Extracto 2-EC
P: Bueno, ya eso es un poco mas grande, un pocodmdmvel, pero en Secundaria, por
ejemplo, cuando se resuelven ecuaciones que tignersustituir la solucion para que la
solucion sea factible, resulta a lo mejor que qudoedido en la solucion vy, [...] cuando tu
sustituyes la solucion para que sea factible peesale un 0 en el denominador, eso gué
significa, también queda ahi latente ¢eh?

[Entrevista 1, p.4]

Aardon muestra aqui cierta familiaridad con el coitte matemético, como es la idea de
relacionar la divisidbn por cero con ciertos comexén los que surge el infinito. Sin
embargo, en este caso, el contexto al que asaciltmncia’ del infinito resulta del todo
inadecuado desde la perspectiva de la matematicdagsya que en la resolucion de
ecuaciones algebraicas, el contexto al que Aardafeze, carecen de sentido los ceros
en el denominador, salvo para excluir posiblescsohes. Asi, en el contexto de a los

limites de funciones algebraicas, se puede encaditha subyacencia del infinito en
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cuestiones derivadas de la propia epistemologiirdeé como aproximacién, pero no
en este contexto, en el que no se exploran lasisoks por aproximaciones, sino por
técnicas algebraicas, habitualmente alejadas de ptosesos iterativos. Asi, la
familiaridad de Aardon con el objeto a considerapresiones algebraicas, le lleva a
considerar la posibilidad de usar técnicas no poge este caso, por lo que vemos que

establece conexiones 'incorrectas' usando eltofini

Extracto 3-EC
P: Se les pone un ejemplo, por ejemplo, el ejempéote dije el otro dia, el de las ranas que
saltan la mitad ¢ Llegara o no llegara? Y todo elnahoi dice: “Claro que llega” y salta ¢,no?
E: Y ¢Llega o no llega?

P: No llega, no llega.

E: ¢No llega?

P: No llega.

E: Vale

P: Al limite si llega, pero no llega. Fisicamentdeberia llegar

[Entrevista 1, p.15]

En este caso, el error que observamos en Aarérs mang derivado de la certeza de
gue la rana llegue o no llegue, o en términos matieos, sobre si el limite se alcanza o
no®, como sobre la unicidad de la respuesta a dicegupta. A una pregunta, cuya
solucion admite diferentes respuestas segun laafalen comprender que tenga el
interlocutor, Aaron da las dos respuestas comoblessi'si llega, pero no deberia

llegar’. Esta respuesta, que refleja el conflicto desaitola categoria anterior, da

muestra de la no consciencia, y por tanto descomestd” de Aarén acerca de que

ciertas preguntas en matematicas tienen una Umspuesta, 0 que, segun las
condiciones bajo las que se trabaje, se podrardannica respuesta, que podra variar
en funcion de las condiciones. Asimismo, informalaeno consciencia del sustento
topolégico a las nociones ligadas a la aproximaciboda esta no consciencia de

diferentes aspectos, ligados a una forma de comereal infinito basada en la

8 A nivel epistemolégico, el hecho de que el linsiéealcance o no, se basa en la consideracién del pu
de acumulacién como perteneciente al conjunto oesogdecir, si consideramos la convergencia en
abiertos, carece de sentido considerar, en mucmssscla posibilidad de alcanzarlo, mientras que en
cerrados, siempre se alcanza.

81 En la linea de la definicion de Schoenfeld, lacnasciencia equivale a que la informacién no esta
disponible para ser usada, aunque se posea lanaéan.
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necesidad de realismo, anteriormente descritaa keeste profesor a cometer un error

de falta de sustento légico.

Extracto 4-EC
P: Pues, la densidad, no se por ejemplo encontigiiranumero entre medio de los dos, ¢no?
el agujero y... que agujero con mis palabras. Hayjergs entre niUmeros y si hay agujeros

entre nimeros pues si, podemos encontrarnos umer@gdentro de otro agujero. ¢,Con gue

guieres que te lo relacione?

E: Con el infinito. ¢ Como esta el infinito ahi peege?
P: Pues, hay infinitos en el agujero

E: ¢ COmo hay infinitos agujeros?

P: Dentro de dos numeros hay un agujero donde podarlocar otro nimero ahi en medjo.
Entre ese y el posterior pues también hay un agujentro donde puedo meter otro numero.
E: Anterior posterior.

P: Bueno, anterior posterior, vale
[Entrevista 1, p.15]

En este extracto, el error que muestra Aaron nentoe que se pueda considerar solo
como tal, sino como una falta de conocimiento Yer&bn sobre el contexto. Vemos
que usa la verbalizacion ‘posterior’, para habkrplinto ‘siguiente’ a otro, términos no
propios de conjuntos densos. Asi, hablar de ‘agsjepese a ser una terminologia
coloquial e informal, se puede aceptar que no ieduerror en el interlocutor, mientras
gue usar la nocién de posterior, ain siendo méasimoda lo formal, si genera la
posibilidad de considerarlo un error. Asimismouitsllamativa la explicacion relativa
a los ‘agujeros’, afirmando queodemos encontrar un agujero dentro de otro agljer
Entendemos que se refiere a que dados dos puatpseden considerar extremos de un
intervalo, y que, el interior de dicho intervale, godria considerar uagujero®. Esto

Nno supone un error en términos matematicos, pergesera confusion sobre el
significado del término, que también usa, al reme funciones, para hablar de los
puntos donde hay un comportamiento asintético y, quo tanto, se consideran
‘agujeros en el dominio de la funcidi

®2 De forma coherente con las construcciones realizadaeste profesor, no necesariamente correctas.
8 Observado en su préactica docente en el aula.
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Significados del infinito

Al indagar en el conocimiento de Aarén sobre difege conceptos propios de la
fenomenologia del infinito, surgieron diferentesitextos que mostraban el uso que
Aaron hacia del concepto, sustentado en diferesitgsficados epistemologicos del
infinito, asociado a lo ‘grande’, lo ‘pequefo’, y B ‘desconocido’. Estas
conceptualizaciones, las dos primeras intuitivames@ncillas y mas comunes en la
literatura de investigacion, y la tercera, que tng una vision diferente, que no
hemos encontrado apenas en literatura previa,esargien diferentes contextos, desde
algunos propuestos por €él, a otros provenientela @atrevista, hasta algunos que se
abordaron en su aula, pasando por preguntas centeg)en la entrevista en base a
indicios y oportunidades que el investigador déteteinto ‘in situ’, como en la revision

de las entrevistas para el refinamiento de lasesiges sesiones.

Hemos de remarcar que esta categoria no trata rdpacar los significados que el
investigador comprende del infinito con la cognicile Aarén, sino buscar los
significados que él asigna al infinito o usa, denema que significados como el de
infinito construido en base a la iteracion, queualis autores (e.g. Lakoff y Nuiiez,
2000) creen basico y fundamental para la constinabel infinito, no emergen mas alla
de cémo un contexto o parte del método en el queérAae basa para dotar de
significado a los conceptos escolares que aborda anla.

Infinito grande (S(G))

Los significados asociados a esta concrecion deatagoria vienen dados por los
contextos en los que Aaron detecta el infinito ftexégona sobre €l asociandolo a un
namero ‘muy grande’, a un punto ‘muy lejano’, ogameral, a elementos cuya cantidad
de magnitud, en general longitud, es un nimergytande que se hace inconcebible.
Los tres ejemplos que mostraremos en primer lugas pomenzar a evidenciar las
reflexiones de Aaron en torno al ‘infinito grangertenecen a extractos de la entrevista
dedicada a que fundamentara la relacion del iofiodn los conceptos que él mismo

propuso en su mapa conceptual.

Extracto 1-S(G)
[Explicando la relacion de la media estadistica&adnfinito]

P: Vale, por la ley de los grandes numeros. Cuané&s amplia es la muestra, cuantos mas
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datos estudies, mas precisa se puede hacer la media
E: Y ¢cual es la relacién ahi con, con el infinito?

P: El tamafio de la muestra, cuanto mas grande, doamés tiende a... muy grande, por
ejemplo lo de la moneda, ¢no?
[Entrevista 2.1, p.4]

Este primer extracto muestra al profesor justifitama presencia del infinito en un
contenido explicito en el curriculo, como es la beylos Grandes Nimef§spara dar
sentido a la relacién entre el infinito y la medn esta breve explicacion que hace
Aarén, vemos como establece el paralelismo entgedode del tamafio de la muestra y
la idea de infinitud, asociando la tendencia aceg@ar una muestracianto mas
grande’ al concepto de infinitud, dando cuenta asi detlfumento epistemolégico del
mMismo que se pone en juego en este caso, y pudiefedivse cierto caracter iterativo
en la verbalizacion imperfectiva que hace en etgso de ‘aumento’ del tamafio de la

muestra.

Extracto 2-S(G)
P: La notacion cientificdtiene relacion] no con el infinito, pero si con los nimeros muy
grandes y con los muy pequefios negativos.
E: Vale

P. Con los niumeros muy negativos y muy positivos. €20 lo he puesto. Lo tipico. lla
notacion cientifica, los ejemplos que se ponerdisdancia de la... al sol 10 elevado a 11,
[...] un nmero muy grande, muy grande, muy grandejuescasi infinito, asi muy grande.
[Entrevista 2.1, p.6]

En este caso, Aaron muestra una concepcion sobrénio en la que asocia el propio
infinito a un nimeromuy grandé En este caso, pese a existir una verbalizacion
imperfectiva, ya que la reiteracion de losuy grande’dan sentido de crecimiento,
Aaron llega a afirmar que 10 elevado a 11casi infinito’. Esta concepcion, surgida en
la discusion de un contexto siempre finito, comdaasotacion cientifica, es un indicio
mas de que Aardn asocia la infinitud a una magnitadnmensurable, derivando esta
no posible medicion del ‘tamafio’ de lo medido, endio ser infinito, o al menos tan

grande que su cognicion y herramientas no le pamitedirlo. Ambas posibilidades

84 \er andlisis curricular desarrollado en el magirito.
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engloban la dotacion de significado del infinitarem elemento de medida mayor que

cierto nimer& o mayor que cualquier nimé&?o

Extracto 3-S(G)
[Discutiendo sobre el significado que le da a laresion “en la lejania de una funcion”,

expresion usada por el profesor para abordar iastes]
P: En la lejania de f, de la lejania de f como geeolviden [de llegar], que es muy lejos| A
ver, por no darle concrecién.
E: Concrecion.

P: Por no concretizar que la lejania, bueno, alfies un punto que esta perdido alli en el
infinito, fijarlo también, ¢no? La lejania de F,alg?

[Entrevista 4, p.9]

Este ejemplo refuerza lo anteriormente descritocacde como el profesor asocia el
infinito a lo inconmensurable, en este caso entouara distancia y a la posibilidad de
alcanzar el punto que él define conpefdido alli en el infinith. La conceptualizacién
de este ‘punto del infinito’ deriva en este casolaldejania del punto respecto de
cualquier punto abordable, con lo que aparece @wmel infinito asociado a algo
‘grande’, dado el habitual uso de lejania comoeiante de gran distancia. Asimismo,
esta idea de lejania, ligada intimamente al imfjréupone para el profesor el sustento
epistemoldgico del limite en el infinito, nocidonegtransmite a sus alumnos, con lo que
no solo observamos la cognicion del infinito deeegtrofesor, sino la posible

transmision de sus concepciones a sus alumnos.
Infinito pequefio (S(P))

En esta sub-categoria, introduciremos los contexides que Aaron reflexiona sobre la
presencia del infinito asociandolo a un elemeném®fio’, o cercano a cero, siendo la
nocion anteriormente comentada relativa a la ‘céeca fundamental para la
comprension de la dotacion de sustento epistentaldgie hace el profesor en todos
los casos. Asi, la idea de infinitesimal esta miggda a esta categoria, pese a haber
pocas relaciones explicitas con dicha idea.

% para el caso de la infinitud asociada a lo realenmnito pero no abordable en cuanto a medicién.
% En el caso de la infinitud asociada a lo infinito.

182



Conocimiento Especializado del Profesor de Materaatacerca del Infinito

Extracto 1-S(P)
[Discutiendo sobre el significado del residuo aeheralizar el estudio de las asintotas en
funciones algebraicas]

E: Me dices “salvo una cantidad finita de términos”

P: Finita.

E: Si, digamos la... te quedas con la cola nada mas.

P: Exactamente. La que dejas, ¢no?

E: Y, ¢Qué significa que la diferencia es infinitante pequefia?

P: Infinitamente pequefia... un nimero muy, muy, ragugno.

E: Muy pequefio.

P: Segun lo que explicas ahi. Y es infinitamentpi@@a, muy cercana.

[Entrevista 2.2, p.16]

En este extracto observamos como Aarédn, al comsiderque él denomina residuo,
considera que la diferencia entre el residuo yheibn es muy pequefia, en sus palabras
‘infinitamente pequefiausando una forma de expresion imperfectiva devauque
refleja cierto proceso iterativo de empequefiecitniefin embargo, no llega a usar, en
ningln momento, la idea de ‘tan pequefia como queamue daria cuenta de la
definicion de infinitesimal, sino que dicha dist@ndénfinitamente pequefia es un
“numero muy pequefigoero sélo uno. Asimismo, identifica la pequeiii@réncia con
cercania, en el sentido de la igualdad de ambawirtés salvo una cantidad

infinitesimaf’.

Extracto 2-S(P)

[Al preguntarle por la relacion entre el cero yndinito]
El cero, puf , eh tiene que ver con el simple hetdaplicarlo a L’Hopital simplemente, una
indeterminacion cero partido por cero o infinito rido por infinito estan en las mismas
condiciones de aplicacion de L'Hépital que... entreawy otra, con lo cual intimamente
relacionados.
[Entrevista 1, p.13]

Este ejemplo es una muestra de que la construgci@aron ha desarrollado sobre la
idea de lo infinitamente pequefio parece carecda dmherencia y consistencia que
podrian esperarse en un matematico. Al pregunpanda relacion entre el cero y el

infinito, recurre a una construccion en la queraar una indeterminacion de tipo cero

870 la visi6n que Aaron tiene de lo que es un itgsimal.
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partido por cero es equivalente a tratarla comdnitof partido por infinito. Asi,
establece una relacion directa entre ambos en baspie ambos cumplen las
condiciones de aplicabilidad del teorema de L’Hélit basada probablemente en la
tendencia a infinito de los limites de tipo ‘algoitb partido por cero’. Sin embargo,
como tal, es una conexion, que emerge de sus evasidnes, y que se basa en la
relacion entre el infinito y el cero, pese a quehdirelacion parezca estar fundamentada
en una relacion de tipo procedimental, que da eug&tuna comprension de la relacion

inducida por el propio procedimiento.

Extracto 3-S(P)

[Al tratar la igualdad entre 5.999... y 6, Aarén\paenente ha afirmado la igualdad de
ambas]

: Y tu crees que fgon iguales]porque las fracciones son...

: Son iguales.

: ¢ Y hay la misma distancia entre los dos, oluittelo de las fracciones?

: ¢ La distancia? La distancia es tan pequenia...

: Tan pequefia que...

: Que si.

m T mMm T m T m

: Que si. Pero es pequefia, o sea, no es 0.
P: infima.

[Entrevista 4, p.6]

Este episodio muestra la discusion de uno de &m@ps que clasicamente se ha usado
para discutir la naturaleza del infinito. Aqui vestammo Aarén, discutiendo un ejemplo
asocia la igualdad de 5.999... y 6 a la represemasjoinducido por el investigador.
Sin embargo, al hacer el transito al contexto metrponiendo el foco en la distancia
entre ambos numeros, su argumentacion es ambigsia, fue explicita que la distancia
esinfima Esta forma de abordar la distancia entre dos rasnque aunque él sabe que
son iguales, la representacién escrita de los nssl®ohace razonar que son ‘casi
iguales’, da cuenta de la asociacion que estaldetre lo infinitamente pequefio y el
cero, como elementos relacionados, pero diferehésta el punto de que esa relacion le
lleva a cometer errores, en términos de no podgingduir, como en este caso, que la

igualdad conlleva la nulidad de la diferencia, pe&garecer’ infinitamente cercanos.

8 No se indagé en profundidad en este aspecto, gaequconversaciones informales previas, Aarén
reconocié que no recordaba la demostracion deémemyry por tanto, el entrevistador consideré uaa vi
estéril la pregunta por estas conexiones.
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Infinito desconocido (S(D))

Una de las caracteristicas mas relevantes y repatsas de la forma de dotar
significado de Aaron es su tendencia a asociarfigito a lo ignoto, dando a entender
una concepcion apeironiana del infinito. Veremos,las ejemplos que mostraran el
contenido de esta categoria, dicha tendencia adewas el infinito como una entidad
util para abordar lo desconocido o indefiffitidMostraremos multitud de ejemplos en
los que Aardn se refiere a lo infinito como deswito, basado en tres tipos de
argumentacion rfo se sable ‘no se controla ‘no se puede explicar También

mostraremos la consecuencia mas evidente de |lafdenentender Aardn el infinito en
su actividad docente, que es la definicidbn que deanfinito, tanto para dotarlo de

sentido para si mismo, como para transmitir a stusl@ntes.

Extracto 1-S(D)

[Discutiendo una explicacién suya en el aula mbitucir los nUmeros perioddicos]

P: Vamos a ver, lo que les quiero decir con loatguito, 1, 2, 3 bajo el arco, si sabemos
cuantos hay, ¢vale? Que son 1, 2,3, lugares deesnagvale? 1, 2, y 3 lugares, pero que hay
infinitos, que no se sabe cuantos y que hay infinilo se sabe cuantas veces de repite esa...
E: No se sabe, porgue se puede repetir todas leesvgue quieras.

P: Todas las veces que tu quieras. ExactamentseNabe.

[Entrevista 4, p.13]

Extracto 2-S(D)

E: Pero lag[sucesionesfjue tienen infinitos términos, ¢ esta bien deterdona numero de

términos? ¢ Eres capaz de decir cuantos tiene?
P: ¢Si hay infinitos? No.
[Entrevista 2.2, p.2]

La primera respuestas, del tippo' se sabbe muestra como Aarén, al considerar el
periodo de un numero decimal periddico, estableme rp sabe cuantas veces estan
presentes las cifras del periodo en la expresi@ardalada del nimero, a la vez que
dice ‘hay infinitos’. Se podria inferir cierto edtaconflictiva®, pero dada la cantidad
de unidades de informacién de las que disponemds g@ue se observa esta forma de
expresion, comprendemos que Aaron asocia el desiooiento a la infinitud. Este

ejemplo resulta muy interesante porque el contd&tofinitud abordado es numerable

8 En el sentido de carencia de definicién, no derw@a de finitud.
%0Ver categoria ‘Conflictos’
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y, por tanto, uno de los menos complejos que selgru@bordal, y ante este, su
respuesta se basa en la imposibilidad de deterntenarardinalidad del conjunto
(‘cuantas veceég asignando a esa imposibilidad el nombre ‘inbhiEn el caso de la
segunda, Aarén hace explicita esa asociacion démtfalta de determinacion de la
cantidad de términos y la infinitud de las cantegdbviando por tanto la posibilidad
de que infinito represente el cardinal del conjuntdandole un caracter indefinido a su

naturaleza.

Extracto 3-S(D)
[Discutiendo las proyecciones estereograficas]
P: Pero, claro en el Ultimo caso extremo, cuandpryectas la recta al Gltimo punto, se

pierde. Tu no lo controlas.

E: No lo controlas. Vale, vale, vale. Me parecereoto. Entonces, la idea, para que yaa m

me quede claro, ti me has dicho que confluiriaast@ punto las dos rectas paralelas.

P: Para darle su explicacién, di..]

E: Si 0... te estdyorzando a esa respuefta]

P: Si, con un aguijero.

E: Con un agujero, vale. Aqui un agujero.

P: Con un agujero.

E: Vale.

P: Se va a ver que va a confluir, pero no se sabe

[Entrevista 1, p.19]

En este extracto, Aardn vuelve a mostrar su aséadiatel infinito a lo desconocido,
usando de nuevo la expresidm ‘se sabegpara referirse a la proyeccion estereografica
de dos rectas paralelas sobre la esfera. Sin embamngeste episodio observamos un
matiz que nos permite profundizar en la forma qaedA tiene de entender el infinito y
el impacto que esta forma de entenderlo tiene smaapnamientos matematicos. Ante
la pregunta del investigador sobre la confluen@das rectas en el polo de la esfera,
Aaron confirma que efectivamente, para dotar ddieaqdn a la situacion, deberian
tocarse en ese punto, pero que la naturaleza odglartamiento en ese punto le resulta
‘incontrolablé, por lo que no puede afirmar con seguridad el poramiento local de

las proyecciones de las rectas. Asi, es interesamteste caso como Aardn, en su

1 Erente a contextos no numerables, como los nimeatss
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concepcion del infinito como ente desconocido, agaken dicha concepcion para dar
una explicacion al comportamiento de un fenémerstratto.

Extracto 4-S(D)

P: [El infinito es]La invencion del hombre para explicar lo inexplitab
[Entrevista 1, p.12; C.2.2]

Extracto 5-S(D)

P: [El infinito es/significa]Desconaocido, intocable. No inventado pero estéaygidra dar

explicacién a algo que no tiene explicacion realteen
[Entrevista 1, p.12]

Estas dos son las definiciones que Aaron explag&rca del infinito, siendo la primera
bastante recurrente a lo largo de las discusignssygiendo la segunda en base a la
discusion de la primera. Asimismo, el propio Aamomenté que la definicion del
infinito como finvencion del hombre para explicar lo inexplicablera una definicion
que explicitaba a sus propios estudiantes. Eststmauao solo la forma de conocer de
este profesor el concepto matemético, sustentadao ©iemos visto a lo largo de los
diferentes ejemplos, en lo artificioso e ignoto gle naturaleza, sino que también
muestra como pretende que sus alumnos construyadesa de infinito. Resulta
llamativo también que caracterice el infinito coelemento que da explicacion a lo que
‘realmenté no lo tiene. Esto es coherente con la necesidadedlismo que Aarén

demuestra en lo relacionado con el infinito, coradaten la descripcion del caso.

En resumen, Aardn usa tres significados posibles @ainfinito, dos provenientes del
uso matematico del mismo, y otro fuertemente imftigedo por sus concepciones acerca
de la utilidad de la matematica y su naturalezaacoonstruccion humana. Poseemos
también indicios de otros usos Y significados qaeoA considera acerca del infinito,
principalmente ligados a contextos iterativos, parano disponer de saturacion de

datos, no se explicitaran salvo como posibles $iné#turas de investigacion.
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Capitulo 4: Discusion de Resultados y
Conclusiones
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Introduccion

Dedicaremos este capitulo a cerrar el ciclo de nkestigacion, mostrando las
conclusiones y aportaciones del estudio, a laéupsl resultados previos en la literatura
de investigacion, asi como reflexiones sobre |asg®otiva y las limitaciones de este
estudio, para acabar con una valoracion persohalegarrollo del investigador como
agente del proceso investigador. Asi, estructuraseaste capitulo en torno a cuatro

grandes bloques:

El primero contendra las aportaciones sobre el tobpge estudio, es decir, el

conocimiento del infinito que el profesor puede ftipar, en el que mostraremos cémo
las categorias emergentes del analisis se integnael modelo de conocimiento

profesional MTSK, para asi mostrar las aportacianes este estudio y en particular
dichas categorias suponen para la comprensiorbggbale estudio. Esta primera parte
del capitulo tendr4 como objetivo mostrar los aean®alizados en la caracterizacion
del objeto de estudio y en la respuesta a la ptagde investigacién. Asimismo,

sustentaremos los resultados obtenidos en latlitarprevia, para mostrar la coherencia
de lo obtenido, y la amplitud de la linea de inge&ion comenzada con este estudio.
Este apartado concluira con reflexiones acercasléiferentes dimensiones del objeto

de estudio: el conocimiento profesional y el irtbini

En el segundo bloque de este capitulo, enfrentagdantarea de reflexionar sobre el
campo que se abre tras este estudio. Dadas laderésticas exploratorias del mismo,
mostraremos las diferentes lineas que este inaéstigconsidera abiertas tras el mismo,
mostrando la posible continuidad de algunas des.elfsimismo, las lineas que

mostraremos tendran varios grados de cercaniaigaeidin, desde lineas teoricas que
pudieran seguirse de forma inmediata, hasta liigadas a la implicacion en el disefio
de programas curriculares que requieren tanto ur@urmlizacion como una

maduracién del objeto de estudio y del investigagoe se sitian en un plano temporal

mas lejano.

A partir del tercer punto, las reflexiones vertidamergen de la reflexion del
investigador a lo largo de todo el proceso acerdod diferentes aspectos que se
indicaran. En el caso de este tercer punto, mest@s algunas de las limitaciones que
somos conscientes que han existido durante la tiggesn, ligadas a multitud de
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aspectos, desde propios de la metodologia o d&edai@ del marco tedrico, hasta
intrinsecos a la idiosincrasia del investigadotaEsonsideraciones se haran teniendo
en cuenta que las limitaciones no han de tomarsgedena perspectiva negativa, sino

que forman parte de los elementos que condiciohdesarrollo de la investigacion.

El cuarto y ultimo sera un bloque en el que el stigador reflexionara sobre su propio
papel como agente del proceso investigador, y deldaion simbidtica que han tenido
esta investigacion, y la formacion como investigaddocente. Sera escrito en primera

persona por lo personal de las reflexiones vertidas

Discusion de los resultados y aportaciones sobre el
conocimiento especializado del profesor acerca del
infinito

La principal pretensién de esta investigacion emfumdizar en la naturaleza del
conocimiento del profesor de matematicas sobrefilito, aportando a la comunidad
investigadora una mirada al conocimiento del itdirdesde una perspectiyara la
ensefianzaAsi pues, esta seccion, que pertenece a la thacds resultados, constituye
una parte fundamental de las conclusiones, en tantccuanto que muestra las

aportaciones de este estudio a la comprensionodelceniento del profesor acerca del

infinito.

Esta secciéon se dedicara a una discusién profueddasl categorias emergentes,
tomando como referente los subdominios propueséssied el modelo MTSK, con
cuyos subdominios compararemos las categoriastaesed del andlisis tedrico,
mostrando como estas dotan de contenido a los midasto supone un proceso no solo
de dotacion de contenido del modelo teorico, sambién de refinamiento del mismo
para el caso del infinito influenciado, en parta, la forma de conocer Aardn el infinito
como parte de su conocimiento para la ensefianzg. aAsser Aar6n un caso
instrumental, abstraeremos en gran medida el colotefe las categorias emergentes,
no limitandonos a la forma de conocer este profeswrcreto el concepto, sino
reflexionando también sobre un abanico posiblememagor, realizando conjeturas
plausibles que podrian observarse en otros casmar&emos una vez mas esta

discusion en base a la dicotomia establecida poméim (1986) entre conocimiento
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didactico del contenido y conocimiento de la matepara conservar la estructura

seguida en el capitulo de andlisis de datos.

Conocimiento didactico del infinito (PCK-o)

Durante el andlisis de los datos encontramos leesgadas descritas en el capitulo
anterior, muchas de ellas relacionadas directamemnite el conocimiento didactico
acerca del infinito. Al disponer del modelo tedride conocimiento profesional
desarrollado en paralelo a esta investigacion, sstaion la dedicaremos a mostrar las
relaciones entre los subdominios que este modealpope, a saber, KMT, KFLM,
KMLS, con las categorias que emergen del anapsis asi particularizar cada uno de
los subdominios para el caso del conocimiento rfeliio. De esta particularizacion al
caso del infinito deriva la concrecion de los noesbque usaremos para los siguientes

apartados.

Conocimiento de la Ensefianza del infinito (KMd)

Este subdominio estaba ligado a las habilidades unmativas del profesor,
especialmente a las referidas a los canales y @®digados por el profesor para

establecer los procesos comunicativos en el aula.

En esta linea encontramos, durante el analisieslédtos, dos categorias que aportan
contenido a este subdominio en relacién con ladithatbes comunicativas del profesor
a la hora de abordar el infinito en el aula, urfari@a al lenguaje, y otra en cuanto a
situaciones pasadas rememoradas, cuya fundamentaso escasa, recordando
simplemente aquello que se hizo previamente, o dokigias concretas para ciertos
ejemplos que, en el caso de Aardn, iban ligadaa widualizacion directa o a la
manipulacion fisica de objetos.

Comenzando por el lenguaje, hemos comprendidoegusintonia con la definicion de

conocimiento dada por Schoenfeld (2010), el lereygale se posee para comunicarse
en el aula es urecurso disponible para usay por tanto nos parece plausible afirmar
que uno de los recursos, probablemente el mas ukadate la docencia, es el propio

vocabulario, en el que se seleccionan las palaipuascada profesor considera mas
adecuadas para expresar a sus alumnos aquell@sg®. &En el caso de Aardn, él tendia
a usar un lenguaje informal para comunicarse, yitedsa especialmente interesante la

seleccion de sinbnimos que hacia para referirsenaeptos matematicos como el de
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pertenencia a un entorno arbitrariamente pequef®gbdenominaba sistematicamente
‘cerca), o el de tendencia a infinito, a lo que él den@bailejos'. Consideramos que
cualquier profesor usara un determinado lenguajseg formal o informal, a la hora de
expresarse cuando trate conceptos relacionado®lcmfinito. Asimismo, el uso de
recursos verbales para expresar los distintosfiigdos de conceptos cuyo sustento
epistemologico esté intimamente relacionado coninghito, como sindénimos o
metaforas, consideramos que es uno de los aspbr®special interés que emergen de
esta investigacion. En esta linea son interesswgdsabajos de Lakoff y Nufiez (2000),
en los que relacionan el uso de verbalizacionesretas con el desarrollo de diferentes
niveles de comprension del infinito en estudianteda comparacién establecida por
Kim, Sfard, Ferrini-Mundy (2005), en el uso de difetes vocablos para expresar
situaciones infinitesimales dependiendo del cootsgiciocultural (en su caso, China y
EEUU). No hemos encontrado investigaciones prevsre las diferentes
verbalizaciones establecidas por profesores deafdntencional, siendo una de las
lineas que consideramos abiertas tras esta inaegtig y una de las que, a nuestro
entender, requiere mayor atencion, ya que, comaiti con Van Hiele (1986juna
gran parte de nuestras creencias han sido constsigh base a las interpretaciones de
las afirmaciones de otras persongg. 144), creencias extensibles al caso del iafini
Sobre estas consideraciones alrededor del lengumjadaremos en el subdominio
dedicado a consideraciones ligadas al conocimigeltt@rofesor acerca del aprendizaje

de sus alumnos.

Centraremos ahora nuestras reflexiones en la sadinmgh, basada en la actuacion en el
aula, relativa principalmente a la planificaciéningplementacion de estrategias de
ensefianza de conceptos relacionados con el infimtoitualmente ligadas a recursos
metodoldgicos. El origen de esta categoria fuencgralmente, la evocacion del
recuerdo de Aaron acerca de situaciones que premtgniabia experimentado, en las
gue habia implementado estrategias de ensefanmdaeidon con conceptos como la
indeterminacién 0/0 en limites, a través de un ddgjerepistemoldgico del mismo, con
resultados satisfactorios para él. De igual maneste profesor propuso algunas
estrategias para abordar diferentes situaciones spiele plantearon, como la
aproximacion infinita a un punto a través de friestao dinamicas de cortado de papel
gue consideraba interesantes para la convergercseries geométricas. Este tipo de

abordajes manipulativos, visuales, o epistemol&gdm situaciones relacionadas con el
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infinito suponen una aportacién que consideramtsrdeante, ya que, pese a haber
estudios previos donde se abordaban conceptos ebifoite de una forma visual a
través de herramientas tecnologicas (Navarro & R&@06), o incluso conceptuales
(Tall & Schwarzenberger, 1989), la perspectiva e observaba en dichas
investigaciones era la del aprendizaje del alumgnia, que observamos aqui es la del

conocimiento del formador.

Conocimiento de las Caracteristicas de Aprendiz#geinfinito (KFLM- o)

Los procesos de aprendizaje han sido uno de los fogbitualmente mas explorados en
la literatura del area, en concreto, se ha exptodadforma en que se aprenden
conceptos ligados al infinito (e.g. Fischbein, kbt #979; Falk 1994; Jahnke, 2001;
Kolar & Hodnik-Cadeg, 2012;) o como se aprendenghito en si (e.g., Dubinsky, et
al., 2001, Mamolo, 2009; Roa-Fuentes, 2013). Sibhaggo, pese a ser este un foco
explorado, en cuanto al aprendizaje, el conociriedgl profesor acerca de cémo
aprenden sus estudiantes no ha recibido una atetanosignificativa en la literatura.
Cabe destacar los esfuerzos realizados en el désajunto a profesores de
descomposiciones genéticas de conceptos (e.g.aB&005), ya que, pese a ser el foco
de estos estudios el desarrollo de esquemas deszsigobre el modo de aprender, el

papel que juega el conocimiento del profesor emsesttudios es significativo.

En este estudio emerge una categoria, a la queniigamos'Pensamiento y acciones
de los alumnos"en la que el profesor objeto del estudio de camestra su
conocimiento acerca de como sus propios estudiaateman al tratar con el infinito.
Esta categoria, ademas, engloba cuatro diferentesategorias, en funcion de los
aspectos del razonamiento de los alumnos que dksmo conoce, que hemos
denominado:Conocimiento de posibles significados elaborados Ipe estudiantes
Conocimiento de errores, dificultades y fortalezesperados en los estudiantes
Conocimiento del proceso de construccion de razos@ios Yy conceptos
Conocimiento de la interaccion con el contenido eltudiantes concretossta
emergencia de sub-categorias no sucede con oti@godas, pero en esta, dada la
amplia bibliografia existente sobre el pensamiatgbalumno, y la naturaleza de los
datos obtenidos, consideramos que desgranarla femerdes tipologias resulta
interesante de cara tanto al desarrollo de la sidoucomo al planteamiento de futuras

lineas de investigacion. Pasaremos ahora a descatla una de las sub-categorias,
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sobre cuyos nombres creemos necesario indicar questan relacionados con el
infinito debido a que hemos querido realizar unuesfo de abstraccion, ya que

consideramos plausibles extenderlas a otras nacione

La primera de las sub-categorias es la relativ@m@abcimiento, por parte del profesor,
de los diferentes significados que los alumnos tcoysn al tratar con la idea de
infinito. En los ejemplos mostrados, vemos comodhaes capaz de situarse en la
posibilidad de que sus alumnos piensen en el foftemo algo de gran tamafocomo
una ‘gran’ cantidad de elemerffpsomo un continu, o como una distancia muy
pequefi&, entre otros. Resulta interesante la relaciéreegitconocimiento puramente
matematico de este profesor, en el que como viglasignificado que acepta para el
infinito es principalmente el asociado a lo desocwm y las consideraciones que hace
respecto de los significados que sus alumnos puemlesiruir, ya que entendemos que
extrapola los significados que él mismo ha condtriicerca del infinito a los que sus
alumnos podrian construir. Esta es una relaciG@raesainte entre los subdominios del
conocimiento didactico del infinito y los del coma@gento matematico del mismo, ya
gue usa su conocimiento matematico para despuatslexstr juicios de valor sobre la
posibilidad de que un alumno construya o haya ceidst un determinado significado.
Finalmente, en el Ultimo episodio del andlisis mambs un caso que nos parece de
gran interés, en el que Aardn, usando su conocimieratematico, acepta que un
razonamiento no correcto construido por un alummaimh manera natural y 'l6gia’
pueda modificar su propia manera de abordar maiesm@nte una cuestion. Por tanto,
consideramos que, en la linea de las generalizziplausibles que forman parte de la
metodologia de esta investigacion, al abordar umcemmo como el infinito, cuya
naturaleza polisémica genera la posibilidad de iderar diferentes significados del
mismo, un profesor puede estar familiarizado, pesiBnte en base a su propio
conocimiento matematico, con el elenco de desas@pistemologicos que sus propios
alumnos puedan generar acerca del concepto tratdldenciados muchos de estos por

los contextos matematicos en los que haya emergido.

%2 Asociable al infinito en contextos numéricos, dimero variable no acotado.

% Asociable al cardinal de un conjunto.

% Asociable a contextos de cardinalidad no numerable

% Asociable a la idea de infinitesimal.

% En términos de que el razonamiento responde atelmacion de una situacién pseudo-real, con un
nivel de intuiciébn estandar de un alumno.
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Pasando ahora a la segunda sub-categori@pmbcimiento de los posibles errores,
dificultades y fortalezas esperados en los estidses de nuevo una categoria muy
relacionada con investigaciones realizadas previgansobre el conocimiento del
alumno, en las que se observaban estos erroregyltdifles y fortalezas al pensar y
trabajar con el infinity. Durante esta investigacién observamos cémo es&ss
elementos, que entendemos que son eventos notgokessuceden durante el
aprendizaje, y en particular muy habituales ahtrabn el infinito, eran conocidos por
el profesor objeto del estudio de caso. Entendejuetros profesores podrian conocer
diferentes errores habituales asociados al tratoetdnfinito, asi como errores menos
habituales con los que se hayan encontrado dusanexperiencia. En cuanto a las
dificultades y fortalezas en el aprendizaje, endemas que forman parte de estos
eventos notables en el aprendizaje de concep@msarados con el infinito, y por tanto,
pueden ser conocidos, como sucede con Aarén, geftaxiona sobre 'lo facil' o 'lo
dificil' que resultan para sus estudiantes ciestagciones intimamente relacionadas
con el infinito, como es el caso de la densidamsydgujeros’, en cuanto a las fortalezas,
y la posible infinitud de elementos en un intervatotado, en cuanto a las dificultades,
entre otros. Al igual que con los errores, el coamgnto de estos puede derivar tanto de
su formacion, como de su propia experiencia, asiocde su propia experiencia de
construccion del conocimiento matematico, de ld pasiblemente recuerde algunos de
estos eventos. Esta Ultima fuente resulta espesménplausible en el caso de Aardn, ya
gue vemos que su cognicion sobre el infinito nba€desarrollado en todo su potencial,
sino que, incluso durante el desarrollo de lasegidtas fue haciéndose consciente de
algunos aspectos del contenido matematico ligaddnfatito que le resultaban
conflictivos, y llegaba a reconocer que en algumasnentos de dificultad ‘aprendia’.
Dicho aprendizaje no es el foco de esta investigagiero consideramos que la relacion
entre el proceso de aprendizaje en torno al infidé los profesores y la extrapolacion
de sus propias dificultades, errores y fortalezas aonocimiento sobre lo plausible de
que sus alumnos las reproduzcan posee un interéss@to por su impacto en su
docencia. Otro de los aspectos ligados a esta ategaria, y que creemos merece

atencion, es el conocimiento de los aspectos emalei® y actitudinales hacia el

" Queremos indicar que no estamos considerandaemgartado ningln tipo de consideracion, negativa
0 positiva, sobre el error, la dificultad o la fdeza. Creemos necesario hacer esta indicaciésploo
como investigadores, sino como docentes, en logluso de estos eventos 'notables’ en el desadelll
aprendizaje, depende en gran medida de las coooegcisobre los mismos, tema en el que no
profundizaremos.
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infinito. En el caso de Aardn, su cognicién sobrénénito muestra ciertchorror al
infinito®® (Cantor, 1932), que en algunas de sus declaraciesdrasladado a lo que
piensa que sus alumnos podran hacer en cuanttrasupor ejemplo, de una sucesion
convergente definida por partésen cuyo limite el profesor afirma que sus alumnos

consideraran que estan 'cerca'.

En cuanto a la tercera sub-categoriaCehocimiento del proceso de construccién de
razonamientos y conceptossta intimamente relacionado con los anteriares, la
diferencia de que esta categoria presenta el qorertio por parte del profesor de todo
el proceso de construccion. Mientras que la prinoatggoria contemplaba aspectos
ligados a los significados, y la segunda eventaogyales en el proceso de aprendizaje,
esta engloba la comprension del profesor acerozdn transcurren los procesos de
construccion asociados al infinito, tanto ligadastaaciones concretas de aula, como el
caso muy breve mostrado en el que Aaron explicitafarma deéhacer comprendelas
posibles soluciones de la ecuaciéon 0X=0. Asimisownprendemos que pese a no
haber emergido en esta investigacion, se puededevas como elemento de esta
categoria el conocimiento de un profesor acercpreleso de aprendizaje completo de
un concepto ligado al infinito (e.g. la derivadavitan 2005), o del propio infinito en si
(Arnon et al., 2014), siendo una herramienta muypata su investigacion el desarrollo
de descomposiciones genéticas para indagar emetiotiento de los profesores acerca

de como entienden la secuencia de aprendizaje.

La ultima sub-categoria supone un registro diferenkas anteriores, que pretendian un
conocimiento acerca de como tiende a aprendersefigto en general, desde una
perspectiva epistemoldgica, los eventos notablesuemprendizaje, o la estructura del
aprendizaje de dichos conceptos. Esta categoéddigatia al conocimiento del profesor
de la forma de razonamiento de alumnos concretbse sal infinito, siendo el foco
principal el conocimiento que posee el profesofadeliosincrasia del alumno en sus
razonamientos usando el infinito. Como afirmamasudie el capitulo de analisis de los
datos, sobre esta categoria no poseemosatneacion teéricajue nos permita afirmar
su entidad como tal, pero el extracto mostradeetssibilidad tedricalesarrollada antes
y durante el proceso investigativo, asi como laegrpcia docente del investigador, nos

hace tenerla en cuenta como una categoria quesdebensiderada en este subdominio.

% Que Cantor define como una actitud hacia el ittfigiie impide considerarlo en su versién actual.
%0 sin par, 1/n si nimpar.
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Entendemos que existen otros elementos de positilesion en este subdominio, como
son consideraciones acerca de un conocimiento ssmpectos de la comprension de
caracteristicas procedimentales en el uso del itofien el aula, frente a lo
principalmente conceptual que ha emergido en esé&siigacion. Asimismo, una de las
categorias que no hemos relacionado directamente exte subdominio, que
entendemos que puede ser objeto de interés esi@tinvento que un profesor pueda
tener acerca de los aspectos linguisticos ligadlcgprendizaje. Hemos visto como
nuestro profesor posee una forma muy concreta dehzar los aspectos ligados al
infinito, en términos que cree comprensibles y egpos de la idea que él maneja
acerca del infinito, por lo que nos parece plaesdansiderar que un profesor con un
conocimiento didactico del infinito y sus conceptemsociados profundo y razonado
pudiera haber establecido reflexiones acerca devgqtl#alizaciones pueden ser mas
facilmente entendidas, o que pueda deducir, deldg@verbalizacién que sus alumnos
hagan, en qué estadio de desarrollo del concemncentran estos.

En resumen, disponemos de un subdominio que englobanocimiento del profesor
acerca de los procesos de aprendizaje de los asteslial tratar con el infinito. Este
subdominio se ha visto alimentado principalmenteirake de las categorias emergentes,
con sus correspondientes sub-categorias que permdstrar una imagen mas precisa.
De igual manera, hemos mostrado otros posiblesomus de este subdominio que
entendemos de necesaria consideracion para unaesigm mas completa del mismo,

pese a no emerger de la parte empirica de eststigaaon

Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje déhito (KMLS-x)

Este subdominio informa del conocimiento del profede aquellos aspectos, propios
del contexto sociocultural ligado a lo escolar, gpeman aquello que 'deben’ aprender
los estudiantes al tratar, en la particularizagjoa aqui nos ocupa, con el infinito. Asi,
este subdominio esta intimamente ligado al conexitoi de la presencia del infinito
mostrada en el apartado 'El infinito en la materadBscolar’, cuya relacion con la
categoria emergenteocalizacion de cursoés evidente. Asimismo, entendemos que
existen relaciones de este subdominio con otrasategorias emergentes, la relativa al
'Pensamiento y acciones de los alumngs'la subcategoria de la fenomenologia
'‘Consciencia de la latenciaEn las siguientes lineas mostraremos estasdiasones,

basandonos en el caso de Aaron para establecerrdée generalizaciones 'difusas’, en
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el sentido de Bassey (1999), sobre el conocimieigoinfinito englobado en este

subdominio.

Comenzaremos por la categoria que podemos pongelacion directa con este
subdominio, la relativa a laocalizacidon de curspque Aardn establece al razonar tanto
sobre el infinito en si como sobre diferentes caioe donde el infinito subyace como
concepto. La capacidad de hacer esta localizacbdncprsos de lo que un alumno
'debe’, 'puede’, o0 'es capaz' de abordar al trateel infinito, asi como la adecuacién de
abordar ciertos contenidos, o responder ciertaguptas en determinados cursos, en
funcidn de esta adecuacion, son los elementos guesehtido a este subdominio, ya
gue responden a un conocimiento profundo, razoradiateriorizado de lo que se
establece en los documentos curriculares de drapa, probablemente, de la reflexion
acerca de estos, unido a la experiencia docenten@#mos, por tanto, que existen
diferentes elementos en este subdominio de neaesamsideracion, que responden a
niveles de profundidad en el conocimiento del moifeEn primer lugar encontramos el
conocimiento de los contenidos que se deben aberdaada curso, que, como vemos
en el caso de Aardn, explicitd durante la constémccy discusion del "mapa
conceptual”, mostrando aquellos temas y concepteseanian relacion con el infinito,
identificando el curso, e incluso en algun castriglestre, en el que se abordan. En
segundo lugar, encontramos el conocimiento delogdel complejidad en el que se
pueden desarrollar los contenidos en cada cursmaniala entrevista centrada en la
simulacién de ejemplos de clase vimos como Aardoraba, segun el contexto de uso
del infinito, la pregunta que se le planteara,rizfyndidad y utilidad de lo abordado, si
el trato con el infinito tenfa sentido, la duractémporal que dedicaria a la respu&Sta

o incluso la metodologia que usaria, todo ellowercibn del curso. Asi, entendemos
que el conocimiento de lo que se puede (y de longuee puede) abordar en un curso,
en funcidn de las necesidades de los alumnos, ftambién parte de este subdominio,
para asi saber qué requerimientos de los alumnedepatender en dicho curso, en
funcion, por ejemplo, de su conocimiento de lo gaeespera que un alumno de esa

etapa pueda conocer y llegar a aprender al intexacon el infinito.

Esta prevision sobre lo que se espera (en un sembidnativo), o se puede esperar (en

cuanto a la posibilidad de que asi sea) que unredwwomprenda en determinado nivel

190 Entendiendo esta dedicacién como una inversida eamprension de los estudiantes.
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tiene influencia de las dos categorias emergeniesagteriormente comentamos. En
primer lugar, el conocimiento englobado en la sategoriaconsciencia de la latencia’

informa al profesor de aquellos conceptos que tiem& relacion explicita o implicita

con el infinito, permitiéndole poder juzgar si ehdo de desarrollo del conocimiento
requerido para comprenderlo pertenece al cursd gneese encuentra. Asimismo, el
conocimiento de lo que un alumno debe o puede sabedeterminado curso esta
intimamente relacionado con el conocimiento de cdiisourre el aprendizaje de un
alumno al tratar con el infinito, tanto a un nivehs general, ligado al conocimiento del
proceso de construccion de conceptos y razonamsiestmmo en relacion con los
obstaculos, errores y fortalezas que los alumneslgu encontrarse o desarrollar en

determinado nivel de estudios.

Por tanto, este subdominio, ligado al conocimientwicular de Shulman (1986) y Ball
et al. (2008), engloba, desde la perspectiva debK|Ty alimentada por las categorias
emergentes en esta investigacion, consideracioassattda de lo meramente curricular,
como son aquellas valoraciones que el profesoizeetdnto sobre la abordabilidad de
un concepto ligado al infinito o no, como sobreggeldo de complejidad (respecto del
infinito) en el que dicho concepto es abordabl¢a Eiima consideracion adquiere gran
relevancia en el caso del infinito, en el que exismdultiples investigaciones que
establecen lo que un alumno puede comprender @elton(e.g. Belmonte, 2009;
Belmonte & Sierra, 2010), y mas aun, el tipo de p@nsion que se espera que tenga
del mismo, en determinado curso, estableciendmdatés, provenientes estos de la
investigacion en educacion matematica, no del @uoj que conforman los referentes

sobre cuyo conocimiento abunda este subdominio.

Reflexidén sobre el conocimiento didactico del inifio

Shulman (1987) definié el conocimiento didacticd centenido como esathalgama
de contenido y pedagogia que es Unica a los pridescsu forma especial de
comprension profesionalp.8). En la mirada que nosotros hemos propukatia el
conocimiento didactico del infinito, percibimos glzeidea de amalgama no satisface
plenamente nuestra perspectiva pero sirve de lmseefla, ya que ese vocablo, cuyo
significado es Unién o mezcla de cosas de naturaleza contrariaistinda” '**, da

cuenta, ligado al conocimiento didactico del inbnide un conocimiento de naturaleza

101 Segun el diccionario de la Real Academia de laguarEspafiola.
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didactica mezclado con uno de naturaleza matemagicael cual se distinguen
claramente las componentes ‘distintas’. En estaesiigacion entendemos el
conocimiento didactico del infinito como Kusiért® del conocimiento puramente
matematico (no escolar) del infinito con el condemto y la sensibilidad didacticos del
profesor, que deriva en un unico cuerpo integragl@a@hocimiento, el conocimiento
didactico del infinito, que si bien forma parte delminio completo de conocimiento
didactico del contenido, posee caracteristicasnsgcas ligadas al concepto foco de
esta investigacion, el infinito. Una de estas dar&ticas deriva de la no
explicitaciort®® del infinito en las aulas, pese a su presenciaagiemento subyacente
a multitud de otros conceptos que si son expliogadEsta caracteristica es la no
independencia conceptual del conocimiento didactieb infinito del conocimiento
didactico de muchos otros topicos matematicos. [saiedad deriva, en gran medida,
de la naturaleza matematica del infinito, que caroncepto escolar en si posee la
utiidad de dar sustento epistemoldgico a multidel conceptos. Debido a dicha
naturaleza, diferentes aspectos como el conocimmios procesos de aprendizaje de
los conceptos en los que esta involucrado el tofinenen como elemento comun los
aspectos ligados al infinito, que en gran medida bssan en caracteristicas
epistemoldgicas, con particularizaciones para aadeepto, pero con cierto nucleo
comun. En cuanto al conocimiento ligado a los eltées de aprendizaje, vemos esta
caracteristica evidenciada en dos niveles de éflexino sobre el propio infinito, y

otro sobre cémo el grado de cognicién del infimitituye sobre otros conceptos.

Asi, queremos hacer notar también que, desde aupstspectiva, en la expresion
‘conocimiento didactico del infinitoel objeto conocido es el infinito, desde una
perspectiva didactica, con lo que el vocablo didacho es sino un adjetivo. Lo
entendemos asi ya que, desde nuestra perspectiamda nos referimos al
conocimiento que un profesor posee del conceptio, tw que este profesor conoce del
concepto, desde cualquier perspectiva, es conadmigelel concepto. Creemos
necesario hacer esta puntualizacién ya que cregusla sentido a considerar a la
Educacion Matematica como una rama de la cienuidyida en la matematica, que se
ocupa de comprender como se comprende la matemsigcalo la particularidad de

esta investigacion el caso de profesores.

192 5eg0n la RAE: Accién de reducir varias cosas asota
193 Al menos, no por indicacién curricular.
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Conocimiento Matematico del infinito (MK-)

Siguiendo la linea del apartado relativo al conommo didactico del infinito, este
apartado se dedicara a mostrar las relaciones lest@ategorias emergentes de la fase
empirica de esta investigacion y los subdominiodd&K relativos al conocimiento
matematico, es decir, KoT, KSM, KPM. Como en elocasterior, concretamos los
nombres de los subdominios para el caso que ngmoEiste dominio refiere no solo a
los qué, sino también a los porqués, y a la estraicsintactica, en la linea de lo
establecido por Shulman (1986) sobre el conocimiedel contenido. Asi,
generalizaremos los resultados obtenidos del estiglicaso ampliando la perspectiva
gue estos ofrecen, mostrando algunas generalizecigme entendemos son plausibles,

en relaciéon con el andlisis de los datos.

Conocimiento de los Temas ligados al infinito (Ked)

Para comprender el contenido de este subdomir@enws necesario extendernos en la
idea de tema y la comprension que hemos desamaileda relacion entre los temas y
el infinito. Siguiendo lo establecido en Escudé&ioyes-Medrano, Climent, Contreras y
Montes (en prensa), en MTSK se considera comoeamtietas areas propuestas por el
NCTM (2000) en los estdndares matematicos: numegrogperaciones, algebra,
geometria, medida, andlisis de datos y probabilidazs temas son los componentes de
estas grandes ramas y pueden variar de acuerdairaictilo de cada pais{p.4). Esta
definicion excluye al infinito como tema incluibés este subdominio, ya que aunque
tiene cierta presencia en las componentes der@ssraomentadas, esta presencia es en
gran medida como elemento subyacente, de manerntgredemos que no forma parte
explicita de estos. Daremos mas argumentos sobreasualeza en el siguiente
subdominio, en el que incluiremos el conocimient afinito como elemento

organizador de la matematica, entendiéndolo cgrao idea(Kuntze et al., 2009).

En cuanto a la relacién con las categorias emeargahirante esta investigacion, este
subdominio es uno de los que mas alimentados sparegstas, posiblemente debido a
la abundancia de contextos matematicos que senpsese al profesor objeto del

estudio de caso, que permitieron profundizar enomayedida sobre la naturaleza del
infinito en el conocimiento matematico del profedon este subdominio, encontramos
relacion con las siguientes categoriasnguaje, Fendmenos, Desarrollo cognitivo,

Conflictos, Errores conceptualgsSignificados La naturaleza de la presencia de cada
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categoria en este subdominio difiere significatieate de una a otra, ya que algunas de
las categorias incluyen conocimiento en el serdieldcontenido conocido"”, o en el de
"profundidad de la comprension del contenido”, otes "formas de uso” del contenido,

y otras sobre algunos "elementos notables” prodieta comprension del infinito.

En primer lugar abordaremos la categorigFdadmenossub-categoria emergente de
Fenomenologia Entendemos que esta categoria es fundamental yedesaria
consideracion si se pretende comprender el conestmique un profesor posea del
infinito. Conocer el infinitgper sees una tarea no trivial que requiere reflexiomdre

el objeto en si, y es algo que, si bien es postbleontrar, consideramos que en la
mayoria de los casos las reflexiones que se hagtablecido al respecto no seran de
gran profundidad. Esta categoria informa del can@ito de los diferentes elementos
matematicos organizados fenomenologicamente pomfelito, esto es, aquellos
conceptos matematicos que poseen en su base amlcapinfinito en alguna de sus
formas, que forman parte de los diferentes temelsidos en los curriculos de cada
contexto. En esta investigacion han emergido cenatibnes respecto de la integral, la
derivada, el limite (verbalizado como cercania) aréen del infinito, pero, en vista del
analisis curricular realizado en el marco teores esperable hallar multitud de temas
donde se refleje conocimiento del infinito a tradé conocimiento de los diferentes
conceptos presentes en dicho tema. En estos comcepéde ser incluso explicito el
uso de los vocablos referidos al infinito, e.gmile cuando n tiende a infinito’, ‘el area
bajo la curva es infinita’, ‘el infinito exponeriaé® mayor que el polinémico’. Este uso
explicito del infinito nos permite, como investigaes, analizar el tipo de relacion que
existe entre el infinito y estos conceptos, conexéd la que profundizaremos en
siguientes apartados, o, simplemente, profundiz&l significado de estos conceptos, a
través de ejemplos que requieran un cierto gradaeflexion. Asi, de cara a la
investigacion, entendemos que un analisis fenormogita del infinito en el contexto
investigado es necesario para comprender el comationque el profesor posee sobre
dichos contextos en relacién con el infinito, ya gstos seran la via de acceso que

entendemos es mas potente para comprender su et del concepto.

En base a estas consideraciones relacionadas sdierlomenos organizados por el
infinito, tiene sentido tener en cuenta Kignificadodel infinito que conoce y es capaz
de usar el profesor, ya que, como hemos observatint® esta investigacion, las

caracteristicas del infinito como concepto maternatique tiene una naturaleza
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polisémica, hacen que esta categoria adquiera iebpetevancia. Durante esta
investigacion, detectamos que Aarén conocia y ushbdinito ligado a diversidad de
contextos, que pese a tener denominadores conuaies) cuenta tanto de la polisemia
con la que este profesor trataba el concepto ca@mudonocimiento de los diferentes
contextos donde se ponian en juego. Los signifeagados por Aarén que pudimos
detectar fueron: El infinito ligado al cardinal de conjunto numerable no acotado, al
cardinal de un conjunto no numerable acotado ocntadd®, ambos emergentes en la
sub-categoridinfinito grande”, al caracter infinitesimal de una cantidad vagatlffija,
contenida en la sub-categoriafihito pequefio,'y, finalmente, al infinito como objeto
desconocidpimposible de contar, o tratar de una forma que peofesor considere
natural, dotandolo por tanto de cierto sentidofieidso. Estos tres grupos de
significados son especificos del caso de Aaromuaes él el que dota al infinito de
dichos significados, asi como podemos imaginarajes profesores desarrollen otros
grupos de significacion del concepto. Entendemos @studiar los diferentes
significados y criterios de dotacion de significadque los profesores establecen en
torno al infinito puede ser interesante de caramaptender cual es la base conceptual
gue pretenden que sus alumnos desarrollen. Egtoiicados, cuyo contenido entra de
forma mas coherente en el subdominio que desambie a continuacion, el
Conocimiento de la Estructura Matematiciene sentido considerarlos, una vez

dotados de un cuerpo conceptual, como part€debcimiento de los Temas

Siguiendo por la categoria denguaje sobre esta hemos desarrollado reflexiones de
corte didactico, en cuanto al conocimiento del ggof de la "comprensibilidad” de su
lenguaje, o en cuanto al lenguaje habitual de lom@os, pero entendemos que se
requiere, para poseer este conocimiento de tipactia con cierta amplitud, un elenco
de registros orales, escritos y semiodticos pambkster un proceso comunicativo que
permita comunicar los diferentes topicos en los spi@e reflejado el infinito. Asi, las
diferentes formas en las que un profesor se reffgwa ejemplo, a un limite, a un
entorno, o a la idea de "para todo", daran cuemaolo de ciertos aspectos del tipo de
comprension, sino también de las formas que elepoofpodra usar para referirse al
concepto, siendo este lenguaje un elemento decasogcimiento, por tanto, que tenga

disponible para interactuar con el contenido, \ifamailo de cara a la comunicacién en

194 Establecemos la diferenciacién entre el numersibé no numerable por ser contextos que en la
literatura de investigacion se tienden a difereng@ar requerir el segundo una comprension actaed p
dotarlos de mayor sentido.

204



Conocimiento Especializado del Profesor de Materaatacerca del Infinito

el aula. Cabe desatacar aqui el trabajo de Beln{@69), en el que la culminaciéon o
no del proceso da sentido a la verbalizal®rmperfectiva o imperfectiva. Asi,
entendemos que un profesor, como Aaron, que par@giacciones matematicas, como
el calculo de limite, no considera un "fin", ter@leiempre a usar, en situaciones que
engloban el infinito, verbos de naturaleza impéiag incluso en su comunicacién con
su alumnado. Esto es asi debido a queetepto literal de infinitgBelmonte, 2009, p.
87), esta asociado a una carencia de perfecciofinale asociado a una continuacion
indefinida. Lakoff y Nufiez (2000) definen el uso lde diferentes registros verbales
como Metafora Basica del Infinito, que esta ligaddeterminados estadios del proceso
de aprendizaje que tienen su reflejo en las vad@Ebnes establecidas. Asimismo, el
uso desindénimospara ciertos elementos organizados por el infipitede dar sentido a
una 'metaforizacion' de la presencia del infinito les diferentes conceptos, como
sucede con ldcercania" en el caso de Aardn, usandola para dar sentid®m ro|
perfeccion del proceso aproximativo o a la consicién del "para todo épsilon" en la

definicion correspondiente.

La siguiente categoria esta relacionada con lastigaciones clasicas sobre el infinito,
dedicadas a establecer el graddDasarrollo cognitivogque un sujeto, en este caso un
profesor, alcanza o puede alcanzar. En estas igaeisines se suele establecer la
diferenciacion entre una cognicién de tipo potdnziactual, poseyendo estos dos tipos
un sentido mas progresivo que dicotémiGoEn el caso de Aarén observamos un
desarrollo del pensamiento en torno al infinito,qiesde una perspectiva apeironiana
del infinito como objeto, le llevaba a consideraei® de tipo potencial, siempre ligados
a los procesos inacabados. Cabe destacar que lcogue investigadores inferimos
acerca de su cognicion del infinito deriva del gjeflde dicha cognicion al abordar
diferentes conceptos matematicos propios del aloricde secundaria. Cabe
preguntarse, pues, si la forma de conocer el tofiemerge del grado de comprension
de los diferentes conceptos o es la forma de carmdpres! infinito la que condiciona el
tratamiento que da a los fendmenos organizadoggter No creemos ser capaces de
aportar una respuesta clara a esta pregunta, rsiH@mos visto indicios de ambas
implicaciones en Aarén, tanto al dotar al infintte un caracter abstruso debido a las

contradicciones que sus multiples significados (ptmvienen de tépicos concretos)

195 verbos como, saltar o disparar, requieren culnidmapara tener sentido, mientras que andar o keer n
requieren de dicha culminacién.
1% pe ahi el término 'desarrollo’ en el nombre deakegoria, frente a otro posible como ‘estadio’.
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generan, como al usar la indefinicion que él asacia infinito para dar sentido a
situaciones. Entendemos que en esta categoriadeefdlr conocimiento de los temas
podemos encontrar las implicaciones que tiene fdandode conocer el infinito en la
comprension que los profesores tienen de diveesnad, mientras que la cognicion del
infinito per sela asociaremos al subdominio ligado a la estracttmmo veremos mas
adelante. Entendemos, en general, que el hechohamtearse en un determinado
momento del desarrollo cognitivo de un conceptalpudectar al tipo de abordajes que
se hagan del mismo, e incluso a la comprensiorsguenga del proceso de aprendizaje
de los mismos, estando por tanto relacionados csndeé las tres componentes del
conocimiento didactico del contenido.

También hemos podido ver como el tipo de cognicj@e Aaron posee le lleva a
situaciones que se adaptan a lo que Festinger YX@sbminddisonancia cognitiva
Estas situaciones se dan cuando la forma de codwrehinfinito el profesor entra en
contradiccion con verdades matematicas que tigeeidnizadas. En el caso de Aaron,
estas situaciones estan ligadas a la 'actualiZad&nproceso infinito, ya que en la
mayoria de conceptos matematicos que involucréimié se usan dos elementos en el
aula, el proceso, y el resultado final, de manemaj confrontar la conexion entre estos
dos se generaban situaciones en las que este@rafestaba respuestas incongruentes,
dando cuenta del estado de conflicto en el quensengraba entre su cognicién y su
intuicion. Entendemos que, si bien los conflictogse ghemos encontrado en el
conocimiento de este profesor pueden ser partesilde su caso, ligados a su forma de
entender el infinito, resulta interesante la pdsibd de estudiar los momentos de
disonancia cognitivajue las diferentes formas de cognicién del irdimitieda generar
en profesores. En esta linea, la habitual tendesicigotencialismo al pensar en el
infinito (Dubinsky et al.,, 2005a, 2005b) puede confar con la necesidad de
comprension actual del infinito en la que se basmatematica escofdf, con lo que
entendemos que estos conflictos, pese a no secia@irato en si mismos, constituyen
indicadores de las formas de comprender los fendskgados al infinito y el infinito
en si. Ademas, hemos de recalcar el potencial gmnsideramos que tienen estos

conflictos de cara a, en investigaciones ligadasaperspectiva mas desarrollista del

197 En cuanto a que en los contextos escolares sédecmsa dualidad entre el proceso que genera el
limite y el propio valor del limite.
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conocimiento, fomentar la comprensién profunda dd#inito en profesores de

secundaria.

Ademas de los conflictos, vimos en Aarén una s#giErrores Conceptualebgados a
su forma de entender el infinito. Esta investigagid pretende evaluar el conocimiento
del profesor, en cuanto a determinar su bondadmdeera que no abundaremos
profundamente en esta caracteristica de Ganocimiento de los Temagero
consideramos de vital importancia, en cuanto alpgomiso social de la investigacion
en educacion matematica, poner de relieve que am@arension del infinito superficial
puede provocar que los profesores cometan errdeesa@a de abordar conceptos como
la densidad de los nimeros reales en el caso dinAgque podrian traspasar a sus

alumnos.

Conocimiento de la Estructura Matematica organizagar el infinito, y del infinito
como organizador (KSMe).

Esta categoria, @€Conocimiento de la Estructura Matematiparticularizada para el
caso del infinito, con las adiciones visibles emambre del subdominio, tiene en su
nombre una palabra que consideramos fundamenialgméenderlo: Estructura. Pierre
M. Van Hiele dedicd, en su publicacién seminalu&uire and Insight', seis capitulos a
determinar la naturaleza de dicho término, pamgaliea la conclusion de la inmensa,
potencialmente inabordable, dificultad de dar uredintion de dicho término,
argumentando que el significado de dicho conceptal@ ser tan amplio, que resulta
mucho mas practico tratarlo a través de sus prages] en las que considera las
propuestas desde la psicologia de la Gestalt compiedades que gobiernan una
estructurd®® (Van Hiele, 1986, p. 28).

1% y/an Hiele las resume de la siguiente forma:

1) Es posible extender una estructura. Cualquies apnozca una parte de la estructura, conoce una
extension de la misma. La extension de una estai@sta sujeta a las mismas reglas que sus
partes dadas

2) Una estructura puede ser vista como parte desstnactura mas fina(sutil). La estructura original
estd afectada por esto: No cambian las reglagudgb, solo son ampliadas. De este modo es
posible incorporar mas detalles a la construcdsta estructura.

3) Una estructura puede ser vista como parte deestractura mas inclusiva. Esta estructura mas
inclusiva también tiene reglas, algunas de latesudefinen la estructura original.

4) Una estructura dada puede ser isomérfica caneastructura. en este caso, las dos estructurd@s est
definidas por reglas que corresponden con otrak. sh se estudia la estructura dada, también
se podra conocer cOmo esta construida la otrachsta.

Van Hiele, 1986, p.28.
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En el caso del infinito, cuando pretendemos congaenqué significa eConocimiento
de la Estructura Matematicasociada al concepto, entendemos que dicha estues
desarrollada por cada profesor, existiendo pasatels entre diferentes estructuras, y
que el infinito es el elemento vertebrador de lama, siendo la forma de comprender el
infinito en si la que aporta las 'reglas de comsian'. Asi, profesores que comprendan
el infinito de forma potencial, desarrollaran o tébdesarrollado una comprension de
los fendbmenos del infinito, que constituyen estrtag mas finas, cuyas reglas de
construccion, ademas de por las reglas de congiruea matematicas, vendran dadas
por la forma de comprension del infinito. Asi, @glente que la sub-categoria referente
al Desarrollo Cognitivo del profesor tiene una importancia fundamental l@n
consideracion de este subdominio en el caso pkatidel infinito, ya que fundamenta

las reglas de construccién de la estructura matesrnaiia que este afecta.

Ahora bien, en la experiencia que hemos desarmllad esta investigacion,
encontramos que estas reglas de conformacioneldrlzctura matematica estan sujetas
a Conflictos ya que, al introducir situaciones en las quevigee el infinito, bajo unas
reglas de comprension del mismo diferentes (actua@e vez de las potenciales que
sigue Aarén), que el profesor acepta como plausiblpueden generarse
contradicciones, reflejadas tanto en estas sitnasi@onflictivas, como en muchos de
los errores conceptualegometidos por Aardn. Asi, entendemos que la fodaa
comprender el infinito es fundamental para dardeali coherencia y profundidad a la

estructura matematica conocida por el profesor.

Otra categoria de fundamental importancia para cemder este subdominio es la
Fenomenologia, tanto en cuanto a la consciencia wdacion fenomenologica entre el
infinito y los fendbmenos que este organiza (categbonsciencia de Latendiacomo

en cuanto al hecho de conocer FeEndémenosgjue conforman la estructura. La segunda
sub-categoria da sentido al hecho de consideraresimactura como tal, puesto que
estos fendmenos son los que permiten considerarnurtiplicidad de elementos
matematicos, relacionados con el infinito, orgatdzbajo cierto criterio por el profesor,
a la que podriamos denominar estructura, en laeumtegran los diferentes fenémenos
de forma coherente. La primera categoria, relailaconsciencia que el profesor posee
de la presencia del infinito de forma subyacentesaliferentes conceptos, nos informa
de la capacidad de este para integrarlos estamarestructura mas inclusiv@/an
Hiele, 1986, p. 28). Asi, entendemos que el coniecita profundo de la fenomenologia
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dota de contenido a esta sub-categoria, para [reainjirofesor tener una vision mas
amplia del contenido a abordar en el aula, unagdivide conjunto".

En relacion con la fenomenologia, y asociados en gnedida a la forma de
comprender el profesor el infinito, encontramos3amificadosque el profesor conoce
del infinito, que, integrados en la estructura mmtiica en la que el infinito participa,
son los elementos mas cercanos al infinito en les gntendemos que podemos
profundizar, y que generan, en gran medida, ekststepistemologico de conceptos
que podriamos encontrar en dicha estructura, cdnlionige, la periodicidad de los

numeros decimales, o la cardinalidad.

Asi pues, este es un subdominio que informa deamoamiento integrado de las
matematicas que dota de solidez al conocimientiogidiferentes temas y topicos que
seran objeto de ensefianza y aprendizaje, y erselds infinito, da cuenta de cémo
este sustenta gran parte de los temas relativpsciatmente, al calculo infinitesimal,
asi como, en menor cantidad, el algebra, la getametia estadistica. Asi, la gran idea
desarrollada por Kuntze et al. (2011), relacionedia el lidiar con el infinito, se ve
reflejada de forma explicita en este subdominiogieamto al conocimiento matematico

de los profesores al explorar los fendbmenos ligadlo¥inito.

Conocimiento de las Practicas Matematicas asociadbfinito (KPM-x)

Este subdominio es, de los que el modelo de conasiodMTSK contempla, del que

menos evidencias hemos conseguido durante estastig@on, hecho que

comentaremos en las limitaciones de la misma. Sibaego, con base en las lecturas
realizadas y en la sensibilidad tedrica desarrallddrante el transcurso del proceso
investigativo, hemos desarrollado cierto nivel a@msciencia del contenido de este
subdominio y, pese a que formara parte de lasdsitliineas de investigacion, daremos
aqui algunas indicaciones sobre como entendemosl qu&ocimiento que un profesor

posee del infinito puede comprenderse desde |p@&rga que este subdominio aporta.

Reflexionando sobre cudles son las practicas métasaue estan ligadas al infinito,
desde nuestra perspectiva, sobresalen dos, intimamkgadas entre si, la
generalizacion y la demostracion. En el primer cés@eneralizacion es una practica
matematica en la que el infinito tiene una presefmdamental, ya que como practica

implica “pasar de unos pocos casos a hacer conjeturas safreonjunto de casos
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completo” (Mason, Burton & Stacey 1982, p.8), siendo esejucho de casos
habitualmente de cardinal no finito. Esta practisahabitualmente usada en contextos
de ensefianza para dar pie a demostraciones iagjifpero requiere en el profesor ser
consciente de la amplitud del conjunto que implesdp es, no solo de su cardinal, sino
de las propiedades de los elementos englobadosl @onjunto de casgssiendo
consciente de qué conjunto las cumple, y de laximries de contencién con otros
conjuntos. Esto nos lleva a la practica de la démmcsn, en la que el profesor es tanto
agente (Stylianides & Stylianides, 2009) como gegkondratieva, 2013, Douek,
2009), y cuya relacion con el infinito se basa svbar la validez para cualquier caso
dentro del dominio de la demostracién, lo cual reguprobarlopara todoelemento,
pudiendo ser "todo" infinito (habitualmente es .agi¥imismo, existen multitud de
demostraciones que usan diferentes estrategiassg@e intimamente relacionadas con
el infinito, como es la induccion, habitualmenteads en contextos numerables, o
aguellas demostraciones que eligen un elementesemiante del conjunto, en forma de
variable, y demuestra que cumple las propiedadessqupretende. Asi, en estas dos
practicas el profesor requiere comprender el idfitanto para explorar la validez de

una propiedad en un conjunto completo (generalizaro para asegurar dicha validez.

Sin embargo, como anteriormente afirmamos, estastigacion no ha conseguido
pruebas empiricas de este subdominio, y méas allfoslecomentarios fruto de la
sensibilidad desarrollada, no podemos abundar.en él

Creencias sobre el infinito

Como afirmamos inicialmente, esta investigaciériemba como objetivo profundizar en
el subdominio relativo a las creencias, pero dereantel transcurso de la investigacion,
y en gran medida al desarrollar una familiaridadfypxda con el objeto de estudio,
hemos comprendido que la naturaleza de estas nie poiecreemos debe, ser obviada a
la hora de ofrecer una imagen completa del conecitoi del profesor. Asi,
articularemos este apartado en torno a los dogogicjue se consideran en el dominio
de las creencias en MTSK, las creencias acerca deatematica, particularizadas al
caso del infinito, y las creencias acerca de laef@gsza y aprendizaje de las
matematicas, concretadas también para el concepioestion.

En primer lugar, cuando abordamos el dominio dectasncias sobre la matematica,

encontramos dos grandes ambitos en los que centeatra reflexion. El primero son
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las creencias sobre la matemética (e.g. Platonicstrumental, Resolucion de
Problemas,), que no abordaremos en este apartadaepentendemos que, aungue
permean la cognicion de los profesores acercandieito, no tenemos evidencias ni
indicios de relaciones directas que podamos defelohesegundo lugar, encontramos
las creencias acerca del infinito como elementoematico, donde si poseemos
evidencias, especialmente por la singularidad defolma que tiene Aarén de
comprender el infinito, de la importancia de estagncias, asi como de su relacidn con
los otros subdominios de conocimiento. Asi, ensestaencias incluimos las actitudes
hacia el conocimiento matematico, ligadas a lasuaets hacia el infinito en el trabajo
de Sierpinska (1987). En concreto, Aaron podemosia$o a una tendenciatuitiva
empirica [...] que implicacomprender que la matematica, y en particular sxisraas

y teoremas deben ser hechos indiscutible, intuiiemate aceptadog.382).Este es el
caso de Aaron, cuyos estados conflictivos aceraadellas situaciones que implican al
infinito estdn basados en gran medida por la cotdmdn entre las situaciones
potencialistas que intuitivamente concibe, con rgude las actuales presentadas
durante la investigacion, que habia evitado erxpereencia previa. Asi, debido a esta
necesidad de indiscutibilidad del conocimiento mmeiéco (tendencia platonica), Aaron
atribuye al infinito el significado de elemento dasocido o artificioso, reflejado en su
definicion del mismd‘una invencion del hombre para explicar lo inexplde”, que
entendemos como una declaraciéon de no aceptaciomfoigto como elemento no
sujeto a las reglas matematicas que él conoce. sksiresguarda en una actitud
potencialista® (Sierpinska, 1987) hacia el infinito, en la queyr pejemplo, la
imposibilidad de alcanzar el limite esta condicitmaor la variable temporal, ‘nurt¢a

se alcanzaria porque nufhtallegariamos. Entendemos que el caso de Aar6n no es
generalizable, pero entendemos igualmente que sentdo considerar las actitudes
que tienen los profesores hacia las matematicaspnyo estas se reflejan en sus
primeras intuiciones hacia el infinito, que tienenpueden tener, un impacto sobre su

propio conocimiento matematico, asi como sobreielrgovilicen en sus alumnos.

La segunda linea de reflexion acerca de las craewei ligada a las creencias acerca de
la ensefianza y aprendizaje de las matematicagyrecupar acerca del papel del infinito

en los procesos de ensefianza y aprendizaje deisasasm Hemos mostrado varios

199 Relacionada con la cognicién potencialista, peradéntica.
10 significando imposibilidad.
11 significando temporalidad.
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ejemplos en los que Aarén afirma que evita el cptacen el aula. Estas afirmaciones
pueden tener multitud de fundamentos, pero enteosleme uno de ellos puede ser la
consideracion que el profesor haga sobre la utildi infinito como parte del proceso

de formacion de los alumnos, o sobre la adecuatgéque los alumnos profundicen en
un aspecto tan conceptual del contenido matemd&itindemos que lo que poseemos
son Unicamente indicios y reflexiones acerca delkvancia de considerar este tipo de
creencias, pero algunos autores (Rucker, 1982pgdui sobre la ‘ensefiabilidad de

las creencias y actitudes acerca del infinito, tmnque entendemos que es una

caracteristica relevante y que debe ser tomadaraideracion.

Reflexiones acerca del objeto de estudio

Esta investigacion partia de la base de la neatsielaconocimiento del infinito para la
ensefianza de las mateméticas como piedra angutale da que explorar dicho
conocimiento. Asi, desde esa consideracion, hemmsado plena consciencia de las
caracteristicas del conocimiento que autores colmee@t (2005) asocian al profesor,
particularizados al caso del conocimiento del itdinEn este sentido, Aaron ha tenido
una utilidad intrinseca, ya que ha sido él, susidicrasia particular, y el contexto que le
condicionaba los que nos han permitido tomar estaiencia. El hecho de que la labor
del profesor se desarrolle en un contexto, en ellgs implicaciones del mismo son
fundamentales para comprenderlo, asi como comprejuaie la trayectoria que ha
seguido cada profesor hacen que su conocimientgateraracteristicas Unicas.
Asimismo, durante el transcurso de esta investigacrimos la posibilidad de
acompanfar al profesor en un cambio en su cognagdimfinito, dando una perspectiva
desarrollista no pretendida en un principio. Elivmte que esta posibilidad existiera
es la naturaleza dinamica del conocimiento del gz@f que permite que sea
transformado, siendo esta transformacion un elemenie entendemos puede ser
realmente complejo, especialmente en el caso dénAan el que sus convicciones y

actitudes hacia el infinito son tan firmes y congde

La caracteristica del conocimiento que en estastigecion se pone de relieve en
mayor medida es la integracién y complejidad dedmai. EI mero hecho de tener que
recurrir a usar y disefiar un marco como MTSK dantzuele ello. Este marco, cuya

construccion ha sido simultanea y retroalimentade gsta investigacion, surge del

12 pel profesor al alumno.
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esfuerzo de una veintena de investigadores refiarido acerca de las caracteristicas
del conocimiento del profesor, siendo particulatz&n esta investigacion al caso del
infinito. La complejidad del conocimiento del prede acerca del infinito se observa en
cuanto a la cantidad de componentes del modelcssgugan podido observar, con la
disparidad de contenidos incluso dentro de un missnbdominio. Asimismo,
reconocemos que pese a considerar que estamoérnahd de la investigacion,
familiarizados con el conocimiento del infinito,temdemos que nuestra comprension
del mismo no es completa, dada la cantidad de ekesiematices y diversidades que
podemos encontrar, con lo que dicha complejidatbsénace mas presente. Abundando
en dicha complejidad, hemos visto como los tres idiom de MTSK'® permiten
contemplar diferentes aspectos de la cogniciémndieito que posee un profesor, como
el reflejo de dicha cognicidn en su trabajo coereifites conceptos relacionados con el
infinito, la consciencia de esas relaciones, lemmfbben que afecta el estadio de desarrollo
cognitivo a su comprension de los conceptos, océspanas didacticos ligados a la
ensefianza de conceptos relacionados con el infootoo episodios a los que recurre
par reproducirlos, lenguaje que suele usar, corsidmes de corte curricular, o su
familiaridad con la relacion de los alumnos cornéhito. Finalmente, las creencias y
actitudes hacia el infinito creemos que impregratotel conocimiento del profesor
acerca del concepto, afladiendo matices que emdegkas verdades personales que el

propio profesor sostiene.

Ademas, este proceso ha permitido al investigadonpcender mejor el concepto
matematico que desde un principio centraba suéstesl infinito. Esta comprension
entendemos que no solamente se ha hecho mas mpémduanto a conocerlo ‘mejor’,
sino también mas amplia, ya que nos hemos hechsriemtes de que el infinito puede
ser conocido de diferentes formas, cada una deuakes lo tienen como elemento
comurt** El infinito se puede comprender como element@mente matematico, sin
implicaciones de tipo didactico, siendo el Unicdeliés de quien asi lo conoce
comprender el infinito en mayor medida. Un ejeng#aesto son los trabajos de Cantor,
en los que definié el infinito desde una perspeacformalista, dando una definicion
completamente aceptada en los circulos matemailiemsbién se puede comprender el

infinito como objeto matematico implicado en losg@sos de ensefianza y aprendizaje,

13 Conocimiento Did4ctico, Matematico y Creencias.
14 Que puede ser detectado como elemento comln povestigador, pero no necesariamente por el
sujeto que lo conoce.
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ya sea desde la perspectiva de los alumnos, enel@xjste una cierta tradicién en el
area, o en la de los profesores, donde esperam®msesfa investigacion permita
profundizar las aportaciones ya existentes. Eragb ae la forma de comprender del
profesor el infinito, lo puede conocer en multiplasetas, algunas de las cuales hemos
explorado en esta investigacion, siendo el objetigsoquien comprende el infinito de
esta manera no ya ensefiar el infinito en si, sommaerlo como parte del proceso

educativo.

Finalmente, existe otra perspectiva de la que hesids conscientes durante el
desarrollo de la investigacion, no ya como objetieola misma, sino emergente de la
forma de pensar del propio investigador, y es Ispextiva de quien quiere conocer
coémo se conoce o puede conocer el infinito. Estsppetiva es la del investigador que
desea comprenderlo como concepto matematico, coagarecOmo lo conoce un
profesor, como lo puede conocer un alumno, comé estejado en el curriculo, o
como diferentes contextos socioculturales tantoades o a lo largo de la historia han
comprendido el infinito, entre otras muchas. Asiratite esta investigacion, hemos
reflexionado en torno a multiples de las considerss anteriormente indicadas para
hacernos plenamente conscientes de la profundalejsad del concepto “infinito”,
que tiene significado mas alla de las matematgias,también a nivel social o cultural.
Ser conscientes de esta complejidad nos hace eotessitambién de que, dada la
multitud de contextos en que el infinito esta pnése existen multitud de
eventualidades significativas que pueden darsehmra de comprenderlo, o que nos
invita a seguir queriendo comprenderlo. AUn asm@@omentaremos posteriormente,
entendemos que hemos de seguir profundizando as tasl formas en las que se puede
conocer el infinito que tienen algun tipo de impaeh el proceso educativo, desde las
puramente matematicas, hasta las ligadas al coremtordel profesor, o las propias de
aspectos socioculturales o histéricos. Conocarfigliio como investigador en didactica
de las matematicas requiere una gran familiarimacidn el concepto a todos estos

niveles, para asi indagar en su relacion con iliiafen el aula.
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Prospectiva de la investigacion

Una investigacién no solo ha de aportar resultadio&gy que entendemos que ha de
aportar continuidad, y futuras lineas de trabajolaan que seguir desarrollando y
ampliando nuestra comprension de lo estudiado.aks¢ularemos esta prospectiva en
torno a tres grandes lineas: El conocimiento pirofes del profesor de matematicas y
su desarrollo, el conocimiento del profesor de mateas acerca del infinito y su

desarrollo, y el infinito como objeto de conocini@emumano sujeto a la interaccion

alumno-profesor. Entendemos que estas son la$iness en las que podemos seguir,
ya que con esta investigacion hemos profundizadiasdos primeras, pero podemos
hacerlo ain mas, o al menos, tratarlas con mésafigua tercera concierne al impacto
que la segunda tiene en la practica docente, ioeqd en esta investigacion como tal,
pero de necesaria exploracion, pues es el foco leque entendemos que la

investigacién en educaciéon matematica adquiergaetga dese una perspectiva social.

Conocimiento profesional del profesor de matematica

En primer lugar, el conocimiento profesional dedfpsor de mateméticas ha sido uno
de los focos principales de reflexion que subyacesta tesis. Durante el desarrollo de
la misma, hemos sido participes de la reflexibnmcacede como crear un modelo que
permita observar el conocimiento del profesor deéematicas con fines analiticos,
desgranandolo en diferentes componentes, que eoasids integradas, pero que
podemos diferenciar para dar mayor profundidadestna comprension. Sin embargo,
el fruto de esta reflexion, el modelo MTSK, es wneacion reciente y que, aunque
consideramos que nos permite comprender el conecimi del profesor de
matematicas, requiere trabajar sobre ella en mawgedida. Cada uno de los
subdominios contempla a su vez diferentes compesgque entendemos pueden ser
exploradas en mayor profundidad, como por ejempkuldominio delconocimiento
de la estructura matematicgara dotarlo de una mayor claridad y definiciGrjue
puede ser explorado desde diferentes Opticas, @gargrender mejor las propias
componentes de los subdominios, como es el casocdebcimiento de las
caracteristicas del aprendizaje de las matematieas el que ya hemos desarrollado
algunos esfuerzos (e.g. Flores-Medrano, Escuderontéd, Carrillo, en prensa)
mostrando la posibilidad de desarrollar sistemasategorias, tanto emergentes como
provenientes de modelizaciones acerca de comodgrdas alumnos, que mas alla de
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las posibilidades que ofrecen, desde una perspeigdrica, nos permiten comprender
mejor qué puede saber un profesor acerca del dpagmdie sus alumnos. Entendemos
que este esfuerzo en comprender cada uno de Iderauios puede ser realizado, tanto
desde la perspectiva de la profundizacion en cadaamo en la comprension de todos
ellos de forma integrada e interconectada, apootarada uno de los esfuerzos
elementos diferentes. En particular, a este inyadtr le atraen especialmente los
subdominios del dominio del conocimiento matematigocomo estos influyen y
afectan a los subdominios del conocimiento didactiel contenido. En particular, el
conocimiento de la estructura matematica, congig@sa que €s un campo
especialmente fértil, pues, ya sea desde la caml&atcion deHorizonte Matematico
(Ball & Bass, 2009; Zazkis & Mamolo, 2011; Jakohs&€hames, Ribeiro & Delaney
2012), o de lasonexiones(Rowland et al., 2009; Fernandez, et al. 2010)mfe
comprender la visién de conjunto que los profestieg®n sobre las mateméaticas que
conocen. No solo esto, sino que ademés, compréosldactores que influyen en la
construccion de estas estructdtasel papel de este tipo de conocimiento en la joact
docente, o el impacto que diferentes conocimiedéfa estructura puedan tener en el
aprendizaje de los alumnos, son temas que entesd@oneden aportar elementos
notables de cara no solo a la investigacion, sambtén al impacto de esta en la
formacion de los maestros. Este impacto es otrtbsleelementos que consideramos
que, al menos en el grupo de investigacion en elrps encontramos, es una de las
lineas de investigacion mas abiertas e inexplorattamanera que consideramos que en
algin momento futuro habremos de dar el salto #idgarpos en el disefio de programas
de formacion de profesores, tanto de Educacion @@mcomo de Educacion
Secundaria. En cuanto a los subdominios relatiMosoaocimiento didactico del
contenido considerados en MTSK, observamos la itExksle dotarlos de ejemplos
potentes que muestren, sin necesidad de haberdorpate del equipo de desarrollo
del modeld'®, el papel fundamental de la matematica en los ossm@si como el valor
de la diferenciacién clara con los subdominios c®hocimiento matematico. Asi,
entendemos que ha de hacerse un especial esfuereb stibdominio relativo a la

ensefianzaKMT), especialmente en contextos de secundaria, ddnceneenido del

115 Enfasis en el plural, por la diversidad de estmast que pueden encontrarse, tanto en diferentes
profesores, como las diferentes estructuracionegpgade hacer un mismo profesor.

118 Como autocritica, aceptamos que el modelo MTSKomsplejo en cuanto a su conceptualizacién y
matices respecto a otros modelos, lo que derivguerun publico experto en investigacion en educacio
matematica, pero no en los modelos de conocimigrdfesional, no perciba plenamente la aportacion
gque entendemos hace el modelo.
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subdominio, ligado a estrategias de enseflanzaatexriales de ensefianza cercanos a lo
manipulativo, invita a las referencias al conocimedidactico general, que no pretende
abordar este modelo de conocimiento. Asimismo, whdeminio ligado a las
caracteristicas del aprendizaje del alumnado (KFlevilendemos que tiene el potencial
de permitirnos caracterizar el conocimiento defgsor de la actividad matemética del
alumno, para lo cual pretendemos tanto desarmilerentes categorias que den cuenta
de este conocimiento (e.g. Flores, Escudero, Mo&tg3arrillo, en prensa), como
profundizar en categorizaciones existentes (e.gre@a, Rojas, Montes & Flores,
2014). Por tanto, pese a que consideramos que adglmes una propuesta soélida, con
unas bases tedricas solidas también, se requiareamstante profundizacion y revision

del mismo para asi poder ir refinando, tanto suesodo, como su divulgacion.
Conocimiento especializado del profesor de mataragsobre el infinito

En cuanto al conocimiento del profesor de secuadatcerca del infinito, este es el
campo en el que este investigador pretende prafandanto por dar continuidad a esta
investigacion como por disfrute personal al tratb@jd&s un campo cuya implicacion en
la ensefanza, tanto en primaria como en secundawiags inmediato, ya que el
conocimiento del profesor acerca del infinito esanocimiento a usar cuando explique
otros conceptos, con lo que no resulta sencillederca &', ni hacer a los profesores
conscientes del mismo y de sus implicaciones eaensefianza. En esta investigacion
hemos mostrado la enorme complejidad que tienentgndemos que puede ser
prometedor trabajarlo desde la perspectiva delblesianiento de redes teodricas,
Networking(Bikner-Ahsbahs, Dreyfus, Kidron, Arzarello, RadfpArtigue & Sabena,
2010), para mostrar como las diferentes teorias moedelizan el conocimiento del
infinito en el sentido de cada uno de los subdarsinde MTSK pueden ser
interconectadas y estructuradas para dar una imegempleta de la complejidad y
contenido del mismo. Asi algunas de las teoriaseqendemos pueden ser potentes
para conectar entre si y generar esa red teontca®s0S (Asiala et al., 1996; Arnon et
al. 2014) para el desarrollo de la cognicion sobkteinfinito; Fenomenologia
(Freudenthal, 1983), para la profundizacién en dkcidon entre el infinito y los
conceptos y procedimientos abordados en el auta, gdaeflejo del conocimiento del

infinito en el conocimiento de estos, asi comodeidn de desempaquetado (Ma, 1999),

7 En términos de acceso metodolégico como investigad
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para la profundizacion en la capacidad de deteabébinfinito en conceptos; Tipos de
intuicion sobre el infinito (e.g. Fischbein, et,al979; Dubinsky, Weller, Brown,
McDonald & Stenger, 2004; Falk, 1994; Belmonte grf&i, 2010), para el tipo de
significados de los que se dota al infinito, ashogara profundizar en las formas de
interactuar con el concepto; Metéafora Basica dihito (Lakoff y Nufiez, 2000; Ueno,
2004), para profundizar en los aspectos verbalemfii@to, que reflejan elementos de
la cognicion sobre el mismo; las conexiones (Featearet al., 2011), en patrticular las
relaciones de complejizacion o simplificacion (@kxyCliment, et al., en prensa) en las
gue el infinito se vea involucrado; teorias rekasial aprendizaje de los alumnos, que se
puedan trasladar al conocimiento del profesor dehadiaprendizaje, como el
Mathematical ProficiencyKilpatrick, Swaford & Findell, 2001); o creenciasbre las
matematicas (Carrillo & Contreras, 1994) y su jeflen las creencias y actitudes hacia
el infinito (Sierpinska, 1987). Estas son algunaslas teorias que pensamos tienen
potencial de ser explotadas en pos del establetionge una red tedrica, pero también
existen diferentes elementos sobre los cuales nm$ieencontrado referencias, o las
hemos encontrado, pero no son muy actuales, gag,una revision mucho mas
profunda de la que es posible en esta investigapidsiblemente surgieran. Ese es el
caso de elementos como los heuristicos en resolae@roblemas que pudieran estar
asociados al infinito; las formas y usos de la g@rzacion en el aula (Mason et al.,
1982); todo lo relacionado con los procesos de demmon y establecimiento de la
verdad en matematicas, donde pensamos que las tdecrm®es por induccidn tienen
un papel importante; aspectos relacionados consel intencional de diferentes
verbalizaciones matematicas, como vehiculo de caacidn; consideraciones de tipo
curricular sobre contenidos concretos ligados fahito; o creencias del profesor sobre
el infinito ligadas a la utilidad del concepto dragla o a la utilidad que pudiera tener
para los estudiantes. Por tanto, existen lineasasitde investigacion con las que ya
estamos familiarizados y otras con las que no laness, pero creemos posible
comenzar a trabajarlas en cuanto surja la opowdnigoero también existe una
prospectiva de investigacion que requiere avanzas aun en la comprension de
distintas facetas del objeto de estudio, para posteente dibujar con mas claridad el

camino a seguir.
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El infinito en las interacciones sociales en elaaul

Finalmente, en cuanto al tercer foco de prospectlainfinito como objeto de
conocimiento humano sujeto a la interaccion alumwodesor, existen multitud de
estudios que abordan la comunicacion entre estiediga.g. Radu & Webber, 2011), o
del estudiante con el profesor (e.g. Tsamir & Thrak999), con foco en la forma de
expresarse del alumno. Sin embargo, no hemos eadonestudios en los que se
abunde en la figura del profesor como agente apreindizaje de sus estudiantes con el
foco en el conocimiento del infinito. Con este s, hemos mostrado durante esta
investigacion la relevancia de considerar el can@mito del profesor acerca del
infinito, asi como la utilidad de dicho conocimierat tratar con otros conceptos, con lo
gue entendemos fundamental profundizar en el pp&s aspectos comunicativos, y
en como se produce la interaccion entre alumnoofepor cuando se trata el infinito,
trasladando el foco al profesor. Asimismo, nos garnateresante explorar diferentes
propuestas metodologicas para trabajar contextes rgquieran comprension del
infinito, para asi iniciar un proceso de transferamle la investigacion a la préctica de
los profesores que tenga un impacto real en lasakh esta linea, tanto las propuestas
metodoldgicas para tratar conceptos relacionadasetdimite, como los materiales
didacticos, o el disefio de estandares de apreadizayca del infinito que puedan servir
a los profesores de guia, entendemos que es w dim trabajo que no solamente
consideramos con potencial productivo, sino coremuél de hacer que esta linea de

investigacion tenga impacto en los procesos edursati

Limitaciones del estudio

Este estudio se ha desarrollado en unas condicasrésadas de multitud de aspectos
gue hacen que de ellos emerjan tanto limitaciones)o restricciones que se han
tornado limitaciones en esta investigacion. En primgar, creemos necesario comentar
gue entendemos ‘limitacidon’ no como algo negatsimng como un elemento que define
y delimita esta investigacién, en términos de at@td y de darle los matices que
tiene, reflejando la idiosincrasia en la que ha siésarrollada. Por tanto, comentaremos
las limitaciones en términos de las caracteristiggshan condicionado el estudio y lo
han dotado de muchas de las particularidades ene. thsi este apartado se estructurara

18 Asi, las limitaciones se entienden como algo deégio de negatividad, sino como una acotacién de
la investigacion, derivada de ciertos factores.
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en torno a tres nucleos, las limitaciones derivadiglstipo de estudio, en las que
profundizaremos en los condicionantes ligados aelasciones metodoldgicas, las
limitaciones derivadas del contexto tedrico, dondlexionaremos sobre los
condicionantes impuestos por los constructos tegyrig finalmente las limitaciones
derivadas del investigador, donde expondremos alguie las caracteristicas del
investigador que somos conscientes que han infleidcel desarrollo de esta tesis.
Ademas de estos tres conjuntos de limitacionegnure necesario comentar que la
existencia de estas no solo es completamente abdwjtsino también necesaria, ya que
durante el desarrollo de esta investigacion henoospeendido que esta acotacion es
completamente necesaria para finalizarla. Estosesiebido a factores logisticd$
pragmatico¥® y de calidad de la linea de investigacién quee abste estudio

exploratorid®.

Comentaremos por tanto, en primer lugar, las liciotees derivadas del tipo de estudio,
y de las caracteristicas metodolégicas de esteedim sentido, existe primero la
limitacion propia del estudio de caso, y es el bedd que lageneralizaciones difusas
propuestas en base al caso de Aarén para el caeatimdel profesor acerca del
infinito, asi como las propuestas basadas en |ailskaad tedrica que hemos
desarrollado durante el estudio, no pretenden d®ustivas, sino aquellas que, en la
medida que los datos y la sensibilidad que estaslgctura de literatura especializada
nos permiten, podemos hacer. Asimismo, la elecdgnenfoque metodoldgico de la
Grounded Theory condiciona el uso que podemos Eckr teoria previa, provista por
la lectura de otros autores, elemento que solversaparcialmente al no negar la
inferencia de la teoria previa de forma complesando la versién de este enfoque
propuesta por Strauss y Corbin (1998), en la quedda previa tiene cabida. Asi, esta
acotacion la convertimos en uno de los elementescgusideramos mas potentes de
esta tesis, ya que, tras la emergencia de categdag comparamos con teorias y
resultados previos que nos permiten triangularldanes cabida fundamentada en las
aportaciones de otros autores, siendo conscierdeta caportacion del estudio en

términos de la especificidad lograda al describzomocimiento del profesor sobre el

119 | a financiacién de esta investigacion es limitadsi como la duracién maxima del tiempo de
desarrollo de los estudios doctorales, estipuladéaememoria del programa de doctorado en que se
desarrolla.

120 Es una investigacion con la que se pretende ap@grado de Doctor, y por tanto entendemos que ha
de tener un fin.

121 Entendemos que la publicacién de la memoria dieviestigacion, asi como los articulos que deriven
de la misma recibirdn una critica que nos permitigdinar y mejorar los siguientes esfuerzos.
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infinito. Asi, las lecturas realizadas giraban ema® al conocimiento del infinito, con
pocas o ninguna referencia al conocimiento delgs@mfcomo un profesional, asi como
en torno al conocimiento profesional y los modglasa aproximarse a este. Estas dos
tematicas nos han permitido dos miradas 'macrafeaedtes aspectos del objeto de
estudio, que dotaban de sensibilidad al investigatiestudiar el fenémeno 'micro’, el
conocimiento profesional del profesor de matemataeerca del infinito, no teniendo
teoria previa acerca de este, pero si elementosngsigermitian aproximarnos con
mayor sensibilidad al mismo. Otra limitacibn quégaamos a esta categoria es la
derivada de la forma de recogida de los datosvéiite significativo de no poder tomar
registro de la practica de aula de Aardn por laatieg de uno de los padres de un
alumno, asi como la propia forma de recogida desgahntrevista y cuestionario previo,
suponen limitaciones, en cuanto a la naturalezdosledatos, que nos aportan un
conocimiento declarativo, cuya veracidad hemosgritgado con multiples preguntas en
las que el objetivo era el mismo pero cuya natmeakya significativamente diferente,

de manera que requirieran de un conocimiento cotesre

En segundo lugar, comentaremos las limitacionewatias del contexto tedrico de la
investigacion. Este contexto es, principalmentenetielo de conocimiento profesional
MTSK, cuyo desarrollo ha definido en gran medidadasibilidad desarrollada acerca
del conocimiento profesional. Somos conscientegudeparticipar en el desarrollo de
un modelo tedrico como este posiblemente ha sesgaéstra vision acerca del
conocimiento del profesor, tanto en su conceptaelim (MTSK), como en las
consideraciones implicitas que se hacen respectstde Para minimizar los efectos de
este sesgo, en la continua revisién de literatoeaca de los modelos de conocimiento
profesional hemos pretendido no solo comprendepsestodelos, sino hacer un
esfuerzo por ‘'leer entre lineas', para poder mégré objetivos ulteriores tienen, y asi
comprender los motivos que llevan a los diversosoras a desarrollar sus
conceptualizaciones en la forma en que lo haceni, &emo autocritica vy
reconocimiento de caracteristicas singulares ge€auhaber constrefiido este estudio
por la filosofia inherente al esfuerzo tedrico deskado, reconocemos que la
aproximacion realizada es marcadamente tedrigadaiel modelo en un principio 'para
la investigacion', quedando relegado a un segulam pde forma implicita, el impacto
en la realidad del aula. Asimismo, el modelo MTSK @mo indicamos en el marco

tedrico, ‘un traje hecho a medida’ que refleja danfa de entender el conocimiento
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profesional de los investigadores que lo desarrdia consonancia con las reflexiones
de Schoenfeld, 1992), entre los que nos encontracooslo que las limitaciones que

posee como constructo tedrico son en gran medida dierivadas de nuestro

entendimiento del contenido del propio modelo. Ramto, pese a que somos
conscientes de algunas de las limitaciones quées@nicomo el caracter excesivamente
tedrico del mismo, al ser muchas de estas limiteSopropias, asumimos cierta
imposibilidad de determinarlas con mayor precisi@gue vienen dadas por nuestros

propios esquemas de pensamiento, de los cualesmas lenamente conscientes.

Finalmente, existe una coleccion de limitacionesvddas de la persona que conduce la
investigacion. Al igual que en el apartado antemorsomos plenamente conscientes de
todas las limitaciones que esto conlleva, pereedadxistencia de las mismas. Uno de
los elementos que consideramos relevantes de lexctedsticas personales del
investigador que han condicionado esta investigac§ la necesidad de coherencia
tedrica, que hemos procurado que exista duranteltothvestigacion. Asi, la relacion
entre el paradigma de investigacion (Interpretativel enfoque metodoldgico
(Grounded Theory) y la perspectiva tedrica (preemtiemente MTSK) se ha tenido en
cuenta para que el uso que se hiciera de los mifreos riguroso y no se extralimitara
de lo que cada uno contempla. Para concluir, cregaeroconsonancia con el trabajo de
Schoenfeld (2001), que la percepcion del investigadcerca del infinito como
elemento matematico y como parte del conocimiert@ubfesor esta influenciada por
los constructos tedricos estudiados, pero tamhiérigs propias concepciones que este
tiene acerca de la matematica y del aprendizajenseif@anza de la misma, han
condicionado en gran medida este estudio, a laquezlo han impulsado hacia la

perspectiva (de consideracion del objeto de esftseiguida.

Sobre el investigador y el proceso investigador

En este apartado desarrollaré las consideraciomésdble mas persorid acerca del

desarrollo de la investigacion. Asi, mostraré |dexgdn realizada en torno a tres
nacleos tematicos: el desarrollo de la investigaci@niendo en cuenta el caracter
formativo de la misma; la idoneidad de las elecesonealizadas, asi como de los
enfoques tedrico y metodologico, para finalmentabac con reflexiones sobre el

desarrollo que como investigador he experimentdddago de esta investigacion

122y por ello usaré la primera persona del singular.
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Mirando al desarrollo de la investigacion, creo damental para comprenderla
considerar el hecho de que es un proceso quearédléprmacioén de un investigador, y
por tanto, existen fases en la misma, no solo antoua su desarrollo, sino también en
cuanto a la madurez de muchas de las eleccionkzadss. Asi, el proceso seguido
entiendo que ha servido para optimizar la madueezatia paso de la investigacion,
desde la primera fase de revision bibliograficanst, en la que nos familiarizamos
profundamente, no solo con el infinito y el condeinio profesional, sino con el
significado de ‘investigar’, y los métodos propids la investigacion en educacion
matematica. Posteriormente, el desarrollo de lasiméentas metodoldgicas, basado en
el conocimiento acumulado, me permitié plantearmmégdtimo de la aproximaciéon que
haciamos, refinando los instrumentos de recogiddales. Durante este proceso, el
contacto con Aaron, el profesor estudiado, me hias consciente de la realidad a la
gue me aproximaba, con sus caracteristicas ididgioas que imponian limitaciones a
la investigacion, asi como a la vez nos abriarbgmkEdes para investigar aspectos que
no habiamos considerado. Posteriormente, el pratesecogida de datos, tanto en el
aula como en las posteriores sesiones de entresigiaso un punto de inflexion en el
desarrollo de la investigacién, ya que entendigleensidad de analizar los datos segun
los tomaba, hecho que recomendaba la literatumraetndologia consultada, pero que
no entendia plenamente. Asi, en este proceso aimeoltde obtencion de datos y
analisis, fue tomando cuerpo la percepcion del ciomento profesional del infinito que
se refleja en este documento. Tras esto, los catosefinamiento del andlisis de la
informacion, de los cuales se muestra en esta ni@mloproducto final, me aportaron
seguridad acerca del analisis realizado, asi coenta dsaturacion de datos obtenida.
Finalmente, aunque en diversa bibliografia sobreododogia y procesos de desarrollo
de tesis doctorales se recomienda escribir la manu® investigacion al final del
proceso investigador, en este caso opté por ascetla capitulo segun desarrollaba el
conocimiento incluido en el mismo. Asi, pese a habeisado cada capitulo varias
veces tras su escritura, en diferentes momentde idgestigacion, con el consiguiente
refinamiento de su contenido, tenia una base asexplicita que podia consultar en
cualquier momento para resultar coherente no sofolas ideas que tenia en cada
momento, sino con los fundamentos que tenia prevritarestablecidos.

Mirando ahora la idoneidad del enfoque tedrico ytau@dgico, entiendo que esta

idoneidad se puede mirar desde dos perspectivaspumera ligada a la coherencia,
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adecuaciéon y potencia de acuerdo al objeto de iestycuina segunda de acuerdo al
grado de compatibilidad con la forma de entendéirestigador tanto el objeto de
estudio como la metodologia. En cuanto a la prinmespectiva, los constructos
tedricos usados suponen una herramienta que nmeshkado Util para aproximarme al
conocimiento del profesor acerca del infinito, piééndome comprenderlo en
diferentes facetas del mismo. Sin embargo, exssigokibilidad de que, al haber sido
desarrollado el modelo de conocimiento profesiaVidlSK desde un grupo del que
formo parte, existan limitaciones o inadecuaciat®$as que no soy consciente por ser
estas intrinsecas a mi persona y mi propia formamtender el conocimiento del
profesor. Los referentes teoricos sobre el infimt@ han permitido obtener una
sensibilidad mucho méas amplia de la que poseidraipio de la investigacion, que ha
sido clave para generar la comprension del infigitle en este momento entiendo que
poseo. En cuanto a la segunda perspectiva antembencomentada, en el caso del
infinito, la diversidad de referencias y enfoques ebtudio del infinito estudiados
reflejaban en general una forma de comprender l@emdica escolar intimamente
ligada al constructivismo, tradicion con la que siento plenamente identificado, de
manera que entendemos existe la adecuacion prégeritii cuanto al conocimiento del
profesor de matematicas, el modelo MTSK es, corma ettitulo del apartado en el que
se desarrolla, ‘un traje hecho a medida’, en laid@edue he formado parte del grupo
que lo ha generado, y mi forma de entender la dogela matematica, y la naturaleza
del conocimiento del profesor esta reflejado emisimo, y ha tenido un gran impacto
en su desarrollo. Respecto a esto, también creesaec comentar que una vez
desarrollada una estructura basica del modelo, icadatigador del grupo ha tomado
una serie de decisiones en cuanto al uso del migraeeflejan su sensibilidad. En este
caso, yo elegi un enfoque profundamente relativistael que la evaluacion de la
validez del conocimiento no tiene tanta importaromeno la comprension del proceso
seguido para desarrollar dicho conocimiento. En gnadida entiendo que esta eleccién
viene dada por el hecho de ser el infinito el cptcgue me interesa en mayor medida,
ya que existe una gran amplitud de maneras de iaprse a este concepto y muchos
grados de desarrollo de la cognicién, en los quesni@an interesante la validez como el
motivo que lleva a ese punto de comprension. Entousla metodologia desarrollada,
entiendo que el caracter sociocultural de la ingasion ha tenido un gran impacto en
la adecuacion del enfoque a mi forma de entendémviestigacion. Mi experiencia

previa con la actividad investigadora era bastditetada, de manera que al
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experimentar la inmersion en el grupo SIDM, conesperiencia y tradicion en la
investigacion cualitativa desde un paradigma imégbivo, con cierta presencia de la
Grounded Theory, los entendi como opciones quéagtaban a mi forma de entender
la investigacion, probablemente por la solidez rgfiejaban. Considero un reto, de cara
al futuro, plantearme diferentes enfoques metododdg ya sea en cuanto al tipo de
estudio, donde creo que los estudios cuantitapuesien generar conclusiones ‘a gran
escala’, desde diferentes paradigmas, donde undivigta entiendo que puede
permitirme implicarme en la evaluacion del conoeim®o profesional (en una linea
parecida a la desarrollada en Michigan), o finabmeatesde diferentes metodologias

para aproximarme a la informacion y analizarla.

Para concluir este apartado, considero necesdiéxiomnar sobre mi maduracion con y
durante esta investigacion. Como persona e inakirghe comprendido aspectos que
van mas alla de esta investigacion en si, quedradd y espero tendran un impacto en
mi labor como investigador. En primer lugar, he poendido el caracter procesual que
tiene una investigacion, desde la primera famidaidn con la literatura de
investigacion hasta la reflexién final acerca dedportaciones que se realizan con la
misma. Creo necesario hacer esta indicacion, paldgsde mi forma de entender, ha
tenido gran relevancia comprender que los articlilm®s, y producciones en general
gue muestran resultados de investigaciones saflejorde un gran esfuerzo y tiempo
dedicado a la produccion de los mismos, lo cuatdraribuido a que los valore en
mayor medida. Otro elemento que, en el momentedeansciente de ello, supuso un
punto de inflexion, fue la consciencia de ‘lo sbda la investigacion en educacion
matematica’. Este hecho me permitié entender qusohwm leer a otros autores, sino
también discutir con ellos en persona, generab@iama comprension mas amplia de
sus investigaciones, y en dimensiones que en lasgentos a los que habitualmente se
puede acceder estan, en el mejor de los casosjcitapl] como puedan ser las
motivaciones que los distintos autores tienen gdasarrollar sus investigaciones en la
forma en que lo hacen. Asimismo, el hecho de habeajado en el seno del grupo
SIDM ha reforzado esta consciencia social de lastigacion, ya que gran parte de los
avances de esta investigacion se deben al heghermecer a dicho grupo, del que me
he sentido un integrante relevante que podia aportde donde he aprendido, entre
otras cosas, el valor de las buenas criticas, @ueimmpulsado esta investigacion

enormemente. Finalmente, he ido desarrollando,oco® esta investigacion requeria
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mas tiempo, esfuerzo y reflexion, una mayor comside de mi mismo como
investigador y persona, he sido mas conscientedadpectos de la investigacion en los
gque me siento mas comodo, y donde creo que mewuegden mejor, como son los
ligados a cuestiones tedricas, y aquellos aspepiesme resultan mas dificultosos,

como la interaccion con otras personas.
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